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Vorwort. 


Mit.  Ausnahme  der  iDtegration  der  partiellen  Differentialgleichungen  und 
der  Variationsrechnung  enthält  das  Werk,  das  ich  der  Oeffentlichkeit  hiemit 
fibergebe,  eine  vollständige  Darstellung  der  Differential-  und  Integralrech- 
Dong,  auf  streng  wissenschaftlichen  Grundlagen  aufgebaut  und  nach  dem 
heutigen  Stande  der  Wissenschaft  durchgeführt.  Dabei  glaube  ich  auch  in 
Bezug  auf  Ausführlichkeit  genug  gethan  zu  haben ,  da  wohl  wenige  Sätze, 
die  irgend  von  wissenschaftlichem  Werthe  sind,  ausgeschlossen  wurden,  wo- 
bei natürlich  mein  Augenmerk  vorzugsweise  darauf  gerichtet  war.  Alles  in 
ein  organisches  Ganze  zu  vereinigen,  so  dass  nicht  eine  Sammlung  einzelner 
Sätze  und  Methoden  zum  Vorschein  käme.  So  weit  dies  möglich  war,  glaube 
ich  auch  dieser  Anforderung  entsprochen  zu  haben.  Dabei  bin  ich  immer 
darauf  bedacht  gewesen ,  durch  Beispiele  der  verschiedensten  Art  die  allge- 
meinen Sätze  zu  erläutern;  die  Beispiele  selbst  sind  entweder  rein  analy- 
tische, oder  sie  sind  aus  der  Geometrie,  Mechanik,  mathematischen  Physik 
und  Astronomie  gewählt.  Namentlich  habe  ich  mehrfach  die  Wärmeprobleme 
aufgeführt ,  wie  denn  auch  am  Schlüsse  des  ersten  Buches  die  allgemeinen 
Differentialgleichungen  der  Wärroebewegung  aufgestellt  sind.  Die  noch  feh- 
lenden Theile,  namentlich  die  Integration  der.  partiellen  Differentialgleichun- 
gen, hoffe  ich  in  nicht  ferner  Zeit  nachfolgen  lassen  zu  können.  Ich  habe 
sie  von  diesem  Buche  ausgeschlossen,  weil  eine  kurze  Uebersicht,  wie  sie  in 
den  Lehrbüchern  beliebt  ist,  kaum  einen  Werth  hat,  und  eine  ausführlichere 
Darstellung,  die  nothwendig  die  Beliandlung  einer  Reihe  der  wichtigeren 
Probleme  der  mathematischen  Physik  verlangt,  das  Buch  zu  sehr  vergrössert 
hätte.  Es  wird  desshalb  besser  seyn,  wenn  diese  Darstellung  als  besondere 
Schrift  erscheint,  die  eich  aber  dem  vorliegenden  Buche  unmittelbar  an« 
schliessen  wird. 


rV  Vorwort. 

Die  Druckeinrichtung  ist  so  getroffen  worden,  dass  die  allgemeinen 
Lehren  mit  grösserer  Schrift,  Aufgaben  und  Erläuterungen  dagegen  mit 
.  kleinerer  gedruckt  sind.  Abgesehen  von  der  Raumersparniss  hat  diese  Ein- 
richtung wohl  auch  den  Vortheil,  dass  beide  Theile  sich  sofort  scheiden  und 
dem  Leser  eine  bequeme  Orientirung  gestatten.  Im  Interesse  der  Raum- 
ersparniss habe  ich  häufige  Ueberschritlen  nicht  gegeben ,  obwohl  sie  in  der 
eben  genannten  Beziehung  von  Nutzen  sind;  dagegen  sind  die  Ueberschrif'ten 
auf  den  einzelnen  Seiten  fortlaufend  von  diesem  Gesichtspunkte  aus  durch- 
geführt worden.  In  Bezug  auf  Druck  und  Papier  hat  die  Verlagshandlung 
alle  meine  Wünsche  befriedigt,  so  dass  auch  in  dieser  Beziehung  >Jichts 
versäumt  wurde. 

Kachstehend  will  ich  nun  noch  einige  Erläuterungen  und  Zusätze 
beifügen,  die  mir  während  des  Druckes  als  hieher  gehörig  erschienen  sind. 

Dass  ich  von  der  Gränzenmethode  ausgieng,  wird  wohl  heute  keine  Beanstan- 
dung finden,  und  so  wie  die  Sache  dargestellt  ist,  wird  sich  eine  besondere  Schwie- 
rigkeit auch  nicht  herausstellen.  Die  allgemeinen  Sätze  in  §.2,  III,  IV  hätten 
vielleicht  zu  Anfang  aufgeführt  werden  können;  doch  sind  sie  auch  da,  wo  sie  sind, 
an  ihrem  Platze.  Der  Satz  III  ist  natürlich  der  wichtigste  von  allen,  da  von  ihm 
häufig  Gebrauch  gemacht  werden  wird.  —  Die  Bezeichnung  des  Differentialquotien- 
ten,  wie  sie  in  §.  3  aufgenommen  ist,  habe  ich  durchgängig  beibehalten,  da  ein  be- 
sonderes Zeichen  (8)  mir  dafür  am  passendsten  schien.  Vom  Differential  ist  im 
ganzen  Buche  keine  Rede,  und  braucht  es,  wie  man  sich  leicht  überzeugen  wird, 
auch  nicht.  Dieser  Begriff  ist ,  meiner  Ansicht  nach ,  verwirrend,  und  muss  ja  doch 
immer  umgangen  werden,  wo  man  zur  Klarheit  kommen  will.  —  In  §.  5  wurden 
die  Funk-tionen  arc(sin=:x)  u.s.w.  aufgenommen,  die  ich  natürlich  als  aus  der  Ana- 
Ijsis  bekannt  voraussetze.  Ich  bemerke  dabei  nur,  dass  arc(sin=z)  und  arc(tg=:x) 

immer  zwischen  — -2-und4~"2"  ü^g^n,  während  arc(cos=x)  und  arc(cotg=x) 
zwischen  0  und  n  liegen.  —  Die  Bezeichnung  der  totalen  Differentialquotienten, 
wie  sie  in  §,7  eingeführt  worden,  wird  wohl  genügen,  um  jeder  Unklarheit  zu 
steuern,  und  also  ihren  Zweck  erreichen.  —  Das  Zeichen  l.2..n,  das  namentlich 
in  §.  10  vorkommt,  bedeutet  bekanntlich  das  Produkt  aller  ganzen  Zahlen  von  1 
bis  n.  Eben  so  würde  2. 4... 2 n  das  Produkt  aller  geraden  Zahlen,  von  2  bis  2 n 
bedeuten;  endlich  1 .3.5...2n— - 1  das  aller  ungeraden  Zahlen,  von  1  bis  2 n  —  1. 
—  Dass  in  §.  10,  IV  (S.  32)  verlangt  ist,  es  dürfe  nicht  ip  (a)  =  0  seyn,  rührt  daher, 

dass  man  die  Form -^  vermeiden  wollte,  und  ohnehin  für  m>n  ein  unendlicher 
Werth  zum  Vorschein  käme;  in  aflen  Fällen  ist  dadurch  jedem  Zweifel  vorgebeugt. 
In  S.  40,  Zeile  20  und  27  sollte  das  Wort  „endlich"  durch  „stetig"  ersetzt 
werden,  da  ja  im  Grunde  dies  die  Voraussetzung  ist,  wie  die  Note  zu  derselben 
Seite  ausdrücklich  sagt.  In  den  meisten  Fällen  sind  allerdings  beide  Ausdrücke  gleich- 
bedeutend. Die  Hauptanwendung  dieser  Sätze  ist  in  §.  15.  Dort  ist  aber  die  Sache 
so,  dass  das  Ergänzuugsglied  einen  Mittel  werth  zwischen  den  äussersten  Werthen 


Vorwort.  V 

Torttellt  und  nicht  mehr.  —  Der  §.16  enthält  einen  yiel  bestrittenen  Satz,  der  fibri- 
geni  selbst  bei  denen,  die  ihn  bestreiten,  thatsächlich  wieder  vorkommt;  ich  bin  im 
«Anhang**,  unt«r  III,  nochmals  darauf  zurückgekommen.  Die  sogenannten  Kenn- 
zeichen der  Konir)?rgenz  der  Mac-Laurin*schen  Reihe,  wie  sie  namentlich  Cauchj 
aufgestellt,  habe  ich  nicht  aufgenommen,  da  sie  'eine  sichtende  Kritik  nicht  aus- 
halten. In  §.  18  habe  ich  Anwendungen  des  Restgliedes  auf  die  Ermittlung  der  Feh- 
lergränze  gemacht,  wobei  ich  auf  die  Elemente  der  Algebra  zurückgegangen  bin. 
Man  kann  manche  der  dortigen  Sätze  leicht  verallgemeinern.     Gesetzt  etwa,   man 

B  n 

solle  Va  mit  m  Ziffern  genau  ausziehen  und  wähle  a — ce  für  a,  so  müssen  also  Va 

n  _______ 

und  V^a — a  in  den  m  ersten  Ziffern  übereinstimmen;  dazu  genüget  es  nun,  dass 

VV-J/(a-.«)        1  ", «  1  ^ ■ 

<. — ^r  sey.     Nun  ist  va — a  =  VsL ;; — ,sodas8also 

Va  10  ""  V/(a— ea)"" 

a  ^    \         a ^    n 


nV(a— 0o)     Va      10         v^aVCa  — Oo)  10 

tejn  mu88.     Macht  man ^ < ,  so  ist  dieser  Bedingung  ge- 

VCa  -  ff)  VCa — ft^~^      lo" 

nagt,  80  dass  also < — —»    — <I — .     Nun  ist  n  ^2,   n<10    ,    also 

a-ff     j^m       a       10   .^n  ^ 

> ,  d.h.> ,  und  also  braucht  bloss  — <; zu  seyn,  woir- 

10   +n      10    +10  10  *       10 

aas  dann  folgt -<^ ,  so  dass  a  und  a  —  a  in  den  m4-l  ersten  Ziffern 

10 

s 

\    /375300 
zusammenstimmen  müssen.  *     Soll  z.  B.  V/  auf  2  Dezimalstellen  entwickelt 

s 

werden,  80  müssen  also,  da  A/  — ^ — ,  jedenfalls  zwei  Ziffern  vor  dem  Einheitspunkt 

875800 
hat,    4  Ziffern  dieser  Zahl  genau  werden,    so  dass — j^ —  auf  5  Ziffern  genau 

•,                                         375300     375300      375800« 
sejm  mnss.     Nimmt  man  nun  7r-|-a  für  ;r,  so  hat  man  'zrT —  =  — Z SShSÄp* 

80  dass  der  Fehler  <  — -r —  ist ;  da  nun  5  Stellen  richtig  seyn  sollen ,  80  muss 


A— 'B         1 
♦  Sind  zwei  ganze  Zahlen  A  nnd  B  (A>B)  so  beschaffen,  dass  — - — < — --,  so  mils- 

^         10 

len  die  m  ersten  Ziffern  zusammenstimmen.    Denn  sttmmen  nur  die  m  —  1  ersten  zusammen, 

so  wird  A'-—  B  ihrer  m  —  1  Ziffern  weniger  haben  als  A ;  die  Division  von  A  —  B  durch  A  gibt 

also  nach  dem  Einheitspunkt  noch  m — 2  Nullen,  aber  die  m^  Stelle  hat  nicht  Null,  die  m — 1^ 

^ B        1 

kann  Null  seyn,  oder  anch  nicht;  in  allen  Fallen  wäre  also  — - —  > — -■%  so  dass  nicht  bloss 

^         10 

die  m — 1  ersten  Ziffern  zusammenstimmen  kOnnen.     Aber  eben  weil  die  m  —  1^  Ziffer  nicht 

A^B                       1 
Noll  seyn  mass,  wird  nur  dann  — - —  sicher  < ,  wenn  in  A  und  B  die  m+1  ersten 

^  10* 

ZiflSvo  sazammenstinmien. 


VI  Vorwort. 

375300 
also  der  Fehler  <C  I  seyn  (da  — - —  sechs  Stellen  vor  dem  Einheitspunkt  hat);  da- 

in  crenttgt  ^*^ 375300*  ^•^'  ^lOOOOO*  ^^  ^***  *^**'^'  ^^""  *"*"  ^  =  314160  setzt, 

*  375300 

die  Zahl  ö-ViTS) '°  ^^^®°  ^  ersten  Ziffern  die  rerlangten  gibt. 

Man  bat  weiter  für  x  >  h : 

l(x+h)  =  l(x)  +  ~2T,+  ..-J(x-l.).=  A_iL\_..., 

■('^)-[dMHövW.+ ]■->»■ 

Man  setze  nun 
so  ist  der  begangene  Fehler  = 

.  h    ^_2 ! 1 


{2z  +  l)' 

1  ' 

d.  h.  < j-^j .    wodurch   nun  die  natürlichen  Logarilhint  n 

(2n+l)(2z  +  l)  *     2z(i  +  n 

berechnet  werden  kOrnen.     Sofilr2=l  mü&ste <'  „.    sern, 

(2n  +  l).3'°^'.2.2       'Ö         ' 
wenn  mau  1(2)  auf  7  Dezimalen  haben  will;  dies  ist  der  Fall  fiir  n  =  8,  und  mithin 

In  dieser  Beziehung  mag  hier  auf  die  Schrift :  Theorie  generale  des  Approxi- 
mation numeriques  von  Vieille  (Paris,  1854)  verwiesen  werdc^n. 

Das  Lagrange'sche  Theorem  ist  unmittelbar  aus  dem  von  Burma nn  herrüh- 
renden Satze  gefolgert  worden,  wodurch  es  als  eine  Folgerung  aus  dem  Mac-Lau- 
rin'sohen  Satze  erscheint.  —  In  §.  27,  II  wurde  von  einem  Ausdrucke  für  sin  x  Ge- 
brauoh  gemacht,  der  hier  nicht  bewiesen  ist;  doch  findet  er  sich  in  jeder  guten 
Analysis.  

In  §.40,  S.  148  ist  allerdings  z= -^ — ,    aber  nicht  kurzweg  z  = 

.         ,  da  diese  Gleichung  aus  z*  •= — LiLni  geschlossen  ist,  aus  der  auch 
x-f-a   x-|-a 

z  =  —  \/  -r —  folgen  könnte.  Aber  da  Va+bx —  cx*>0,  so  kann  Letz- 
teres nur  Statt  finden,  wenn  x-j-a<IO;  allein  es  ist  «  —  ß^O,  also  «>f*^,  und  da 
(x+a)(x-f-^XO,  also  x-}-a  und  ^-hß  von  verschiedenem  Zeichen,  so  muss 
nothwendig  x-f-  u'^0  seyn,  so  das»  unsere  Formeln  unbedingt  gelten. 


V 


Vorwort.  VII 

In  §.  44,  S.  161,  in  wäre  zuzufiigen,  dass  die  Formeln  für  / — ; — '^ ffvnÜ- 

y  a  +  bcoisx    ^ 

Ofen ;   denn  ist  auch  a<0  und  a'>b',  so  ist  / =  .^-  / 5 und — a 

y  a-t"bco8X  J  — a — bcosx 

>0,    ( — a)'>(— b)';    ist  weiter  a'<b',  b<0,   so  hat  man  dieselbe  Cmschreib« 
weise  und  es  iüt  ( — a)^<C(  —  b)',  — b>0. 

In  der  Formel  (44)  des  §.  48,  S.  175  ist  allerdings  zu  verlangen,  es  solle  f  (x) 
stetig  seyn  Ton  x=:a  bis  x=rb;  doch  ist  dies  nicht  nöthig,  da  es  genügt,  dass 
f(x)  endlich  sey,  und  man  durch  f[a4-ö(b  —  a)]  einen  Mittelwerth  zwischen  den 
äussersten  (grössten  und  kleinsten)  Werthen  bezeichnet,  die  f(z)  erlangt,  wenn  x 
▼on  a  bis  b  geht.  Dass  die  Grösse  unter  dem  (bestimmten)  Integralzeichen  immer 
endlich  sejn  müsse,  ist  Grundbedingung,  und  es  sind  daher  auch  manche  Unter- 
suchungen Ton  Cauchj  weggeblieben,  die  gegen  diese  fundamentale  Anforderung 
fehlen,  eben  weil  sie  nicht  zulässig  sind. 

In  §.  50,  IV,  S.  186  ist  der  Fall  weggeblieben,  da  zwar  a  und  b  von  Terschie« 

a 
denem  Zeichen,  aber  —  —  ^  1 ,  in  welchem  das  Integral  zulässig  ist.     Man  fände: 

j       a  — bcosx      t/o» b»        V.  V     a — \ij 

0  ^ 

Zu  §.69  kann  man  folgende,  von  Liouville  herrührende  Betrachtung  zu- 

8y 
fugen.     Gesetzt  in  ö-  =  f(x,  y)  enthalte  f(x,  y)  eine  Konstante  a,  die,  in  der  Grösse 

Pf     fi  f 
fi  =  ö~"i"gTf,  oder  in  <)p(f)  .  fj ,  wo  <p  eine  willkürliche  Funktion,  nicht  mehr  ror- 

kommt,  so  ist  qp(f)  -r-  ein  integrirender  Faktor  von    «—  —  f=0.       Denn    es   ist 

Ät.(OfJ=o.  d.h'  A  [.(f)(|,^+|if)]=o,V(f)  \[  [H+il  + 

^WL878^+a78i'+8"7  8lJ  =  ^'^-^- r. + Vy =^' 

8r»)(0fi] 

Behauptung  beweist.     Ist  — ^ nur  Null  für  einen  bestimmten  Werth  ron  a,  so 

8  f 
ist  9)(f7  ä~~  ein  integrirender  Faktor  für  diesen  Werth  von  a,  wenn  dieser  Fluktor 

nur  nicht  0  oder  00  . 

In  S.  289,  Zeile  13 — 19  ist  ein  nicht  ganz  richtiger  Satz  stehen  geblieben,  da 
die  Gleichung  (a)  in  §.  66  moht  eigentlich  hieher  gehört,  indem  wenn  <)[)(y)  =y  S^ 
aach  qp(x)=x  seyn  sollte.  Man  kann  also  diese  wenigen  Zeilen  füglich  weglassen* 

Das  allgemeine  Schema,  das  zu  §.  71  gehört,  ist  das  folgende:    Man  bilde  aus 

*/        X  8  ^  1  r^  ^   t        öf^ 

f(x,  y),  das  zur  Abkürzung  f  heissen  möge,  die- Funktionen  fj  =8^"'     ä^'  *  ~  8x^ 

+  'f7'  ''=  TI+'i7 soi.ty=b+^f(a.b)+^*  U  (a.  W  + 

(x  — a)» 
.03    f2  (a,  b)  .  .  . ,  wo  b  eine  willkürliche  Konstante. 

Wenn  man  in  $.  76  setst  l(a+bx)=a  und  formt  die  Gleichung  (k)  um,  so 


was  die 


▼m  ,  Vonrort 

kommt  man  Mf  den  ersten  Hanptfall  znrOck,  so  dast  alao  dieser  let«tere  der  wesent- 
lichere ist. 

In  §.  92,  Nr.  5  konnte  ein  Anstand  gefunden  werden,  da  thatsäohlich  die  Ge- 
■ohwindigkeit  zunehmen  wird  mit  wachsendem  x ,  während  der  Druck  abnehmen 
wird.     Man  kann  also  so  sagen :  die  gewonnene  lebendige  Kraft  beim  Durchströmen 

Yon  zix  ist  =^7j[-^  [(v+ Jr)'— v']=  ^^—^  {y^v+\  idv)^h  die  Arbeit  des 
Druckes  ==  —  o^p/ix,  da  hier  ^p  negatiy  ist;  da  nun  die  lebendige  Krafl  durch 
diese  Arbeit  des  Drucks  entstanden  ist,  so  hat  man  — o)^p^x= r —  [y/iv-\- 

4  (^v)^,  was  die  Gleichung  (n)  .wieder  gibt.  Dass  die  Resultate  zusammenstimmen 
mussten,  ist  leicht  einzusehen,  so  dass  man  die  Darstellung  im  Buche  stehen  lassen 
kann.  Die  eben  angedeutete  mag  jedoch  vorzuziehen  seyn,  wenn  gleich  Fälle  vor- 
kommen können ,  wo  auf  kurze  Strecken  hin  t;  abnimmt  mit  wachsendem  x. 

Zu  §.94  mögen 'noch  folgende  Betrachtungen  beigefügt  werden,  die  wieder 

teilweise  Ton  LiouTille  herrühren.     Gesetzt  man  habe  die  gleichzeitigen  Differen- 

öy  8b  öu 

tialgleichungen:  r-=Y,  r— =  Z,  r-=ü,  .  .  .,  so  bilde  man  die  Grössen  Yi,  Yj, 

.  .  .,  Z|,  Z],  .  .  .  nach  folgendem  Schema: 

8Z      8Z      ,  8Z      ,  »  _8Z,  .  8Zj  8Zi      .  „._ 

^•  =  8l+87^+8l^+--' ^•=87+87'^ ■+'87^+ ''•■•'- 

setze  nun  in  Y ,  Z ,  .  .  . ,  Y| ,  Z| ,  .  .  . »  Y2 ,  Z] ,  .  .  • ,  .  .  .  x  =  & t  y  ^=  b ,  z  =  c ,  .  .  ., 
wo  b,  c,  •  .  .  willkürliche  Konstanten  sind  und  bezeichne  die  so  hieraus  entstehen- 
den Werthe  durch  Anhängen  des  Zeigers  a ,  so  ist 

,  =  t+Eip(T).+  ^/(T.).+  ^-^V.).+  .  .  .. 

.  =  c+'-^(Z).+  ^^(Z.).+  ^'(Z.).+  .  .  .. 

8*y 
IL  s.  w.     Der  Beweis  dieser  Sätze  ist  sehr  leicht.     Offenbar  ist  nämlich  Y^  =  ^-7* 

8»y  ^  ^* 

Y3  =  g--^,  ...  U.S.  w.,  woraus  nach  §.71  sofort  die  Behauptung  folgt. 

88        es 

Gesetzt  nun,  es  sey  Y=g— .,  Z=g— ,  .  .  . ,  wo  S  eine  Funktion  von  x,  y,  z, 

...  ist;  gesetzt  ferner,  man  bilde  Y| ,  Z^ ,  .  .  .  wie  so  eben,  und  es  sey  eine  Kon- 
stante a  in  einer  der  Funktionen  Y,'Z,  .  .  .  wenigstens  (also  in  S)  enthalten,  die  bei 

8  Y  8Z 

der  Bildung  ron  Y|,  2i,  .  .  .  wegfalle,  so  ist  also  -r-^  =  0,  -r-^  =  0,  .  .  .  .     Aber 

Oft  Oft 

•eist 

8*S    .  8»S8S  .     8»S    8S 

^*  ""  8x  ey'^ey»  ey'^Sy  8e  ez"**  '  *  " 

8*8         8»S    es     8*S  88 

^*  -  8x  8i"*'8y  ez  8 y"'"ez»  8  «■*■••  ••''■'''•' 

,  8»s   ,  es  8-s   ,  es  e»s    , 

•**^'  ^•'^'^  ern+eV  e^üö^+el  em+  •••=»• «« «* 

8R     eji     8R_eZ,  eR_8R_        _ 

8y*ea'    ei^e« •        8y~ei • 


-    .  Vorwort  IX 

to  dass  also  R  kein  j*  i»  • .  .  enthAlt,  mitbin  bloM  von  x  abhängt.     Nun  ist 
8T8y     8Z8j,          _    8»S    8y       8*S    8i  .  8'  /8S-\        8»S 

8tf  8x"^8a8x'^ 8o8y8x"^8«8z  8x"^  81  V8«/      80  8x' 


8Yr8y_   •\     8Zr8s_   -^  b   ^88^      r  8»S       8S    8»S 

8aV.8x        J'^8aV8x        J'^  8xV8äJ      L80  8x"^8y  80  8y 

,  88    8»S     ,         *| 8^r8S^ 

■^87  878^"^  •  •  J  ""8x  l8«J  ""*^' 


8y  8z 

das  beisst,  weil  -x Y=:0,  s Z  =  0,  .  .  .,  es  ist  auch 

•  8x  *  bx  . 


i(B=^  '•"  8-!=/««'+^ 


J  r8s- 

8 

eine  Integralgleichung  des  Systems.     Sind  mehrere  solcher  Konstanten  cc  in  S,  so 
erhält  man  mehrere  [ntegralgleiobangen.     Ueberdies  ist  auch 

«=f.[iiH(i7y+i(H)"+-]. 

88  ,  1  rrös^v*.  r88"v' ,         i 

w  dass  man  also  bloss  zv  sehen  braucht,  ob  ö"  "r'ö'  IIa"/    '\8~J  "''***'  j 

88       /* 
aar  z  und  a  enthält,  in  weichem  Falle  sofort  --  =  /R8x4-C  ist. 

8«     »/ 

Die  Berechnung  von  ir(l-f-&)  auf  S  489  (§.  106)  kann  noch  etwas  aadsrs  ge- 
führt werden.     Beachtet  man  nämlich ,  dass  r(b)  Fil  —  b)  =  .  .  ^,  wo  b  zwischen 

^  '     ^  '       8mbi<* 

0  und  1 ,  so  ist  b  r(b)  r(l  — b)=  ^^  d.  h.  r(l  +b)  r(l  —  b)  =  T^,  und  also 
ir(l+a)+ir(l-a)  =  l(^£^^.d.h.-.l(l+a)-l(l-a)  +  S,a»+~-S4a*+... 

und  also 

ir(i+.)=ii(jSi;)+i.i(,_.,-k.+._i(,+rt_i.s..'-!.s..'-.. 

=T  G^.)+7'(ifO-»-«-i^"-f  »••■- 

Will  man  endlich  die  allgemeine  Betrachtung  des  §.113  nicht  anwenden,  so 
kann  man  in  folgender  Weise  yerfahren : 


Jf(x)  =  hf(x)+~r(x)+y*-^-^*f«(x+z)8x. 


0 

h 


zif  (x)=  h  f'(x)+y(h--i)!«(x+s)8z. 


woraus 


z«f«-|.jf(.)=hrw+/f.(,+.)[«l=i^-!l<!^)]8 


0 

k 


hf  W- jy*i(h-a)f(x+i)8a=hf(i)-  ^f»  (x+Oh)     (|.  48), 


Yonfort» 


^■t  ^ 


Ist  also  f  (x)  =  /f  (x)  8  X ,  80  ist : 


F(x)öx  =  hF(a)  +  |-[F(a+h)-F(a)]-^V»(a-h0,h), 


F(x)8x  =  hF(a+h)  +  |-[F(a+2h)~F(a+h)]-j^V»(a+h-f0,h). 

/F(i)8x=hF(a  +  u-lhj+-^[F(ai-Dh)-F(a-hn-  1  h)]  ~^F»(a+i^h+0  h) ; 
worwDg  wie  in  §.  114: 


/• 


F(x)8x=:hlF(a)  +  F(a+h)-h...  +  F(a-hn-lh)]fy[F(a+nh)-F(a)], 

mit  einem  Fehler  kleiner  als  -r^  M,   wo  M  der  grösste  Werth  ist,  den  F^(zX  an- 

nimmt,  wenn  z  von  a  bis  a-j-nb  geht. 

Ceberhaupt  kann  man  die  allgemeinen  Betrachtungen  vermeiden,  wenn  man  in 
§.113  nur  m  spezialisirt,  also  (wie  so  eben)  =1,  2,  3,  ...  setzt,  wodurch  eben  all- 
gemeinere Untersuchungen  unnöthig  werden.     So  erhält  man : 

h 


/■ 


F(x)ex  =  h[F(a)  +  F(a+h)+    .  . +F(a+n- lh)]+~[F(a-fnh)-F(a)) 

-~P(a+nh)-r(a)]. 

nh* 
mit  einem  Fehler,  kleiner  als  =2q  M,  wo  M  der  grösste  Werth  ist,  den  F*(z)  er- 
langt, wenn  z  von  a  bis  a-|-nh  geht. 

Schliesslich  mag  noch  die  folgende  Zusanmienstellung  von  Erinnerungen  aus 
der  Analysis  gestattet  seyn.  • 

I.  Die  GrOne  x     heisst,  wenn  m  eine  positive  ganze  Zahl,  die  m**  Potenz  von 
X,  und  ist  das  Ftodoki  von  m  Faktoren,  von  denen  jeder  gleich  x  ist.     m  heisst  der 

Exponent.     Vy  iti  «ine  Grösse,  die  m  mal^als  Faktor  gesetzt  (m  mal  mit  sich  selbst 
multiplizirt)  die  GrOsse  y  gibt;  gie  heisst  die  m^  Wurzel  aus  y'.    Sind  m,  n,  r  ganze 

,     n  n 

1  -X-  —  '  _  —  1 

positive  Zahlen,  so  ist  x      =  — ,  z     '  ='\/3t  »  x     '  =-; .      Als  Fundamen 

x*  Vx" 

talgleichungen  für  die  Potenzen  hat  oiiui: 

»  n 

m       n         m-|-n    x  m — B      /  ™v  "^       n       - 

X      .X    =X  ,    --  =  X  ,    (x     }     =X        ,X°=1, 

n 

X 

was  auch  immer  m  und  n  für  Zahlen  seyn  mögen. 

II.  Ist  a  =x,  so  heisst  z  der  Logarithmus  von  x  für  die  Grundzahl  a;  ist  letz- 
*.^      .  tere  =  2*7182818  =re  (§.  II,  2),  so  heisst  z  der  natürliche  Logarithmus  von  x  und 

wird  mit  l(x)  bezeichnet,  so  dass  die  Gleiehongen  z=:l(x)  und  e'=x  dasselbe  be- 


deuten.  Ist'a=10,  so  hat  man  die  ^wohnlichen  Logarithmen  Für  alle  Loga- 
rithmen galten  die  Formeln: 

(y  ^  m  1  (x) 

—  l  =  h»gy~log«,    logx    =nilogx,  logx=—  . 

in.  Ist  Ton  sinx,  cosx,  tgx,  cotgx  die  Rede,  so  ist  x  immer  gemessen  durch 
einen  Kreisbogen,  dessen  Halbmesser  I  ist,  so  dass  x  als  reine  Zahl  erscheint, 
welche  die  Länge  des  zwischen  den  Seiten  des  Winkels  mit  einem  Halbmesser  =  1 
beschriebenen  Kreisbogens  ausdrückt ,  wobei  der  Scheitel  des  Winkels  Mittelpunkt 
ixt.     Die  Fundamentalbeziehungen  sind : 

»in  (v  -f-  z)  =  ^in  y  cos  z  +  cos  y  sin  z ,  cos  (y  -|-  2)  =  cos  y  cos  z  —  sm  y  sin  z ,  tg  z  = , 

cos  K  ^^*  ^ 

cotgz  = -:^ — ,  sin( — z)  =  — sinz,  co8( — z)  =  cosz,  tg( — z)  =  — tgz,  cotg( — z)  = 
5in  z 

—  cotgz,  sin*z  +  C08*z  =  1, 

IV.  Aus  sinz  =  x  folgt,  dass  z  der  Bogen  sey,  detsen  Sinus  =x  ist.  Nun  aber 
gibt  es  viele  Bögen,  deren  Sinus  derselbe  ist;   wählt  man  den  kleinsten  davon,   der 

zwischen  —  -^  und  -(-   0    Hegt,  so   soll  derselbe  durch   arc  (sin  =  x)  bezeichnet 

werden.     Man  kann  also  aus  arc(sin=:x)  =  z  wohl  schliessen:  x  =  sinz,  nicht  aber 
umgekehrt  aus  sinz  =  x  sofort  z  =  arc(sin=:x),   es  müsste  denn  z  schon  zwischen 

—  -^  und  -i"~2"  liegen.     Ist  z  zwischen  —  -g*  und  -f"  "ö  »  ^®  ^*^  ™*"  z  =  arc  (sin 

=:x);  ist  z  zwischen -g-  und  -0":  z=ii — arc  (sin  =  x);  ist  z  zwischen  g"^"^-^^' 
z  =  arc(sin  =  x)-f-2;r  u.  s.  w.  Eben  so  bezeichnet  arc(tg=x)  den  kleinsten  Bo- 
gen, dessen  Tangente  =x  ist,  so  d^ss  aus  arc  (tg -=  x)  =:^ z  folgt  x  =  tgz,  wäh- 
rend die  umgekehrte  Gleichung  nicht  sofort  angeschrieben  werden  katfn.     Dabei 

liegt  arc(tg=x)  zwischen  —  -„"  und  -f-'o'*'   Endlich  ist  immer  arc(cos=x)  =  '2 

—  arc  (sin = x),  arc  (cotg  =  x)  =  -x arc  (ig  ==  x) . 

V.  Die  Grösse  y — l==i  kann*  nicht  durch  positive  oder  negative  Zahlen  aus- 
gedrückt werden,  und  heisst  dcsswegen  eine  imaginäre  Zahl.  Man  hat  für  sie:  i'=: 

—  1,1'  =  —  i,i*  =  -|-l,i  =1,1  =1,1  •  r=— 1,1  = — 1.  Ferner 
(§.  17,  IV):  e  =r  cos x-f~i  sin  X,  woraus  (cos x-(-i sin  X)  =(e  )  =:e  =cosmx 
-f-i«inmx,  was  auch  m  sey.     Setzt  man  y-)-iz  =  ^  (cosa-f-igina),   so  ist  Q  = 

V y'-j-z',  cosa  =  —  ,  sin  a=  — ,  wenn  y  und  z  reelle  (d.  h.  positive  oder  nega-  , 
tire)  Zahlen  sind;  hieraus  folgt  (y-^iz)    =^    (00s« +  i sin«)    =q      (cos  m  «  -|- 

isinm«).     Da  ganz  ebon  so  X^iy-^-xi)  =  (yH-i»)*  =  ('°*  I  cos (-isin — I  und  « 

nicht  bloss  einen  einzigen  Werth  haben  kann,  sondern  unzählig  viele,  die  nach  ein- 
ander um  In  verschieden  sind,  so  hat  also  |/(y-f-iz)  mehrere  Werthe.  Thatsäch- 
lich  sind  nur  m  davon  von  einander  verschieden ,  und  wenn  a^  der  kleinste  Bogen 

wt,  für  den  cos«  =  — ,  sina  =  — ,  so  erhält  man  dieselben,  wenn  man  in 
e*  L*^^"^ ^"'■'°"     m — J  ^'^^  «iM»d«r  setzt  r=0,  1,2,,,.,  m— L 


Xn  Vorwort. 

Setzt  man  l(y+iz)=rii+iv  ,  goisty+izrne         =e  e     =e     (cos  v   -j- 
isiny),  woraus  folgt:  e    cosT  =  y,  e    8inv=rz;  e    =vy'-f-2'»  cos  y 


8iny=      ..  -.;  also  u=  ■^-Ky'-f-z'),  während  v  ein  Winkel  ist,   beschaflfen 

wie  so  eben  verlangt.     Ist  Yi  der  kleinste  Winkel  dieser  Art,  so  ist  v  =  V4-}"2rn^, 
wo  r  eine  ganze  Zahl.     Also  endlich 

l(y+i«)=4-l(y*+2*)  +  (vi+2rfr)i;  cos t»  =  — =^rr== .  sinv,  = 


2  ''■''''  '       '         *     VyM=^  VyM-  **' 
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DüÜBrentiabreclinimsf  für  Funktionen  einer 
und  mehrerer  Veränderlichen. 


''<*>ff«r,  Dtflkrwtial.  v.  lBt«fnl*]Uchiiwic. 
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Erster  Abschnitt 

Von  den  Funktionen.     Gränzwerthe.    Differentialquotient  fiir* 
Funktionen  einer  einzigen  unabhängig  Veränderlichen. 

§.1. 

Zwei  Begriffe  mässen  wir  vor  Allem  ups  klar  machen,  ded  der  Funk- 
tion und  den  der  Gränze  oder  des  Gränzwerthes.  lieber  beide  wollen 
wir  üBS  desshalb  zunächst  etwas  näher  umsehen. 

Unter  Funktion  einer  Grösse  x  versteht  man  in  der  Mathematik  jede 
ßr5sse,  deren  Werth  abhängt  vom  Werthe  eben  jener  Grösse  x,  so  dass 
also  der  Werth  der  zweiten  Grösse  erst  gefanden  werden  kann ,  wenn  man 
den  der  ersten  kennt.  So  ist  .also  x^  eine  Funktion  von  x,  indem  zunächst 
X  bekannt  seyn  moss  und  erst  dann  x^  gefunden  werden  kann;  loga  istdess- 
gleiehen  eine  Funktion  von  a  u.  s.  w.  Die  Grösse,  welche  bekannt  seyn  muss, 
damit  der  Werth  der  von  ihr  abhängenden  gefunden  werden  kann ,  ist  in  der 
Regel  willkürlich ,  d.  h.  man  kann  ihr  ganz  beliebige  Werthe  beilegen ;  sie 
heisst  desshalb  gewöhnlich  die  unabhängig  Veränderliche,  und  zwar 
das  Letztere,  weil  man  sich  ihren  Zustand  als  veränderlich  denkt,  oder,  was 
dasselbe  ist^  annimmt,  dass  sie  beliebig  viele  verschiedene  Werthe  annehmen 
kann.  Man  könnte  sie  eben  so  wohl  auch  Ürgrösse  oder.  Stammgrösse 
u.  s.  w.  nennen ,  da  diese  Namen  dieselbe  Sache  bezeichnen  würden.  Die 
Funktion  selbst  heisst,  im  Gegensatz  hiezu,  die  abhängigVeränderliche. 
So  ist,  wenn  7  =  sinx,  x  die  unabhängig  Veränderliche,  y  (d.  h.  sinx)  die 
abhängigVeränderliche;  5x*  —  3x'  +  7  ist  abhängig  veränderlich,  x  da- 
bei unabhängig.  Es  ist  wohl  leicht  begreiflich ,  dass  die  Bezeichnung  eine 
unwesentliche  Sache  ist.  So  ist  z*  eine  Funktion  von  z,  wobei  eben  z  die 
unabhängig  Veränderliche  ist;  Ssinv  —  9cosv-}-31ogv  eine  Funktion  der 
(unabhängig  gedachten)  Veränderlichen  v,  u.  s.  w. 

Es  ist  aber  auch  wohl  denkbar,  dass  diejenige  Grösse,  von  der  der 
Werth  einer  andern  abhängt ,  selbst  wieder  abhängig  ist  vom  Werthe  einer 
dritten  Grösse.  So  ist  log  sinx  zunächst  eine  Funktion  von  sinx,  welch 
letztere  Grösse  selbst  wieder  von  x  abhängt.  Ist  allgemein  7  eine  Funktion 
von  X,  so  ist  z.B.  19y*  —  7y'4"8y  ^^^^  Funktion  von  y,  die  also  mittel- 
bar von  X  abhängt.  Solche  Funktionen  pflegt  man  Funktionen  von  Funk- 
tionen zu  nennen.  Bekanntlich  bezeichnet  man  eine  beliebige  Funktion  von 


4  Stetige  und  unstetige  Funktionen. 

X  mit  f(x),  F(x),  9)(x),  tp(x)  u. s.  f.,  so  dass  also  f(y)  eine  Funktion  von 

y,  F(z)  eine  solche  von  z, bezeichnet.    Ist  nun  Y  =  g)(x),  z  =  f(y), 

80  ist  2  eine  Funktion  von  einer  Funktion  von  x,  die  man  auch  mit 
f(y(x))  bezeichnen  könnte.  Wie  man  hier  weiter  gehen  kann,  ist  klar. 
Eben  so  ist  klar,  dass  wenn  zwischen  den  Grössen  y  und  x  die  Beziehung 
y  =  f(x)  obwaltet,  man  nicht  nur  y  als  Funktion  von  x  ansehen  kann,  son- 
dern auch  wohl  berechtigt  |St,  x  als  Funktion  von  y  anzusehen.     So  folgt 

4 

aus  y  =  x*  aöch  x==\/y  "^^  ^^  '^^  j^^^  ^  *^*  Funktion  von  y  angesehen, 
während  zuerst  y  als  Funktion  von  x  musste  betrachtet  werden.  Folgt  aus 
y  =  f(x)  die  Gleichung  x  =  F(y),  so  sagt  man,  F(y)  sey  die  umgekehrte 
Funktion  von  f(x),  und  es  muss  F(f(x))  geradezu  x  geben.- 

Die  Mathematik  hat  es  in  der  Kegel  nur  mit  stetigen  Funktionen  zu 
thun,  und  sie  versteht  darunter  diejenigen  Funktionen,  die  sich  nur  um  ver- 
schwindend kleine  Grössen  ändern ,  wenn  der  Werth  der  Urgrösse  sich  auch 
nur  um  eine  solche  Grösse  ändert.  Die  gewöhnlichen  Funktionen  der  nie- 
dern  Analysis  sind  alle  in  diesem.Falle  und  nur  för  spezielle  Werthe  der 
Urgrösse  machen  sie  davon  eine  Ausnahme.  Man  kann  das  eben  Gesagte 
auch  in  folgender  Weise  darstellen.  Ist  f(x)  eine  Funktion  von  x,  und  man 
ändert  den  Werth  von  x,  lässt  ihn  also  in  x-^-Jx  übergehen,  wo  Jx,  den 
Bezeichnungen  der  Differenzenrechnung  gemäss,  *  den  (ganz  beliebigen)  Zu- 
wachs von  X  bedeutet,  den  wir  uns,  der  Einfachheit  wegen,  positiv  denken 
wollen,  so  wird  f(x)  in  f(x+-^x)  übergehen,  wo  also  ((x-j-Jx)  den  Werth 
der  Funktion  f(x)  bedeutet,  den  man  erhält,  wenn  man  x-f-^^x  an  die  Stelle 
von  X  setzt.     Die  Aendemng,  welche  f(x)  hiedurch  erleidet,  ist  f(x4-/'x) 

—  f  (x)  und  wenn  nun  diese  mit  unbeschränkt  kleiner  werdendem  Jx  eben- 
falls fortwährend  kleiner  wird,  oder  besser  gesagt,  für  Werthe  von  Jxy  die 
der  Null  beliebig  nahe  kommen,  ebenfalls  Werthe  erhält,  die  der  Null  be- 
liebig nahe  l^ommen,  so  ist  f(x),  für  den  betrachteten  Werth  von  x,  stetig. 
So  ist  x'  für  jeden  Werth  von  x  stetig.     Denn  es  ist 

(x-f^x)«— x»  =  3x'^x  +  3x(^x)'+<^x)«. 
Lässt  man  hier  Jx  der  Null  nahe  geiTug  kommen,  so  wird  die  Grösse 

zweiter  Seite  ebenfalls  Null  nahe  kommen,  was  unsem  Satz  beweist,    -j  ist 

stetig  für  alle  Werthe  von  x,  ausser  für  x  =  o;  tgx  ist  stetig,  ausser  wenn 

X  =  -^  u.  s.  w.,  in  welchen  Fällen  ~,  tgx  unendlich  gross  werden,  d.  h. 

jede  Grössenschranke  überschreiten.  Unstetig  heissen  wir  nun  eine  Funk- 
tion, wenn  sie  nicht  stetig  ist,  d.  h.  also,  wenn  die  Differenz  f  {x-j-Jx) 

—  f  (x)  mit  unendlich  abnehmendem  Jx  sich  nicht  Null  beliebig  nähert.  In 

dieser  Lage  ist  z.B.  —  für  x  =:  o.   Denn  es  ist  — r^ =  - — .  '.    ^  v 

®  z  x-|-i4xx  x(x-^-^x) 


*  Man  vergleiche  damit  meine  ^Grundiüge  der  algebraischen  Analysif**.     (Karlsmha, 
Braun.)   S.  79  ff. 


Rennzeichen  der  Stetigkeit.     GrAnzwerth. 
—  Jx  —  1 


x*  +  xJx  X» 


Daaberx:=o,  so  wird,  für  ein  beliebiges  //x. 


Jx 
diese  Grösse  nicht  angebbar,  oder,  wie  man  sich  ausdrückt,  unendlich  gross 

(qc),  und  ^s  ist  daher  unmöglich,  von  ihr  zu  sagen,  sie  nähere  sich  mit- ab* 

nehmendem  Jx  der  Kuli.     Betrachten  wir  den  Quotienten 

_         f(x  +  i^x)~f(x)  ,,. 

und  Tassen  in  demselben  (das  beliebig  gedachte)  Jx  mehr  und  mehr  gegen  o 
gehen,  so  wird,  im  Falle  dieser  Quotient (1)  sich  dann  mehr  und  mehr  einer 
bestimmten  endlichen  Grösse  annähert,  nothwendig  f  (x)  stetig  seyn  (für  die- 
sen Werth  von  x).  Denn  würde  f  (x-^-Jx)  —  f  (x)  mit  unbegränzt  abneh- 
mendem Jx  nicht  selbst  unbegränzt  abnehmen,  sich  vielmehr  einer  endlichen 
(oder  gar  unendlichen)  Grösse  nähern,  so  müsste  nothwendig,  bei  sehr  klei* 
nen  Werthen  von  Jx,  der  Bruch  (1),  dessen  Zähler  endlich  wäre,  sehr  gross 
seyn,  so  dass  mit  unendlich  abnehmendem  Jx  er  sich  nothwendig  einem  un- 
endlich grossen  Werthe  annähern  müsste.  Ijst  also  unsere  Voraussetzung, 
(I)  nähere  sich  einem  endlichen  Werthe ,  wenn  ^x  sich  o  nähert,  richtig, 
so  kann  f  (x)  nur  stetig  seyn.  Umgekehrt  ist  der  Satz  nicht  immer  richtig. 
So  ist  z.  B.  Vx  für  x<=: 0  noch  stetig,  da  Vx-l-^x  -^  V^  fi^''  ^  =  ^  zu 
^  Jx  wird,  und  mit  unendlich  abnehmendem  Jx  auch  unendlich  abnimmt; 

dagegen  ist '"^ —  —  für  x  =  o  gleich  ^ —  =  ^ —  und  wnrd  mit 

unendlich  abnehmenden!  Jx  immer  grösser  werdeni  Trotzdem  nun,  dass  der 
ausgesprochene  Satz  nicht' umgekehrt  werden  kann,  bleibt  er  dennoch  von 
grosser  Wichtigkeit,  da  der  direkte  Satz  selbst  in  den  meisten  Fällen  genügt. 
Wir  sind  bei  unsem  Untersuchungen  von  selbst  auf  den  zweiten  BegriflF, 
den  des  Gränzwerthes  gekommen.  Wir  haben  nämlich  gesagt,  wenn  der 
Bruch  (1)  mit  unbeschränkt  abnehmendem  Jx  sich  einer  endlichen  Grösse 
mehr  and  mehr  nähere,  so  sei  f  (x)  stetig.  Diese  Grösse  nun,  der  sich  (1) 
nähert,  nennen  wir  die  Gränze  oder  dön  Gränzwerth  von  (1).  Ueber- 
haupt  verstehen  wir  -also  unter  Gränzwerth  einer  von  a  abhängenden  Grösse 
denjenigen  Werth,  dem  sich  dieselbe  mehr  und  mehr  nähert,  je  mehr  a  einer 
bestinomiten  Grösse  a  sich  nähert.     Letztere  Grösse  a  ist  gewöhnlich  o.    So 

ist  z,  B.  der  Gränzwerth  von  — ; — offenbar  — ; —  (oder—,  wepn  a  sich  o 

x-f-a  x  +  a  x' 

nähert).  Wir  bezeichnen  dies  durch  Vorsetzen  des  Zeichen  Gr. ,  als  An- 
fangsbuchstaben des  Wortes  „Gränze",  und  werden  dabei  in  der  Regel  an- 
nehmen, wenn  es  nicht  ausdrücklich  anders  gesagt  ist,  die  sich  ändernde 
Grösse  gehe  gegen  o.     In  diesem  Sinne  ist  also: 

^-  (,  _^  f£ix  =  -^  .  Gr.  X    =  1 ,  Gr.  log.        ^      .    -  o  u.  s.  w. 

Wir  haben  hier  die  beliebig  abnehmende  Grösse  mit«  bezeichnet;  in  (1) 
wäre  sie  Jx  a.8.w.  Der  bereits  oben  mehrfach  ausgesprochene  Satz  würde 
also  jetzt  heissen:  Ist 


MD  a 
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Gr.  (1^+JA=Z1S^^  (2)        • 

endlich ,  so  ist  f  (x)  stetig. 

Es  kann  sieb  aach  ereignen,  dass  die  sich  ändernde  Grösse  mehr  und 
mehr  anwächst,  oder,  wie  man  alsdann  sagt,  anendlich  gross  wird.  Auch 
in  diesem  Sinne  lässt  sich  von  einer  Oränze  sprechen,  und  man  sollte  aller^ 
dings  ein  etwas  verändertes  Zeichen  brauchen.  Da  wir  in  der  Regel  nicht 
in  diese  Lage  kommen  werden ,  so  wollen  wir  davon  absehen  und  nur  beson- 
ders daran  erinnern ,  wenn  der  Fall  eintritt.  Für  unendlich  wachsende  (po- 
sitive oder  negative)  a  wäre  also 

Gr.  —  =  o ,  Gr. =  1 ,  Gr. =  --  u.  b.  w. 

a  a  2a  2 

Wir  wollen  nun  zunächst  zur  Aufsuchung  einiger  Gränzwerthe  über- 
gehen ,  die  für  unsere  nachfolgenden  Untersuchungen  von  Wichtigkeit  sind. 

§.  2. 

I.  Sey  a  ein  zu  einem  Halbmesser  =  1  gehöriger  positiver  Kreisbogen, 
und  man  soll  ^^  »'"  « 

a 

suchen.  Diese  Aufgabe  lässt  sich  auf  zweierlei  Weise  lösen.  Einmal  näm- 
lich beweist  man  in  der  Geometrie ,  dass  in  einem  Kreise  die  Sehne  kleiner 
ist  als  der  zugehörige  Bogen,  während  die  Tangente  grösser  ist.  Daraus 
folgt,  daas        „>,j„„,  „<,g„,  ,>!hL«   i<.tga^^^^*^ 

m 

80  dass  also ,  da  -^--  = ;,  auch >  1 , >  cos  a  und  mithm 

a  a  cosa"  a  cos  a  '      a 

der  Werth  der  Grösse immer  kleiner  ist  als  1  und  grösser  als  cos  a. 

Lässt  man  nun  a  unbegränzt  abnehmen,  so  wird  cos  a  mehr  und  mehr  gegen 
I  gehen,  also,  da immer  zwischen  I  und  cosa  liegt,  so  muss  mit  sol- 
chem abnehmenden  a  diese  Grösse  auch  gegen  1  gehen ,  da  sie  schliesslich 
zwischen  1  und  1  liegen  wird.     Man  hat  also 

Gr.  =  l. 

ff 

Man  kann  denselben  Satz  auch  in  anderer  Weise  beweisen.  Nach  §.I6 
meines  „Handbuchs  der  ebenen  uud  sphärischen  Trigonometrie^  (Stuttgart, 

Metzler)  ist  immer  T  für  a  <  ~  j 

siD  ff  <^  a ,   sin  a  ^  a  —  "ö"  « * 

...  »in  o  «in   ff  ^    ,  1      , 

d.  b.  immer  <[  1,  >  1  —  "S"  «  • 

a  a  6 

Lässt  man  nun  a  unbegränzt  abnehmen,  so  wird  1 g-  a'   mehr  und 

mehr  sich  1  nähern,  so  dass  also  1  und  1  —  -g-  a' sich  mehr  und  mehr  gleich 
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▼erden,  und  also,  da  — -  immer  zwischen  diesen  beiden  Grössen  liegt,  wird 
anch   -^^  sich  unbegränzt  1  näherb.    Da  -°~^    =  — ^,     so   ist   auch 

II.   Man  soll  j.  . 

Gr.  (1  -f  af 

finden.    Setzen  wir  a  ==  —,  also  —  =  m,  so  wird  mit  unendlich  abnehmen- 

m  cc 

dem  a  die  Grösse  m  unendlich  wachsen  und  umgekehrt.     Kennt  man  also 

m 

Gr.  1  1  H )    f&r  ein  unendlich  wachsendes  m ,  so  kennt  man  damit  auch 

1 

gm  .  ■ 

Gr.  (l  +  a)  für  ein  unendlich  abnehmendes  a.  Wir  wollen  nun ,  da  es 
uns  bequemer  ist,  das  Erstere  suchen.  Zunächst  beachten  wir»  dass  allge- 
mein ,  wenn  n  eine  positive  ganze  Zahl : 

a-f-i         ^a  +  i 

— - —         =a+a         b  +  a         b+...+b, 

&  ^  D 

wie  man  durch  Division  ganz  unmittelbar  findet.  Ist  nun  a  >  b,  beide  positiv, 
so  ist  sicherlich 

a+a       b+a       b+...  +b  <a+a-|-a4-...+a 

d.  h.  <  (n  +  1)  a'. 

uid  mithin  ist  daon =1? <(n+l)a.A^    —  b  ^    <(n+l)  a  (a— b). 

a  —  b 

Smos  folgt,  daM        a""^*—  (n+l)  a'(a-^b)<b"^*. 

d-h.     a*[a— (ii+l)(a— b)]<b*^\  odera'[(ii+l)b  — na]<b*"^*.  (3) 

Denken  wir  uns  nun  in  (  ^  +  ^  )    ^i®  Zahl  m  ganz  und  positiv,  setzen 
nach  einander  m  =  1,  2,  3,  ...  n,  ...  so  erhalten  wir  die  Reihe 

o+t)'  o+tf  t-i)'  ■  o+^y  i'+^f-  ■ '« 

in  welcher  jedes  folgende  Glied  grösser  ist,  als  das  vorhergehende.  Um  diese 

1  1 

Behauptung  zu  rechtfertigen,  setzen  wir  in  (3) :  a  =  1  -| ,  b  =  1  "f"  zx?» 

80  ist  a  >  b ,  also 

was  die  Behauptung  rechtfertigt.     Die  Reihe  (4)  ist  also  eine  steigende. 
SeUt  man  in(3)  aber  a=  1  +-0 — ,  b=  1,  so  ist  wieder  a  >b,  also 

O+fO'C.+.-.f.'+i)]«--*. 
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In 

woraai ,  indem  man  quadrirt :  |  ^  H |      ^  ^• 

Da  nun  die  dem  Gliede  (  ^  +  ö"'  )     vorangehenden  Glieder  der  Reihe 

(4)  alle  kleiner  sind,  als  dasselbe,  so  folgt  leicht,  dass  kein  Glied  der  Reihe 
(4)»  iQan  mag  sie  fortsetzen^  so  weit  man  will,  gleich  oder  grösser  als  4  seyn 
kann.  Da  femer  das  erste  :=  2 ,  so  liegt  ein  jedes  zwischen  2  und  4.  Dar- 
aus folgt  offenbar,  dass  mit  unendlich  gross  werdendem  positiven  ganzen  m 

m 

die  Grösse   I  1  -j 1      sich    einer    zwischen   2    und  4    liegenden    Zahl 

nähern  werde,  die  wir  mit  e ^bezeichnen  wollen. 

Ist  m  nicht  eine  ganze  Zahl,  sondern  beliebig  positiv,  so  sei  m  =  n-j-a, 
wo  a  <  1 ,  aber  positiv,  und  n  eine  ganze  Zahl.     Alsdann  ist 

und  da  m>n,  aber  m<n4-li  so  ist  1  -f"^<  IH — »  aber  >  1+  ■^^r?» 

ai.0    (,+1)      <(i+-)     ^'■<0+t)0+^) 

in  '  ^  ft 

Demnach  liegt  f  1  H 1     immer  zwischen  flH V   (iH J 

und  I  1-  H — 3jy  I        J  1  H — ^jr  I        ;    lässt  man  aber  m ,   also  auch  n 

und  n  -|-  J  immer  mehr  wachsen,  so  nähern  f  l  +  —  1  und!  i  H — XT  J  *  » 

1  -\ I  ,1  1  +     .  .  1  aber  ganz 

offenbar  der  Zahl  1,  so  dass  also  beide  obigen  Grössen  sich  e  nähern,  mithin 

m  ■ 

auch  f  1  H 1   ,  das  immer  zwischen  beiden  liegt 

Ist  endlich  m  negativ  =  —  r ,  so  ist 


m         ^  — r 


(.+i)=0-i)  =('-^)  =(.4,).  (.+,4,) 


r—l 


Wird  nun  m  unendlich  gross^  so  wird  es  auch  r —  1 ;  (  ^  +  TZTxj 


X  —  1 
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nähert  sich  e,    1  +  -^;^   aber  1,  also  nähert  aieh  Tl J     ,       d.h. 

Daraus  folgt,  dass  fiir  ein  (positives  oder  negatives)  anendlich  grosses  m: 
.  «  1 

wenn  a  unendlich  abnimmt 

Einen  andern  Beweis  desselben  Satzes  findet  man  in  meinen  ^Grund- 
zogen"  S.  6  ff.     Will  man  den  Werth  von 

•  Gr.  (l  +  a»" 

erhalten,  so  setze  man  ax  =  €,  a  =  —  ,  so  wird  mit  unbegränzt  abnehmen- 
dem a  auch  €  unbegränzt  abnehmen.     Alsdann  ist 

1         -     r     -Y 

Gr.  (l+ox)"  =  Gr.a  +  «)*  =  Gr.  V{1  +  •) * 7   . 

1 

and  da,  nach  dem  Obigen  Gr.  (1  -|-  ^)    =  e  für  jedes  abnehmende  «  (Qb  po- 
sitiv oder  negativ),  so  wird,  da  sich  x. nicht  ändert  mit  «: 


a 


Gr.  (1  +  ax)"  =  e*  .  (6) 

seyn. 

Die  Zahl  e  ist  zur  Grundzahl  der  natörlichen  Logarithmen  gemacht 
worden ,  die  wir  durch  das  Zeichen  1  bezeichnen  wollen.     Ist  also 

1  (z)  =  X ,  so  ist  X  =  e  ; 

daraus  folgt  auch,  wenn  man  die  gewöhnlichen  Logarithmen  durch  log  be- 
zeichnet :       log  X  =r  t  log  6 ,  id.  h;  z  =  ,-^r-^,  oder  1  (x)  =  ,-5tf . 

log  e  log  e 

Umgekehrt  ist  auch        '  logx  =  -j^, 

wenn  a  die  Grundzahl  der  gewöhnlichen  Logarithmen  ist.  (Der  genauere 
Werth  von  e  findet  sich  in  §.  18.  in.) 

Ehe  wir  weiter  gehen ,  wollen  wir  noch  einige  Sätze  über  Gränzwerthe 
beifügen,  die  uns  im  Folgenden  von  Nutzen  seyn  können. 

IIL  Sey  P  eine  Funktion  voto  a,  dessgleichen  QundR;  sey  ferner, 
entweder  immer,  oder  doch  für  Werthe  von  a,  die  wenig  verschieden  sind 

von  einem  bestimmten  Werthe  a : 

Q>P>R,  d.h.  P<Q  midP>R, 
femer  für  Werthe  von  a,  die  sich  a  unbegränzt  nähern 

Gr.  Q  =  Gr.  R, 
so  ist  aoGh  Gr.  P  =  Gr.  Q  =  Gr.  R. 

Wir  haben  von  diesem  Satze. bereits  mehrfach  Gebrauch  gemacht,  wenn 
a  =  0  und  wollen  ihn  doch  noch  förmlich  beweisen.  Da  P  <  Q,  so  kann  man 
also  setzen  P=:Q—  ^,  und  da  P>  R  :  P  =  R  +  ?',  wo  ^  und  ^'  positive 
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Grössen  sind.  Da^raus  folgt,  dass  Q=P  +  ^,R  =  P  —  q\  mithin  Q  —  R 
:=  Q-^Q*.  Lässt  man  nun  a  unbegränzt  gegen  a  gehen,  so  wird  mehr  and 
mehr  Q  =  R,  also  Q — R  =  0,  d.  h.  es.  ist  Gr.  (j -f- ^')  =  0.  Da  aber  ^ 
und  Q*  positiv  sind ,  so  kann  ihre  Summe  nur  dann  gegen  Null  gehen ,  wenn 
jede  dieser  Grössen  selbst  gegen  Null  geht»  so  dass  also  Gr.  ^  =:  0,  Gr.  ^  =  0, 
und  mithin,  daP  =  Q  —  ^,P  =  R4-p'>  ßo  wird  mit  der  Näherung  von« 
gegen  a,  auch  P  sichQ  oder  R  unbegränzt  nähern,  was  eben  in  der  Behaup- 
tung ausgesprochen  ist. 

rV.  Seyen  wieder  P,  Q,  R, . . .  Funktionen  von  a,  und  es  sey  für  unend- 
lich abnehmende  (d.  h.  gegen  Null  gehende)  a : 

Gr.  P  =  p-,  Gr.  Q  =  q ,  Gr.  R  =  r ,  .  . . , 

femer  seyen  a,  b,  .  .  .  Grössen«  die  sich  nicht  mit  a  ändern,  ^  ist 

Gr.(P  +  a)  =  p  +  a.  Gr.(bF  +  a)  =  bp  +  a,6r.(aP  +  bQ  +  cR-|--)  =  AP  +  bq 

-f  c  r . . .,  Gr.  (PQ)  =  p  q,  Gr.  f -qJ  =  ~»  Gr.  1  (P)  =  1  (p),   Gr.  P    =  p^  u.  s.  w. 

Der  Beweis  dieser  Sätze  ist  ein  sehr  einfacher.  Da  Gr.  P  =  p,  so  folgt 
daraus,  dass  wenn  a  nahe  an  0  ist,  auch  P  nahe  an  p  ist,  man  also  setzen 
kann  P  =  p-j-^,  wo  q  eine  Grösse  ist,  die  immer  näher  an  0  kommt,  je 
näher  a  selbst  gegen  Null  geht.  Eben  so  Q  =  q-|-^',  R  =  r  +  (p",  .  .  ., 
wo  q\  q*\  . . .  ebenfalls  mehr  und  mehr  sich  der  Null  nähern ,  je  mehr  a  sich 
Null  nähert     Daraus  folgt: 

P  +  *  =  P  +  *  +  PfbP4-a  =  bp  +  a+bp,  aP+bQ+cR+..  =  ap-fbq-(-Cr+.. 
+  »P  +  b^'  +  cr  +  ....  PQ  =  (p  +  rt  (q  +  pO=pq  +  P^'  +  q^  +  P^'.  |-=^. 
1  (P)  =  l(p  +  ^).   P"*  =  (p  +  p)*''^^'  =  (p  +  ^)'  *  +  rt^' 

Lässt  man  nun  hier  a  gegen  Null  gehen ,  also  ^,  q'^  qi"  ebenfalls  gegen 
Null,  so  wird  p  +  a  +  ^  gegen  p^*  gohen  (wo  natürlich  p  nicht  mehr  von 
a  abhieng);  bp4- ^-f^b^  gegen  bp-f-a»  indem  sicher  auch  b^  zu  0  werden 
wird;  ap-(-bq  +  cr-j-..4-ap+b^'4-cp"  +  --« gegen ap+bq+cr+..; 
P^4"P?'  +  9?"f"??'  ferner  gegen  pq,  indem  pp'>.q^i  QQ*  zu  Null  werden; 

^—^  wird  zu  —  werden  und  eben  so  I(p  +  ?)  zu  l(p);  (p  +  O)   wird,    da 

p  und  q  sich  nicht  ändern,  nothwendig  zu  p  ,  und  (p4"^)  «i  P."=  1  wer- 
den ,  also  (p  +  p)  (p  +  ?)^  zo  P  .  1  =  p  ,.'... ,  woraus  nun  ganz  unmittel- 
bar alle  behaupteten  Sätze  fli^ssen. 

§.3. 
Der  bereits  in  §.  1  mehrfach  betrachtete  Werth 

Gr.  ^('  +  ^;)-^(')  (8) 

(für  ein  unendlich  abnehmendes  Jj)  heisst  der  Differentialquotient  von 

f  (x).     Er  ist  der  Gränzwerth  des  Differenzenquotienten       ^       ^^ » 

und  wird  durch  die  Zeichen 
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^,  ±m.  f « 


an 


wenn-  wir  ihre 
Flff.  1. 


bezeichnet,  wovon  das  letztere  von  Lagrange  herrührt.  Ist  y  =  f(x),  so 
wird  die  Differenz  l{^-\'JTi)  —  f(z),  gemäss  den  Bezeichnungen  der  Diffe- 
renzenrechnung ,  durch  ^y  bezeichnet  werden,  and  man  hat  auch 

(8) 

als  Erklärung  des  Differentialquotienten  von  y  nach  x.    Das  Zeichen 

^=  -g-^  darf  nicht  als  ein  Bruch  angesehen  werden,  dessen  Zähler  etwa 

dy,  und  dessen  Kenner  9 x  wäre;  es  bedeutet  blos  den  Differentialquo- 
tienten (8)  von  y,  wenn  x  die  unabhängige  Veränderliche  ist,  wesshalb  das 

3  z  unten  beigefügt  ist 

8  y 
Die  Bedeutung  der  Grösse  r-^  tritt  auch  klar  hervor 

geometrische  Darstellung  ins  Auge  fassen.  Sey 
(Fig.  1)  FG  eine  krumme  Linie,  OA  und  OB  die 
rechtwinUichen  Koordinatenaxen,  so  wird  die  Ordi- 
nate IftD  =  y  eine  Funktion  der  Abszisse  OD  =  x 
seyn.  Sey  nun  DE  =  ^/x,  also  EN  =  y  +  zf  y 
der  neue  Werth  der  Ordinate  (d.  h.  wenn  y  =  f  (x), 

80  ist  y  +  ^/y  oder  EN  =  f  (x  +  Ji)  ),  und  man   ^  d     t 

ziehe  durch  die  Punkte  M  und  N  eine  Gerade  MN ,  so  wird  dieselbe  mit  der 
Abszissenaxe  OA,  oder  vielmehr  mit  der  mit  OA  parallelen  MQ  einen  Win- 
kel NMQ  machen,  für  den  (wegen  NQ  =  EN— MD  =  ^y) 

tff  NMQ  =  — ^  =  — -' 
^       ^      MQ       /ix 

Lässt  man  Jx  abnehmen,  d.  h.  E  gegen  D. rücken,  so  rückt  N  gegen 
M  und  die  Gefade  MN  nähert  sich  mehr  und  mehr  einer  bestimmten  Lage 
MS,  welch  letztere  zum  Vorschein  kommt,  wenn  N  an  M  angerückt  ist.  Der 
Winkel  SMQ  ist  dann  gegeben  durch  die  Gleichung 

SO  dass  letztere  Grösse  eine  vollkommen  klare  geometrische  Bedeutung  hat. 
Die  Gerade  MS  heisst  in  der  Geometrie  .die  berührende  Gerade  oder  Tangente. 

Anmerkvog.     Man  pflegt  zuweilen  dM  Gesagte  auch  in  etwas  anderer  Form  anszn- 
ipreeben.     Versteht  man  nSmlich  unter  unendlich  kleiner  Grösse  eine  Grösse,  deren 

Werdi  kleiner  ist,  als  jede  auch  noch  so  kleine  Grösse,  so  kann  man  sagen,  dass  r-  der 
Werth  Ton  -r-  sey,  wenn  Ax  (also  auch  Ay)  unendlich  klein  ist,  oder  dass  der  Werth 

^  X  O  X 

4es  Bruches >i  ^  ®'"  unendlich  kleines  Jx  sey.     Eben  so  wäre  dann  in 

Fig.  1  MS  diejenige  Gerade ,  die  durch  zwei  unendlich  nahe  Punkte  der  krummen  Linie  FG 
gelegt  würde.  Man  sieht  leicht,  dass  die  eben  angegebene  Fassung  nur  der  Form  nach  rer* 
idiieden  Ist  ron  der  früheren,  im  Wesen  aber  mit  derselben  übereinkommt.  Will  man  sich 
deitelben  bedienen,  so  ist  die  Ableitung  gleich  scharf  und  man  muss  nur  beachten ,  dass  eben 
nmMDdliefa  kleine**  GrSnen  di«  „GriaM**  aller  GrOtsen  sind,  aber  nicht  geradezu  NuH  gesetzt 
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werden  können ,  da  Nall  gar  keine  Grösse  mehr  ist  Die  Gtä^ft  einer  Flftche  ist  zwar  wohl 
nicht  mehr  angebbar ,  sie  gehört  aber  doch  sar  FlAche  and  ist  eben  desshalb  nicht  als  gar 
Nichts  =  Null  ansnsehen ;  so  ist  es  mit  den  anendlich  kleinen  Grössen.  Diese  liegen  ansem 
Anscbaaangen.ond  Begriffen  des  Stetigen  and  Aasgedehnten  wesentlich  su  Grande.  Die  Zeit 
rerfliesst  in  unendlich  kleinen  Momenten ;  ein  bewegter  Pankt  geht  Ton  Lage  ca  Lage  doreh 
nnendßch  kleine  Zwischenstnfen  über  a.  s.  w.    Von  dieser  Anschaaang  rührt  aach  der  Begriff 

^y  ■  ^  y 

dte  Differentials  her.    Da  nftmlich  Jy  =  -^r-  ^di.,  ond  für. unendlich  kleine  Jx  :  -j— 

<dx  ^x 

8y  ■  .      •  .  " 

=  T— ,  so  wird,  wenn  man  das  unendlich  kleine  Jt  mit  dz,  das  ebenfalls  unendlich  kleine 

Jy  (indem  y  eine  stetige  Funktion  Ton  x  ist,  $.  1)  mit  dy  bexeichnet,  aus  dieser  Gleichung 

folgen:  dy  =  ~  dx, 

ö  X 
wo  nun  dy  das  Differential,  d.  h.  die  unendlich  kleine  Zunahme  yon  y ,  bezeichnet     Whr 
werden  von  diesen  Bezeichnungen,  in  der  Regel  keinen  Gebrauch  machen  und  wollen  uns  da- 
bei also  auch  nieht  weiter  aufhalten. 

Der  Werth  (2)  oder  (8)  lässt  sich  bei  einigen  Funktionen  leicht  an- 
geben ,  wie  wir  dies  nun  betrachten  wollen. 

I.  Sey  y  =  x,  so  ist  y-{'Jy:=x-\rJXy  also  Jy  =^Jx  und  j^  =  3- 

=  1.    Da  nun  diese  Grösse* sich  nicht  mehr  ändern  kann,  d.  h.  konstant 

ist,  so  ist  gewiss  auch    Gr.  -j^  =  1 ,  d.  h. 

8x       ^• 

IL   Sey  y  =  l(x),  also  y  +  ^y=:I(x-f^x),^y  =  l(x  +  ^x)  —  l(x) 


Jx 


=^'  Gr.  1  (i  +  -^*J     .  Aber  nach  §.  2,  ForineK6)  ist,  wenn  dort  a  =  Jx 

1 

1  g'  A     A^*  ~ 

und  Y  fiir  x  gesetzt  wird :  Gr,  f  1  +  —  J      =  e  *  ,    also  gemäss  §.  2 ,  IV : 

1 

(A   >k-^*  -  1 

1  +  ^J      =le*  =  y,  mdem  1  (e)  =  1.     Man  hat  also 

ö'kx)  _  1 
TT"  -  X- 

IIL    Sey  y  =  sinx,  also  y-j-^y :=  sin(x  +  ^x),  ^y  =  sin(x4-^x) 

—  sin  X  =  2  cos  (x  4-  i  -^x)  sin  i  ^x.  *     Demgemäss: 

8y  _  ^  2co.(x  +  tz<x).  Sin^4x  ^  ^^    ^^^  (^  _^     ^^j    Sta  |^x  ^^  ^^^ 
8x  j,  VI»/       i^j 

Gr.  cos  (x  +  4  ^x)  =  C08X,  Gr.  ^?^i^=  1  (§.  2.  I.).  so  folgt  hieraus 
nach  §.  2.  IV. :  Gr.  ^  =  cos  x, 


*  1. 14,  Fonnehi  (25)  meinei  nHandbaehi  der  ebenen  und  sphArischen  Trigonometrie* 


Dtfferentiftlqaotieiit  tod  cos  z,  G,. y  -|-  C,  C  7,  log  z.  13 


dsinx 
d.  h.  -z =  CO!  X. 

8  z 

IV.  Seyy=caßx,  so  ist  y  +  ^/y  =  cos(x4-^x),  ^y  =  cos(x+«^x) 
—  cos  x=  —  2  8id(x+4^/x)  «nl^/x,  also  ^  =  Gr ^— i-| — ^ — i — 

0  z  Jx 

=  Gr.  —  sin  (x+  J  Jx).  -^^-^ — ,  woraus  ganz  in  derselben  Weise  9  wie 

^Jz 

,         *  ,   .  6  cotz  . 

80  eben ,  folgt :  -^y- =  —«>»»• 

;§•*• 

Wir  wollen '  nun  zunächst  einige  allgemeine  Sätze  nachweisen ,  die  uns 
bei  der  Differentiation  der  Funktionen  die  wichtigsten  Dienste  leisten  werden. 

I.  Sey  C  eine  Grösse,  deren  Werth  unabhängig  ist  vomWerthe  ¥on  x, 
d.  h.  eine  Konstante  nach  Xy  so  Ist 

8z 

Denn  will  man  jetzt  setzen  f  (x)  =  C ,  so  ist  auch  f  (x  +  -^x)  =-0,  da 
C  sich  ja  nicht  ändert  mit  x,  demnach  ist  f  (x  +  ^x)  —  f(x)  =0,  d.  h. 

f(z-|--4z)  —  f{z)  ^         ,  ,     ^      f(z  +  Jz)-r-f(x)  ^  ,        ^ 

^    .' -^  =  0 ,  also  auch  Gr.        ^    / ^  =  0 ,  woraus  der  be- 

«dz  «dz 

hauptete  Satz  folgt. 

n.   Ist  y  eine  beliebige  Funktion  von  X,  so  ist 

8(y  +  c)_8y> 

8z  8  z 

Denn  ist  f  (x)  =  y  +  C ,  so  ist  f  (x  +  Jx)  =:  y  -f-  Jy  -f-  c,  also 
f  (x  +  Jx)  —  f  (x)  =  ../y,  woraus 

8z  Jt  '  J  X     dx 

So  ist 

8(iinz+12)        __  8[-3  +  l(x)]         1      8 1  (5z)        8[l(6)  +  l(z)J    '     1 
Tz           -  ^"'  Fi  ~"  z  •    17"  "  Ti  =  T 

m.   Dessgleichen  ist       i^  =  C  |^. 

OZ  0  z 

Denn  wenn  f  (x)  =  Cy,  so  ist  f  (x  +  ^x)  =  (D  (y  +  ^y),  f(x4-^x) 
-f(x)  =  C^y,also 

8z  '  iiz  '    Jz  8z 

So  wäre 

9  05  cos  z)           ,R.5„      e(5lW)      5      81(z*).    8[41(z)]      4     8(-^18z)  _^ 

— r =  —  iosinz, — 5 =  — »   -T —  =  — T =  — , *  =  — 10. 

8z  8z  z        8z  8z  z  8z 

Ist  log  X  =  z ,  wo  a  die  Grundzahl  des  Logarithmensystemes  seyn  soll, 
80  ist  X  =  a",  also  1  (x)  =  z  1  (a),  z  ==  J-^,  d.  h.  logx  =  |-^,  also  ^jp=  j-^^ 

-—  =  rp:  — .     Zugleich  ist  übrigens  auch  a  =  e     ,  also  loga=l(a)  löge, 

oder  da  log  a  =  1 :  rrr  =  log  «>  «0  dass  also  -^  =  -—r  —  =  -3L?. 
®  l(a)  ®   '  8  z  l(a)   z         z 
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IV.  Sind  7  und  z  Funktionen  von  x ,  so  ist       . 

8  (y+g)_8y,.  g«     8(y— g)     ey     81 
8x       '"8x**"8x'        8x      ""8x     8x 

-  Denn  sey  f  (x)  =  y  +  z,  so  ist  f  (x  +  Jx)  =  y  +  z  -}-  ^y  -}-  -^z, 
f(x  +  ^x)  — f(x)  =  ^y  +  -^z,  also 

8x  ^ix  Jx  VJx*2lx7      8x^8  X 

Eben  so  wird  der  zweite  Satz  bewiesen.   Eine  Verbindung  der  Sätze  III 
und  IV  fährt  leicht  zu  folgendem : 

Sind  y,  z,  u,  .  .  .  beliebige  Funktionen  von  x;  a,  b,  c,  .  .  .  beliebige' 

Konstanten,  so  ist      -^-i-! — ^ '■ —  =  »jt  +  b5--  +  c  ^  +  ... 

'  8x  ox8x8x 

So  ist 

8x  8x      '         8x      * 

e[-llx  +  31(x)]  3       8[9sinx-21(x»)]  6 

Vx  =-~^^+T'   Ti =Öcoix-~. 

V.  Seyen  wieder  y  und  z  Funktionen  von  x,  so  ist 

8(yx)  8z    I       8y  * 

ex     ""^8x'^8x' 

Denn  sey  f  (x)  =  yz,   so  ist  f  (x  -f-  Jx)  =  (y +  -^y)  (z  -j-  Jz) 
—  yz  +  jJz  +  z^y  -j^  JyJz,    f  (x  +  J\)  —  f  (x)  =  y^z  +  z-^y 
+  ^y  ^2.  mithin       ^Jl^  =  ^H^  +  ^^)-i(r)  ^^.yA^^^AJ^Ay  At, 
I       J         ^  8x  ^dx  Jx 

=  0r  (y|i  +  x^  +  jy||)  =y  J-^  +  z^.   indem   (nach  §.  2.   IV) 

«'•  [J  ^J  =  ^81'  «'•  l*  JlJ  =  '  8l'  ^^'^  t^y  Z-xJ  =  °-  8-x  =  «'«'• 

So  ist  nun : 

8(x*)      8(xx)       ,8x  Öx  ,  _ 

-8r  =  "8r  =  "8-l^  +  "8~^  =  "  +  '==  2"- 
8x»-      8(x»x)        ,8x   ,       8x«        ,   ,        ^ 

87  =  -8r=*rx+"87  =  *'+^-2*=^*'' 

8x*       8(x'x)        ,8x   ,       8x»         ,_L.      o   t       ^   1  11 

—  =  -gy  =  x»~  +  X  -^  =  x'+x.  3x*  =  4x',    u,  s.  w.  allgemein, 

8x"  m-i  .^.         , 

~    =  m  X        ,  m  positiT  und  ganz. 

8  (sin  X  cos  x)  8  cosx  ,  8smx  .  •     •        t 

g^ =  8»n  X  -|Y"  +  CO«  »  -g-;-  =  —  sin»x  +  cos'x, 

8,(/)=i^^«=,?LJ^)+Ux)j3=x.^ 

8[5sinx.l(x*)]  ^  8[20smx.l(x)]  ^  ^o  g["°x.l(x)J ^ ^q r,i„ , ?1W  .  w  . e^lnxl 
8x  8x  8x  L  8xT  ^-'exJ 

=  2o[8inx.^  +  l(x)  .cosxj  =  ^"°' -f  20  I  (x)  cosx. 

*  D.  b.  DifferenUalquotient  eines  Produkts  zweier  Faktoren  =  Differentialqnotient  des 
zweiten  Faktors ,  multiplizirt  mit  dem  ersten ,  -j-  Differentialqnotient  des  ersten  Faktors,  niiil- 
tiplizirt  mit  dem  zweiten. 


Diflhniillaltvotliirt  ?«i  ^  imd  ron  f  (x)  =  F  (i)  +  C. 
Man  kann  obiges  Resnitat  leicht  ▼erallgemeinern.     So  ist 

VI.   Man  hat  eben  so 
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^^-y^ 


öy       _8f 

01V.1J        1» 

Sey  nämUch  f(^)  =  i    soist  f(x  +  ^x)=  ?±^,   f  (x+^x) 


^  y        Jz 
%Ay~-jA%         Jx      ^^x       .... 


Jy_    £«  8y__    81 

Afi^-o.  '-4x_^ilx  =  ^8x     ^8x 


x» 


d»  Gr.  f  -7^  =  X  r-5^.  Gr.  y  -r-  =  y  ^ ,  Gr.  1 J 1  =  x  .  0  =  0  ist  (J.  2.  IV). 
Jx         8x         '  J^      ^  8x  ■ 

Daimus  folgt : 

8  «in  X  8  CO!  X 

A      ^  .       ^  COi  X  — r 8ID  X  — 3 .        1      .    . 

etgx        8    r«P'^  _  8x      o«        cot'x  +  iin'x         1 

9  X    *"  8x  Vcoix^  "~ 


cot'  X  cos'  X  cos'  X  ' 

8  cos  X  8  sin  X 

i.  «      ^  ^  •">  *  —S cos  X  — r ,    ,  , 

aaotgx       8    /"cosx"V 8x 8x     _  —  sin'x  — cos'x       —•  1 

8x     "■8xVjunxJ'"  sin'x  ""  sin'x  ""  sin' x  * 

«81      18x" 
Bx  Ö  /^  1  ^  ö»        8x       0  — mx  mx  m 

m  positiT  und  ganz , 

,8sinx        _,      8x' 

8    /"sinx"^ 8jL 8  X  _  x'  cos  x  —  8  x'  sin  x     x  cos  x  —  8  sip  x 

8  X  L  x'  J  "  X*  "■  i*  ""  x* 

Vn.   Sind  f  (x),  F  (x)  zwei  Fanktionen  von  x,  so  beschaffen,  dass,  was 
aach  X  sey:  f  (x)  =  F  (x)  +  C, 

wo  C  eine  Konstante ,  so  ist  nothwendig 

8f(x)      8F(x) 
8x     "^     8x  ' 
Denn,  da  obige  Gleichong  für  alle  Werthe  von  x  besteht,  so  ist  auch 

f(x  +  -4x)  =  F(x+Jx)  +  C.  f(x  +  ilx)  — f(x)  =  F(x  +  ^fx)-F(x). 
also  aach 

f(x  +  ^x)-f(i)     FCxi-Jx)-F(x)     ^_f(x  +  Jx)~g(x)  F(x  +  ^x)-F(x) 

2fi  ■"  Z5       ~'  ®''  Al  -^'-  Jx 

Ist  C=sO,  so  sind  beide  Funktionen  einander  gleich,  and  der  Satz  ist 
natürlich  aach  richtig. 

*  DUreniillal^notieitt  elaci  Brachi  =  Diffcrentialqaotient  des  ZlUers ,  moltiplixirt  mit 
dtm  Venncr,  mimis  Dilferentialqiiotient  des  Nennen,  mal  dem  Zähler,  diridirt  Alles  dnrch 
4aB  Qoadrmt  des  Neontii. 


I^  Differeiitiation  d^r  FimkÄMW  fM  TmtAnea. 

Wäre  also  z.  B.  .   '       '  • 

,o.st-^=--e^— .d.h.x'J+y^==5  — .x«-  +  2xy  =  16x'. 

§.6. 

Wir  wollen  annehmen  y  sey  eine  Funktion  von  x,  nnd  dann  f  (y)  eine 
Fufiktion  von  y  und  es  soll  sich  um.  die  Bestimmung  von  —^  handeln.   Man 

6x  -dx  .  V  ^7  n'Lj 

Nun  ist,   nach  unsern  Fundamental-Erklärungen:    Gr.  -^  =  r^;  was 

Qp^    V  '    J^^"~   ^^  anbelangt,  so  wird  natürlich  auch  J^  zur  Gränze  Null 

gehen,  wenn  ^x  in  dieser  Lage  ist,  da  wir  immer  y  als  stetige  Funktion  von 

X  voraussetzen  (§.  l);  die  Grösse  Gr.    ^      >/  ^^*  alsdann,  gemäss 

§.  3,  der  Differentialquotient  von  f  (y)  nach  y,  d.  h«  so  bestimmt ,  als  wenn 

y  die  unabhängig  Veränderliche  wäre ,  welchen  Werth  wir  mit    ^  ■     *     zu 

bezeichnen  haben.     Demnach  ist  (§.  2.  lY) : 

8f(y)_  8f(y)  8y 
TT  "  TT  8^'  ^  ^ 

Man  nennt  diesen  höchst  wichtigen  Satz  den  der  Differentiation  der 
Funktionen  von  Funktionen.     Ist  f  (y)  =  z,  so  ist  also 

8^  _  8i  8y 
8x  "  8y  8x 
Ist  eben  so  w  eine  Funktion  Von  v,  v  von  u,  u  von  y,  y  von  x,  so  folgt 
aus  der  identischen  Gleichung 

Jw       A^  Af  Au  'Ay 
A  T  "^  A  T  An  Ay  Aj. 
IT    X.      /Co    TT7\  8V       8w  8?  8n  8y 

offenbar  (§.  2.  IV):        r^  =  ^i  dl  Ty  Tx""'  ^'"^^ 

So  ist 

88iii(x4-»)        88itiy        '  ,  ,       8siiiy8y  8  (x  +  a) 

8x  =  TT   (wennx  +  a^y)=-gy-^-  =  co.y-i^    =  co.  y 

,     ,     ,         81(Mnx)  ,  .x81(y)8y        18y  1       8sfaix 

1  ,  8ito*x         »y*.  .V        8T*8y         .     .8t 

=^">\^=^**^     -jr-=  8T<^"""y  =  '""*>  =  878x  =  *y'n 

8  sin  X       ... 
=  4  sin'  X  -r =  4  sin'  x  cos  x. 

0  X 

Ehe  wir  jedoch  weitere  Beispiele  hmzuf&gen,  wollen  wir  die  DUforential- 
quotienten  der  noch  rückständigen  einfachen  Funktionen  bestfanmeii. 

*  Kennt  man   •        ,  so  wird  man  -z —  einfach  dadurch  erhalten ,  dast  man  7  fikr  x 

0  X  0  y 

^     .„  .     8co8y  81(y)       1      8y*     ^    ,  8tgy  1 

setst.  So  ist -r— ^  =  —  sin  y, -r-^  =  — ,  -^=4y', -^  =  — -_u.i.w. 
8y  •'8y         y8y  8y         cos*  y 


m      s      X 


DiffgHUtJiliimtieuUyir»  x   ,  e  ,  a  ,  .are  (liiLs x).  ]7 


*j 


I.  Sey  y  =  X  ,  mganz  beKebig.(lBOntt«nii).  Hteraas  folgt  I  (y)  ^m  I  (x), 

also  C§.  4.  Vn,  m,  §.  3,  ,11) :     .       0        ^  ' 

ei(y)   8tmi(x)]   lLöi>  ®Z- „^ÜE.)  ±Ly-i^ 

8x   *"       8x       •      8  y  ■  8x  8x''     y    Bx""  x  ' 

8y      my    ^  .    .             »r    8x"       m  x"  ' 

voratts :  ^-  =  — ,  d.  h.  da  y  =  X   :    -r —  =  -: ,  oder 

c  X         X  0  1  X 

■  m         - 

8.x  «— 1 

■  • 

welcher  ISatz  Dan  für  ein  ganz  beliebiges  m  gilt.  .  (Man  vergl.  §.  4.  V,  VI.) 
Hieraus  folgt :  ^ 

« i^  ß  *   ö  r  ^  ^     ®  r  ~'^       ~i  -1  8  r  1  ^    8  r  -8^ 

rx=^"    Fx  Uj  =  8ll"    J  =  -^'    =^'^UJ=8-xl^    J 

4      -3      8    ri^       8   r -»^  -n-i  n        ?Vx     8x' 

-j.H_.-V      1       eVx   8.1»     1  .7-t^  1  _— r-  '       1. 


4  i  * 

8Vx»    8x*       -l 3_    8  r  i  ^      8  r-K    •   ,    -!  1 

8x     "ax""«*       ~  wj'   83[  vVx  J  "Ö«  V         /'^■^'^       ~       2Vx> 


8   ^    1    X     .  8L  r  ~  n "^  1 


«  t        ,  -(n+i) 

1-1  I     — ■ — 

a                       in 
X  = X 


8 

8 


IL  Seyy  =  e  ,  also  1  (y)  =  x,  so  ist  ganz  eben  so: 

8l(y)  _  8^     82j(y)  8t_,    l^J-i     ?J-v 
8x    "8x'      8y     8x""     '    y    8  x  ""     '  8  x  ""  ^' 


x^  X  *  .     8e*        X 

d.  h.  da  7  =  e  i  -r —  =  e  . 


8x 

X 

m.  Sey  y  ==  a  ,  a  beliebig  aber  konstant.   Man  hat  1  (y)  =  xl(a),  also 
indem  man  differenzirt  (§.4.  YII,  III,  §.3. 1). 


^^    M     ..  Jr  =  '''«• 


Vf.  S«y  fpt  arc  (sin  =  x),  also  sin  y  =  x ,  so  ist  (§.  4.  VII,  §.3.  III,  I)  : 
8ä>iy     8x     8iiny8y      ,   ,.._8y  _  ,    8y  _     1 
.       "Tr  =  8i'    TTö^""         ^8*""       ä^"coEy 

Nun  bt  aber,  da  y  zwischen  —  y  und  +  y  li^g^»  *lso  cosy  positiv  ist: 

eoi  y  =  Vi  — iin^y  =  Vi  — x», 

D  i  •  a  f  •  r ,  DUfenatial-  n.  Int^fTal-Rvchnun;.  2 
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alio  •fadlieh  Srrr — =r.  sc  ^y       .— -. 

Da  immer  are  (cos  =a  x)  =  -r-  —  are  (lia  =  ^ , 

..Uta.  4.11.  BD:     — V; — '--vr=? 

-  * 

V.  Sey  y  =  arc  (tg  =  x),  also  tgy  =  x,  so  ist,  wie  so  eben  ; 
1      ay       ,    dy  ,  1  1 


=  1 ,  ^  =  ew»  y  = 


eoi'yax""     •  Öx  '  "  l+tg»y  ~  1 +x»'       ^ 

^  a  arc<tg=  x)  1 

^^  — ^^ — "rqp75- 

Da  ImiMr  arc  (cotg  =  x)  =  ^  —  arc  (tg  =:  x), 

'  8are(eotg=x)  1 

-*•*     .  Vl "~iTT'- 

Stellen  wir  nudmehr  diejenigen  Difbrentialqaotienten  zusammen,  die 
man  sich  zu  merken  hat,  um  mittelst  der  allgemeinen  Sätze  beliebige  Funk- 
tionell differenziren  zu  können ,  so  mögen  es  die  folgenden  seyn : 

ex"^  «— ^      ai(x)         1      8e'         '     SiSiix      >         8oo8x 

-  =mx         ,    -r —  =  — ,  r—    =e,    —^ —  =  eosx,— T : 

8x  8x  x8x  8x  8x 

8  arc  (nn  =  x)  _         1  8  arc  (tg  =  x)  _       1 

^      ix  "Vririi*  8x  ~"l+x»' 

8.ä*_«.,.     8 tg X    -    1         8 cotg X  1        8arc(eofasx) 

—  _a  I(a>.     ^^   --c«i»x'       8x    "^     lin'x'  %t 

8  arc  (cotg  =  x) 1 

8x  "      1+x»' 

Vermittelst,  des  wichtigen  Satzes  (9)  kann  man  mit  Hülfe  früherer 
Sätze  hereits  sqhon  sehr  zusanmiengesetzte  Funktionen  differenziren,  wie  wir 
nun  an  einigen  Beispielen  zeigen  wollen. 

§.6.      . 

m  u  1 

L   Sey  zu  differenziren  ax  —  bx    +cyx  — r-^.     Da  letztere  Grösse  t=  a x 
v 

— 'Irx    4-ex    — X      ,so  erhält  man,  nach  §.  4.  III,  IV  und  §.  5. 1 : 
^^^ax  — bx    +cV« j^J  =  a  — mbx         +~c«    -     +px 


=:a— mbx        ^ x  +px  =a— mbx        +-t*- fr".  V.  ^- 

"  ^•^*-*     •»  +  * 


n.  Man  soll  (ax+bx*)    —  Va  +  bx+cx' differenzire*.;^.  80M  AMn  ax 

8    .  ■»       •  1 
+  bx'  =  j,  a  +  hx  +  cx'  =  z,  so  bat  man  -g^(y     —  «')  zu  besÜMMB.  Diese 

8      ■»        8     1 
GrSsse  ist  zunächst  (§.  4.  IV)  gleieh  ^  y    —  ^  z»  ,  also ,  nach  §.  6.  (9)  gleidi 


für  die  DHfr rratifltion.  1 9 


8.y    8y       8.«    Ö«_^    «-^8y       1    -  J  8 1        ..    8y  ,    „^    ,8z       ^ 

4- 2  e X,  80. ist,  wenn  man  für  7  und  z  wieder  ihre  Werthe  setzt: 

^[(ax+bx»)"-Va+bx  +  cx«]=m(ax+bx»)"~V+3bx«)-4.-7^i=^- 
^^  2  ya+bx+«>» 

IIL   Will  man  j^l  [acc(8in  =  x)J  erhalten,  so  setze  man  arc  (sin  =  x)=y, 

8y             1 
d.h.  da  7  =  arc  (sin  =:z),  ^  =  r^j ;;•  (§.  5.  IV) ,  so  ist  endlich  : 

~l[arc(sin  =  x)]  =  * 


Ö«         arc  (sin  =x).  Vi— x» 


8  A'Vin-^-r  V  1  — »^ 
rV.   Soll  g-  I  ^ y  — ^y  I  bestimmt  werden,  so  setze  man  1  +x  =  j. 


r-=rl,  1  —  x=:z,  g— =  —  1,  und  hat  zunächst  (§.  4.  VI) : 


1  /ViTi+VT=lk_  e/y^+A 

y  — »  (t  —  O 

•  „i+.S = 1-''+  5i'  ,8.  ,.m^'Ju+>JU'i,'^-i ."' 


3jW    I  -/      8x    '  8x    ^*^*"      '       8y    8x  •    8s   8x       3  '  2 

-  j_  r_i_    1  A  i.  r  t    i^  _  1  r JL  -L  j_^ 

-  2  Lvy"^V«i'«xU    ■"*  J"   2  l|/y"^|/«J' 

also  die  gMUohte  Grösse  't=z 

(l/y-Vi)' 

(Vr  -  V«)  (V«  -  Vy)     (Vy+ Vi)  (V«-i- Vy) 

tVT' 2Vyl  -(Vy-V»)'-(VyH-V«)' 

(i/y  — V»)*  2  Vr«  (Vy— V«)» 

_(y+«)        ;_        _    (y+»)  2 

Vy « (Vy— V«)'       Vy  I  (y  + « -  2  »/y «)       Vi  -x'  (2  —  2  VT^^) 
1 


8 


▼.    Will  man  g—  are  (tg  =:  V5*|-4x-f-3x*)  bettimmen,  >o  wtce  man  5 
+-4x+»»»s=y,  Vy=«,  und  liat  ^  aro  (tg=  V5+ 4x+ 3x»)  =  ^ 

*    '  5*    ^^    '' »y •  ei  *•  ^^       81     n       n 

-  lT?*lf»  '  ^*+*''-i-Hy  •  avy  ^*^*'-  (i  +  6+4x+8x')  2  Vb+4x+8x' 
24-8X 

(6+4x+Sx*)  V6  +  4x-|-8x'' 

2« 
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o  

VI.  Um  g—  l  (x  Vb+ Va  +  bx')  zu  erhalten,  setze  man  a-f-bx*=y  (also 


a-  =  2bx),  xVh  +  Vy  =  z,  und  erh&lt 

0  X 


8s 


4  i 


f..   ■         b«       -N  1  >^|/b  Vä+bg-t-bi^  Vfc 


8   .,_  ,.   ,  ..  _   ,   ._»._  8., 8«toy8y 


Vl+bi«' 


VII.  g^»in(a  +  bx  +  cx')  =  g^«jny=-^g^=c»»y.a)+3cx')=(b+3cx») 

co»(a-i-bx  +  cx');    —  arc (tln  =  —  x)  =  —  arc' (iin  =  y)  =  —  arc  (sin  =  y) -r-^ 

oz  ooz  cy  ex 

a* 

8j(y)8y     1    j }_       A»'_Ay_?^  ?2-y?^*_  y 

"     «y    ex^yx'xUx)'        8x®     ""8x*    "    8y     8x~®    8x""* 

=  2xe;-i-a       =— a  =';-^  =  a  l(a)  "  ^"*  ^=a  l(a).nrx       =nrl(Ä>x      ä      ; 
8x  ox         cyox  ox 

8    /  »'  V  8e      ,     »'8tffax     «     **x  i    «'etttj-Sv       «      »• 

^(e    tgax)  =  tgax^     +e    -2 —  =  2xe     tgax  +  e     f^|2=2xe     tgax 

ox  ox  ox  8y    8^ 

X» 

4-cog»ax^   g^arc[tg  =  atg(bx)]  =  j^  arc  (tg  =  a  tg  y)  =—  arc  (tg  =  «)  = 
8arc(tg=  i)  8_«8y 1      8  (a  tg  y)    8(bx)  '         1  a        '      ab 

8x           8y8x^"l+i*      8y           8x    ~  1 +z»  *  co«*y      ~(l+a»tf»y)eot»y 
^  ab ;•  J ab; 

C08-  y  +  a*  »in*  y  "*  cot*  (b  x)  +  a*  sin*  (b  x)' 
Als  Beispiele  sur  Uebong  legen  witr  noeh  ror : 

-(ax  +  b)    =am(ax+b)        ,    g-- ^-^_ J  = (,.^y^.). . 

3x»  V(a »^-b)» 

=    T7=^'    ^  Mn(a  +  bx)  =  b  cos  (a  + bx),  —  tg]l(x)]  =  —  .—-——-— , 
Vl-f-x*      ö*  ox       ^         ■       X      cos^  [1  (x)J 

8  ,rVi+T+yi-ii'\         1        8      /,     ^>  ,  1*. 

8-1  •  1  Vr^ -  VT=-J=-7VT^''  ^^  *"  ^  *  =  ^'^ '^  =  2(i+>.)Vx' 

-"^  1  (tg  x)  =  -^ .  ^- 1  («ia  X)  =  eotg  X.  ^  [(2  x+3)«  (6  x+4)«J  =  CBx+«>(6x+4)' 


o      .   -«1    -8   (4  +  5x')'   _         6x(6  +  Sx«)(4  +  5x^)'      t   ^t  /«H-Sx' 
wx-t-7«j.    g,(2  +  3xr   -  (2  +  Sx')»  •   ix    V  S  *.♦  X» 


[6 

— 28+12x+21x* 

(2  +  7x)(4  +  3x*)' 
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§.7.  •  . 

1.  Angenommeiires  seyen  y  and  z  beliebige  Fonktic^ep  voo  x,  und 

f(y,  z)  eine  Funktion  beider  Grössen  ♦ ,  und  man  soll     ^    '  ermitteln. 

Geht  X  über  in  x-}-//x,  so  gehen  y  ünrf-z  über  in  y-(-^y,  z-^Jz^^o 
dass  also  der  geänderte  Zustand  von  f(y,  z)  ist  f(y+2/y,  z-{-Jz)  und  die 
Aenderung  selbst  f  (y  -f-  -^y  »^  +  ^z) — f  (y»  z).     Demgem§,g8  hat  man : 

Nun  ist  aber  identisch : 
f(yH- Jy,  z+^z)  —  f(y.  »)    ^  f  (y+ Jy,»+ Ji)~-f  (y,  i+4g)+f  (y.  »+^«)— ^(7^  «) 

^  f  (y+ Jy,  g+ Jz)->f  (y,  g+^«)  ^y  .  f  (y,«+^»)~f  (y»g)  ^ 

Jy  dl  Az  A\ 

Was  den  Gränzwerth  anbelangt,  dem  diese  Grö^sse  mit  abnehmen- 
dem ^x  (also  auch  abnehmenden ^y,  ^z)  sich  nähert,  so  ist  zunächst 
fCj-hJyy  z+//z)  —  f  (y,  z-^Jz)  die  Aenderung,  welche  f  (y,  z-f-^z)  er- 
leidet, wenn  y  übergeht  in  y-f-//y,  z  sich  aber  nicht  ändert,  d.  h.  z-j^Jz 

ungeäodert  bleibt.     Daraus  folgt,  dass  der  Werth  von  Gr.  — — — -r . 


Ay 

"     A     —  ^®^  Differentialquotient  von  f  (y,  z-^Jz)  nach  y,  ohn-e  dass 

z  sich' ändert,  seyn  wird.  Da  aber  Jz  auch  zu  gleicher  Zeit  mit  Jx  und 
Jy  unbegränzt  abnimmt,  so  nähert  sich  z-^-Jz  dem  Werthe  z,  und  es  ist 

mithin       ^.  ^(y+^y.  ■4-^^-zX(Zi±Mi)  ^  Upi>, 

Ay  8y 

wo  wir  nun  dutch      ^       den  partiellen  Differentialqliotienten  von  f  (y, z) 

oacb  y  bezeichnen,  den  man  erhält»  wenn  man  diese  Grösse  so  differenzirt, 
als  wenn  y  die  unabhängig  Veränderliche,  z  aber  konstant  wäre.  Ganz  eben 
«,i«t  ^f(y..+/U)-f(y.r)^8^) 

iJs  OS 

wo  — ö^--  den  partiellen  Differentialquotienten  von  f (y,  z)  nach  z  bedeutet, 
wobei  also  y  konstant  ist.     Da  femer 

Wäre  eine  der  beiden  Grössen  (yoderz)  gleich  x,  hätte  man  also  f(x,z) 
zu  diflfereiudven,  so  wäre  der  Differentialquotient  davon,  gemäss  (11),  da 

e-i  -  >  (»•»•  I)-  -87-+-8r-  e^ 

Dabd  bedeutet      ^  ''  den  partiellen  Differentialquotienten  von  f (x,  z) 


Sey  I.  B.  y  sniz,  isse  ,  loiite  an  x-J"«    «nx+  5e    — 7iinx  =  zy+*y 


+5i  — 7y  «ine  fmtkAm  im  y  and  i,  d.  h.  fw  tinz  «nd  e* 
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nach  X ,  wobei  z  als  konstant  angesehen  wird.  Es  kann  nun  hier  eine  Ver- 
wirning  in  den  Zeichen  eintreten,  indem  man  a«ch  unter  —~^y  unserer  frü- 
heren Bezeichnung  gemftas,  den  vollständigen  Differentialquotienten  von 
f  (XfZ)  verstehen  konnte ,  wobei  natürlich  z  (als  Fonktion  von  x)  ebenfalls 
tfioh  änderq  müsste.     Um  dieser  Verwirrung  vorzubeugen,  werden  wir  kfinf- 

tig  den  vollständigen  (totalen)  Differentialquotienten  nach  x  mit  ^  f(x,z) 
oder  r-  f  (y,z)  n.  s.  w. ,  den  partiellen  nach  x  aber  mit  ^'  ,  ""e^ »  ^®° 
partiellen  nach  y  mit     ^     u.  s.  f.  bezeichnen ,  so  dass  man  hat 

U        ^       4 


Sey  z.  B.  zu  »uchen  ±  raVÄeo."x-±?i    -h  I^SUl. 

Öx  L  COiX  ^x    J 

Mao  letze  a  =y;  oo8x=z,  so  hat  man  zu  suchen 

öl'..«  *v      *    — *      I      ^      — *     *1 

~|^y+B«   -9yi       +7y     i  J. 

Aber  e»  18t      -^^-' 5 =1  — löyi     — -7y     s 

öy 

8  z 

8y        *,/  V  6z  . 

--i  =  s  I(a),  -  =— »inz, 

ex  c  1 


L-'+-'-^+^]  -  [-^-'7]  •''<•'- [ 


iK         S 


»  y    J  I-         *«'  k**    J  L  cot'«  »"     J 


sin  X. 


Hat  man  ferner  ä"  L*  *   +  5:Ltgz--7ig  x-^-lSj 


zu  bestimmen,  so  »ey  tgx=y,  also  die  gegebene  Grosse  Ax^-^-hxy—  7y*+18, 
und  es  ist :  « 

8x  8  y 

8y         l 
also  da  s—  = 


8  X     co«*x  * 
^  j^4x*+5xtgx-7tg\  +  18j  =  8x-|-6tgx+(6x-28tg'x)^. 

Eben  so  ist  J-  =zy'~\   V^  =  y'  l(y)  («.  6.  I,  III), 
oy  OS 

also  nach  (11):*    ji  (y')  =.y-*  ^  +  y'  I  (y)  ^^ 

Für  j^z  =  x  K.B. 

~  i*=«*~*  +  X*  I  (x)  =  x'  +  x"  1  (X)  =.  x'  tl  +!(«)] 

*    .  0  X 
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Ferner;      g^  i    =2xx         +»    I(x).2=2x     n+l(x)]. 

'n.   Sind  y,  z,  u  Funktionen  von  x ,  f  (y,  z,  u)  eine  Fnnktion  von  y,  z-,  n »  so 

ist  e^  ^  ÖT'  «•")  =  ^'- ji : 

,  f(y,»+ J«>  u+^o)--f(y.«tP4--^tt) ^»  .  f^»^,>-fiJu)— f(y,«,a)  J^l 

wie  man  sich' leicht  überzeugen  wird,  wenn  man  nnr  die  Maltiplikationen  aus- 
fahrt und  dann  zusammenzieht.  Da  mit  unendlich  abnehmendem  Jx  auch 
Jsj  Jij  Ju  gegen  die  Gränze  0  gehen,  so  folgt  hieraus  ganz  in  derselben 
Weise »  wie  in  I: 

^  tt      \    »f(y«»»q)8y  >  ef(y.i,ü)8«  ,  ef(y,i,u)ett 
-  f(y,.,n)  =  — e^-  e^+    ei  ■  8^+— e^i"  di' 

in  welcher  Gleichung  die  partiellen  Difiterentialquotienten  gan^  dieselbe  Be«- 
deutong  haben ,  wie  bereits  angegeben. 

Es  ist  wohl  aas  dem  Angiegebene'n  leicht  zu  ersehen,  in  welcher  Weise 
man  sich  hier  zu  benehmen  hat,  um  zum'  Ziele  zu  gelangen,  "^  und  man  sfeht, 
dass  allgemein:  '    ^' 

«  -,                V      er  (y.».a.v,..)  8y  ,  ef  (y,i,p,T,..)  8  i  ,  8f(y,«.n,v,..)  8pf  \ 
^r(y.x,«,r,..)=  ^^^  ^+ ß^ ^-+ ^ g^f 

,  8f(y>»,B.T,..)8T  .  t         ^*^' 

■^  8^;  8x"^ )     ■ 

wenn  y»£,u,v,....  Funktionen  von  x  sind.  Die  Formel  (13)  ist  nun  die  all- 
getneinste  Formel  f&r  Diflferentiation.     Man  erhält  hiemach :     - 

i  t     ■     V  öy  1  .  ö«  I  8u  .  ar  , 

—  (yi«T...)=rittr....— H-yav...  — +yxT...— +y«u...^+... 

welche  Formel  die  Verallgemeinerung  von  §.  4.  V  ist 
.  Sey  etnra  jni  bestimnwta : 

, -^ .   'j  ' 

Man  setze  arc(tg=\/l  ^^')=y»  *  =-'*»  l(x)=u,  so  ist 

8  y  . 

Um   Ä~   zu  erhalten,  setze  man  (§.  5)  1  — x^r=:T,  V^t=zw,  und  hat 

o  X  • 

XX  X 


(l+w')V7  (!+▼)!/▼  (2— x»)Vr^* 


*  Mao  fUgi  Jeweils  Grössen  in  und  sabtraUit  die  nSnüicfaen  Grössen,  so  dass 
na  Yondiein  kornmen,  bei  denen  Mos  y ,  oder  btos  i,  n.  s.  w.  sieh  geinderi  hat.    Statt  dann 

die  ante  dnrdi  Ax  sn  ditidiren,  diridirt  man  doMb  äy%  und  mnltiplisiit  mit  - .    a.  s.  w. ,  wie 

aX 

sieh  dtoa  ans  der  DantaDong  im  Totti  fon  ülbil  aiilbt. 
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dann  ^  f  arc(tg=  Vi:r?)+a*  arc(tg=  Vn7»)+ra**-  Sa""  l(x)  J  =  A'[y 
+  .y+7«  -3.nJ^ ^^; ^  + ^^^ 8^+  — 


8a  8x 


V(2  — x*)Vl— x»y  X  .       (2— x')Vl— X* 


+[arc(4g=:Vl-.x»)-f-14a   ~  31  (x)]i*  l(a) 
Zar  Uebong  legen  wir  vor: 


8a 


^ll-r^T I  =-'^ 5  r**     =l(a)l(b)a     b;     —  arc    I  110=  \/  --T--  I 

dx   v.l  +  cotn«JF        &mnx8x  V'  8x  V.  w     m.t^tJ 

1       ^/a     8         .        -1  A^^       1    X     iV^*^    8     7    x'^tl-K«)] 

--2TaTr)VT^«^*'^(^=VrFb'^2^^=^T+^         =^-Ti— ' 

r~(eotx)      ={üo(ix)       lc5osxl(coix)r— I;    — -l<x+a)   (a+b)   (x+c)   ...I 

ex  |_  *5os X Jj      ö  X  L  •  J 

=;-^iji;+rFe^-''"''=^^"^*^  ^^+*^^  ^'^'^  ••'8^H'^'=S+b^xJ 

'  Va*~b»       8    .      .    ax  a  ^  ax  Ö        r.         y'A 

=  ^ r-;    — sm —  -  •=. —  — coy —         — — ;      —  arc  I  sin  =  — I 

a-hbco»x      8x       \/1_^a*x«      VO —*'«')*       Vi  —  »'»*       ^'       ^  '-^ 


1  8y  'y__|_«(,>o). 


Anmerkung.     Man  pflegt  zuweilen  die  Gleichung  (13)  abkürzungsweise  auch  so  so 

.     .  *        8,,  ,      8f8y  ,  8f8»  .  8f8u  ,  8f8T 

schreiben:  _  f.(y,^„,v...)  -  ^^^  g^+^  g^+^  ^^+^  g^  +  .... 

Femer  istUar,  daas  man  f&r  Jeden 'einzelnen  Fall  anch  die  fiftheren  Sätze  anwenden 
kann  und  meistens  gleichschnell  ziim  Ziele' gelangt.     So  sey  etwa  zu  bestimmen : 

-1  r4xV+2x^**  +  3xlW  — 5ßinxT 
8x1-  J 

Statt  nun  a  =  y ,  l  (x)  =  z ,  sin  x  =  u  Z9  setzen,  verfahrt  man  geradezu  nach  den  Regeln 
des •%.  4.  und  hat  für  die  gesuchte  Grösse: 

.  r  8Öa*       ^8x*"l  ,  ^r  2  8a*^  .     »»Öx*"|   ,  .f.  81(x)  ,  ,,  ,8*1      ^8sinx 

'b  rx+*  8x  J+^L"  8-i  +*^8-x  J+^L^Tr+*«rxJ"^-87^ 

'    Daaber  |?' =  aN (a)  («. 5.  ID),  ^^"^  =p']l^^^A^^)2^2^'^i^)^-^='^ 

ox  iJx         <jyt)x^  o  3t       X 

u.  s.  w. ,  so  erhiUt  man 

4xVl(a)+12aV  +  4x\^l(a)-h4xa^*  +  3  +  3I(x)-.5cosx 
als  gesachten  Werth,  den  man  in  der  früheren  Weise  gleichfalls  erbalten  hatte. 

Eben  so  kann  man  sich  manchmal  durch  Umformnngen  helfen.  Ist  z.  B.  —  x  ($.  7.  I) 
zu  bestimmen ,  so  setze  man  x    =  y  tmd  hat  1  (y)  =  x  1  (x),  also  (J.  3.)  — -  ~=  1  -f-l  W.  g-^ 

-  y  [«+!«].  d.  h.  ^^x''  =x*  [1  +  I(x)]. 

Man  übersieht  leicht,  dass  mittelst  der  gegebenen  Regeln  es  mSglioh  ist,  alle,  aaeh  die 
zusammengesetztesten  Funktionen  von  x  zu  diffsrenzircn.  Hiebei  ist  es  wohl  unnOthig ,  zu 
bemerken ,  dass  wenn  nicht  x  di6  unabhängig  Veränderliche  ist,  sondern  etwa  s,  nnd  p,  q,  r, . . . 
Funktionen  Ton  s  sind,  man  eben  so  hat: 
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Wollte  man  endlich  die  bereits  in  der  Anmerkung  za  $.  3.  beiOfarte  Bezeichnong  der  Dif- 
ferentiale einführen,  so  wftre        -^  • 

^-  f(y,x,u,T,..)  dx  =  df(y,«,n, ▼,...),  ^dx  =  dy,  j-dx  =  df,  r-  dx  =  dn 

OX  C;X  OX'OX 

sodass  also:     d.f(y,«,u,T,..)  =  r- dy-|-r--  dz+r- dn+— dT-|- 

oy        -Ol  on        ■öv 

und  es  wire  wieder  d.f  (y,z,Q,T,.,)  die  unendlich  kleine  Zunahme,  welche  f  (ynZ,n,T,..)  er- 
leidet, wenn  y,  z, . . .  um  die  unendlich  kleinen  Grossen  dy ,  dx, . . .  zun^imen,  und  zwar  in 
Folge  dessen ,  dass  x  um  die  unendlich  kleine  Grösse  dx  sich  Ändert. 

§.  8. 

Im  Seitherigen  haben  wir  vorausgesetzt,  die  za  differenzirenden  Funk- 
tionen seyen  geradezu,  oder,  wie  man  sagt«  entwickelt  gegeben.  Es  kann 
sich  aber  ereignen ,  dass  man  eine  Gleichung  zwischen  zwei  Veränderlicljien 

hat,  die  im  Allgemeinen  d\ir6h 

f(x.y)  =  0  (14) 

dargestellt  werden  kann,  Ist  in  (14)  der  Werth  von  x  z.  B.  gegeben,  so 
folgt  daraus  der  Werth  von  y,  d.  h.  vermöge  (14)  ist  y  eine  Funktion  von  x, 
di^  durch  eben  diese  Gleichung  unentwickelt  gegeben  ist.  Es  ist  klar, 
dass  man  eben  so  gut  sagen  könnte  x  sey  eine  Funktion  von  y.  Aus  der 
Gleichung  .  ^ 

5x»y  +  3x.siny-12siny  +  8  =  0 

folgt  also,  dass  y  eine  Funktion  von  x  ist,  die  iii  einzelnen  Fällen  wohl  ent- 
wickelt werden  kann,  meistens  aber  eine  Entwicklung  nicht  zulässt,  wie  ge- 

8  y 
rade  im  vorliegenden  Beispiele.     Soll  man  nun  dennoch  ^  bestimmen ,  so 

wird  man  beachten,  dass  nach  (14)  die  zusammengehörigen  Werthe  von  x 
und  y  immer  so  beschaffen  sind,  dass  f(x,y)  Null,  mithin  konstant  wird. 

Daraus  folgt,  da^  ^  f  (««^y)  =  Ti  ^^  (§••*•  ^^'  ^'^  (S**^-  ^'-  ^^2)): 

ex^eyöx"^"-        ^**^ 

aus  welcher  Gteichong  nun  ^p  gefunden  wird. 

Aus  y»+x»— 3axy  =  0 

folgt  ^  =  8x»-3ay,~  =  8y'-8ax, 

also  3x«-3ay-f-(3y'-8ax)?^  =  0,  ^  =  ^^.  ' 

Ehen  so  aus:    y*+2»V+x*-^8axy'  =  0:  l-^  =  VIJZ'^1T,\'' 

OX      y^-f-iy — 4axy 

^        ^     "-^-  6x-x»-xyl(x)' 
«««,      w,  ,    V  ,     ,  ,     ^   8y      1  — (3xV+2cos2x)(x+y) 
«n2x-l(x+y)-HyV  =  0:g^  = _^^2^^^^^j) ' 

Annerkong.    Ks  Tersteht  sich  too  selbst,  dass  man,  statt  die  Gleicfanng  (14')  in  der 
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hier  Toigeschriebenen  Foim  in  Ulden,  gaai  direkt  ii«eh  den  frOheroD  Regeln  die  61eichiing(14) 
diflbrenziren  kOnnte.     So  erhielte  man  am  sin2x-|-y*z' — 1  (z^H  7)  =  ^ ^ 

■8eo.2x+iy,' |{+3y  V- ^-^^  (l  +  Jl)  =  0. 

d.h.  (2yx»-^y)?^  =  -2co.2x-8yV+^-l^. 

worans  derselbe  Werth  wie  oben  folgt. 

Eben  to  kann  die  Gleichung  (14)  nach  den  unprOnglichen  Regeln  abgeleitet  werden. 
Oeht  nlmlich  z  in  z-f'^'  ^^i*«  *^  »">■'  J  1"  74~^T  fibergehen nndz-}-Jz»  7-|- ^ynifiaieB 
nothwendig  wieder  der  Gleichung  (14)  genfigen,  d.  h.  man  muss  haben: 

f(x+Jx,y+Jy)=0. 
Aus  dieier  Gleichung  und  (14)  folgt  durch  Subtraktion  und  Division  mit  Jz : 

f(»+Jx,y+iiy)~f(x,y)     ^ 
yf  — 

i. fc.       Gr.  n('-i--^«.y+^y)-K«.y+<<<y)  ■  f(».r+^y)-K«.y)^y"l ^ „ 
oa.rtt.7.)  ilÖ:l)+«£^)|Z:=o. 

ox  oy      ox 

Gesetzt  man  habe  zwischen  den  drei  Veränderlichen  x,  y,  z  die  zwei 
Gleichungen 

f(x.y,i)  =  0,  F(x,y,i)  =  0.  (13) 

80  folgt  daraas,  dass  zwei  dieser  Veränderlichen  Funktionen  der  dritten  sind, 
z.B.  y  und  z  Funktionen  von  x,  indem,  wenn  eine  der  drei  Grössen  bekannt 
ist,  die  zwei  andern  mittelst  der  Gleichungen  (15)  bestimmt  werden  können. 

8  T   8  z 

Um  dann  p«g-^  za  erhalten,  wird  man  gemäss  §.  7..  Gl.  (13)  und  §.  4,  1 
aus  (15)  ziehen: 

ö^.  ^^^y  .  8'8x__     er    erey    8F8z  • 

8^+878^+87  8^  =  ^'  8^+87  8^+87  e^-^'  ^^** 

fi  V   8  s 

aus  welchen  zwei  Gleichungen  die  Werthe  von  ^ -»^  leicht  gefunden  werden. 

"  0  X    0  z 

Man  sieht  leicht,  dass  wenn  überhaupt  zwischen  n  Veränderlichen  x,  y» 
z,u, ....,  n — 1  Gleichungen  gegeben  sind,  n — 1  der  Veränderlichen  als 
Funktionen  der  n^  (z.  B.  x)  zu  betrachten  sind ,  und  dass  man  durch  Diffe- 
rentiation dem — 1  Gleichungen  nach  den  Regeln  des  §.  7.  die  zur  Bestim- 
mung der  Differentialquotien  ten  dieser  abhängigen  Veränderlichen  hinreichenden 

Gleichungen  erhalten  wird. 

Anmerkung.    Auch  hier  versteht  es  sieh  ganz  ron  selbst,  dass  statt  die  durch  (16') 

gegebene  Form  der  sur  Bestimmung  von  -— ,  r—  nödiigen  Formeln  anzuwenden,  man  durch 

8  X  8  X 

dir^te  Differenzirung  nach  den  früheren  Regeln  Gleichungen  erhalten  konnte,  die  zu  demsel- 
ben Zwecke  rerwendet  werden  kOnnen. 

Q 

Die  Gleichung  (14'),  in  der  x, y,  r^  vorkommen ,  bildet  eine  Differen- 
tialgleichung von  (14).  Man  kann  oft  aber  durch  Verbindung  von  (14) 
und  (14')  noch  eine  weitere  Differentialgleichung  herstellen.  Konunt  näm- 
lich in  (14)  eine  gewisse  Konstante  vor,  die  auch  noch  in  (14')  enthalten 
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ist,  80  kann  man  dieselbe  zwischen  beiden  Gleichungen  eliminiran  oad  erUUt 
dann  eine  Gleichung  zwischen  z»y,x^,  die  ans  (14)  folgt,  aber  jene  Kop- 
stante nicht  enfhält.  Die  Gleichung  (14)  heisst  die  Integralgleichung 
oder  ursprüngliche  Gleichung  von  (14^)  sowohl,  als  der  wie  ^n  angegeben 
erhaltenen.  Es  folgt  hieraus  offenbar,  dass  man  sich  zu  letzterer  eine  ur- 
sprüngliche Gleichung  gehörend  denken  könne,  die  eine  Konstante,  die  in 
der  Differentialgleichung  nicht  vorkommt ,  enthAlt. 

Sej  z.  B.  die  ursprfingliche  Gleiehung:  < 

so  folgt  daraus  zunAchsi:   2  y  j^+^ax+S  =  0 ,        . 

osd  wenn  man  a  zwischen  beiden  Gleichungen  eliminirt : 

2y»-2xy^+8x'+10  =  0. 

eine  Differentialgleichung,  die  ebenfidls  zur  angegebenen  Gleichung  gehört,  die 
Konstante  a  aber  nicht  mehr  enthält. 


Zweiter  Abschnitt 

Differentialquotienten  höherer  Ordnung.     Vertauschung  der 
unabhängig  Veränderlichen.     Bedeutung  gewisser 

Differentialquotienten. 

§.9. 
Im  ersten  Abschnitt  wnrde  gezeigt,  wie  man  in  allen  Fällen  den  Diffe- 
rentialqnotienten  irgend  einer  \Fnnktion  zu  bestimmen  im  Stande  ist.  Der- 
selbe ist  dabei  im  Allgemeinen  wieder  als  Funktion  der  unabhängig  Verän- 
derlichen erschienen ,  so  dass  man  abermals  nach  dem  Differentialqnotienten 
dieser  nenen  Funktion  fragen  kann.  Bildet  man  denselben,  so  sagt  man, 
matt  habe  den  zweiten  Differentialqnotienten  der  ursprünglichen  Funktion 
bestimflit«  Dieser  ist  selbst  wieder  eine  Funktion  der  unabhängig  Veränder- 
lichen, deren  Differentialquotient  dann  den  dritten  Differentialquotienten 
der  ursprünglichen  Funktion  bildet.  Wie  man  hier  weiter  gehen  kann ,  ist 
klar,  und  man  erhält  so  dieDifferentialquotienten  höherer  Ordnung, 
während  maa  den  früher  kurzweg  „Differentialqnotient^  gdieissenen,  nun- 
mehr ersten  Differentialquotient  nennen  kann.  Was  die  Bezeichnung  an- 
belangt, so  sind  für  f  (x) : 

8f(x)    e'fd)    8*f(x)  e'fd) 

«'    '      8x*   '      8x'    • 8x- 

der  erste,  zweite, ,  n**  Differentialquotient,  die  man  zuweilen  auch  durch 

f  (x),  f"(x),  f'w f'W, 


■*; 
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bezeichnet    Eben  so  sind  r-^,   ~L  -— — 

®*  8x*  8x*  81" 

der  erste,  zweite, ,  n^*  Differentialqaotient  von  y. 

Es  ist  nun  leicht,  die  höheren  Differentiaiquotienten  za  bilden,  da  man 

eben  blos  nach  den  früheren  Regeln  za  differenziren  hat     So  ist 

— -=rax         (St5.I),  9=^r~        =ra(m— l)x        ($.4.111),  — -    =m(ni— 1) 

üX  Q    «  CX  o     « 

ox  8x 

»  m— 8 

(m  —  2)x       ,    • 

8n   m 
_  — -    — 

allgemein  oitenDar  =  m  (m  —  l)  (m — 2) . . .  (m  —  n + 1)  x 

8x" 

8"x" 

Ist  dabei  m  =  n  (also  ni  eine  ganze  positive  Zahl),  so  ist  — =n  (n  —  1) 

ex*" 

.  .  .  1 ;  ist  m  positiv  und  ganz,  aber  <  n,  so  ist =0. 

ex"" 

dKx)       1         -1   A{x)_  -2  1       8*l(x)  -8       2      8*Kx)  -4 

-^--=x     ,-— _-ix      =      -.    —    =2x      =— ,    — -=— Z.3X 

8x  X         8x  X         8x 

2.^  8°l(x)      ^2.a,4...(n  — 1) 

X  8x  .  x 

WO  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  n  ungerade,  das  untere,  wenn  n  gerade  ist 

^e *?_?__*  ^_?_* 

»'^"•ex*"' ex-"" 

^-  =al(a),     -Y  =  a  0(a))  , — ^=sl  (l(a))  ,  .  ..  .,  — —  =  aO(a)). 

^*  8x*  8x'  8x" 

Es  ist  femer  -|^  =cosx  =  sinrx-(-2- J,al8odairamer(§.5.)   "'^'"^ 
=  co8(x  +  a)  =  8in  fx  +  a-l-  |-J.* 

welche  letztere  Grösse  =smx  ist,  wenn  sich  n  durch  4  dividiren  lä«8t; 
=  C08X,  wenn  bei  der  Division  durch  4  noch  1  als  Rest  bleibt;  = — sinx, 
wenn  2  als  Rest  bleibt;  =  — cosx,  w'enn  3  als  Rest  bleibt.     Gan^f  eben  so 

8€otx                          /"    ,  «^    8  C08X          f    ,  2fr\  8  cosx         r    ,  nn\ 

-^^  =  -sinx  =  co8(^x+2j,  _^  =  co.(^x+-J __  =  cos^^x+^^J. 

Sey  y=r:arc(tg  =  x),  so  ist  g^  =  cosV  (§.6.V);  denmach  0^  =  — ^"^ 
=  Tj^  l^=— 2cosysinyz^(§.6.)  =  — 2cos'ysiny  = — 2  sin  y  cos  y  cos 'y 
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= — &in2ycos'y  =sinf  2y-(--^  j  cos^. 

Dann  ist  01  =  -^ — ^ — f ^  g^  =  ~  ^co82ycos'y  —  2 am 2 y  cos y 

siny]  co^'y  =  —  2  [cos  2  y  cos  y  —  sin  2  y  sin  y]  cos 'y  =  —  2 cos3 y cos 'y  = 
2  8inf3y+^}cos*y. 

Man  vermathet  daraus,  dass  allgemein  fttr  y=^arc(tg=x): 

n 

8  y  f  nit'\      n 

=  2. 3 . . .  (n  —  1) sin  I  ay  -|- -^  I cos  y 


8/ 


8 
8x 


seyn  werde.  Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  wenden  wir  diejenige  Beweis- 
form  an,  die  man  den  „Schluss  von  n  auf  n-f~l^  nennt.  *  Nnn  folgt  aber 
aus  dieser  Formel 

■4-1 

=  2.8...(n-l)rncosl  ny-f-  — jcos  y  — nsini  ay+-g-  Icos"^  ysinyjcos'y  , 

=  2.3...  n  I  cosf  ny  +  — Joosy-siiil  ny+  — jiinyjcos*     y 

=  2.3...ncosl  ny+y+-2-lcos*     y=  2.8...n8in|  (n-t-l)y+(nH-l)2  l.cos*     y. 

Da  diese  Formel  aas  der  obigen  folgt,  wenn  man  n-^-l  för.n  setzt,  und 
letztere  für  n  =  2,3  bewiesen  ist,  so  gilt  sie  also  anch  f&r  n  =4,  * .  .  .  d.  h. 
f&r  alle  n.  (Man  vergleiche  wegen  dieses  Schlusses  den  Beweis  des  Satzes 
(18)  in  §.10.) 

Man  wird  nun  auch  leicht  folgende  allgemeine  Sätze  Qlr  richtig  erkennen: 

~  ist  der  n**Diflfereatialquotieut  von  y,  der  n  —  r'von  r^,dern — 2**von  -^, 

z 

,  der  erste  von     ^   .. 

.8x 
8'(y±i±tt.>.)^  g°y^8%^8°tt  ^'(y  +  C)  ^  8°y    8° (C y)         8^ 

n  n —      n —       n*'**  n  n'  n  n* 

•  8«  8x       8x       8x  8i  8x         8x  8x 

§.10. 

Nach  §.  4.  Y  ist 

8  ,    .       8f  .  .  8y 

8^(yO=y^^-f.g^. 


*  Dieie  Bewelsform  besteht  darin,  anEunehmeo,  es  sey  die  behauptete  Gieichimg  wahr 
flttr  mUe  n  bis  zu  dinem  bestimmteo  Werthe  r  (also  lUr  11  =  l,2,...r),  wie- denn  in  unserem 
Falle  dies  f&r  n  =  2,3  wahr  ist.  Alsdann  weist  man  naoh,  dass  dieselbe  Formel,  unter  dieser 
Yoranssetrang,  auch  noch  gUt,  wenn  n  =  r4~  1 1  und  hat  dann  den  Satt  bewiesen.  Fflr  un- 
tern Fan  wire  also  die  Behanptaug  bewiesen  für  n  =  3,  folglich  wäre  sie  nach  dem  eben  Oe- 
ttglan  aadi  wahr  fftr  n  =  4 ;  mithin  da  sie  für  n  =  4  jetzt  wahr  ist,  so  ist  sie  auch  richtig  für 
n  =  5  n.  s.  w.  fltr  alle  n. 


so  EntwSolEliiiig  dM  n***  DMtmrnxAüipLotimtmk  ?on  ys. 

Diflferenzirt  man  nochmals,  so  ist 

8^       V     Ar  ifl-j-JLr  ?ll-    8*1  .  8y88  .  8z8y  "     8^_   8»«  ^^8y8i^8»y 
8x»^y*^-8xU8xJ'^V.'8xJ-^8x«"^8x"*'8i8x'*""8x»~^8x»"+'^8x8^ 

Ich  behaupte  nun ,  es  s^  allgemein 

_8^  8*«       n  8y8°^*8  ,  n(n— l)8*y  8*^%     ii(n--D(n--2)8*y8*^t  , 

8x-^"^"V^^«^8x--*"^     ^-2     8xSx"T«"^        ''«•^        8x'8"7^"^     * 

...i ^«,  (16) 

8x 

in-  welcher  Gleichung  das  Fortschreitungsgesetz  Tür  y  und  z  wohl  klar  ist, 
und  in  der  die  KoeiBzienten  sind : 

n     nCn-^l)    n(n-l)(ii~2) 

^*  y  "TT  •      1.2.8     *•      ^*^^ 

der  Anzahl  nach  n  +  1 ,   wobei  der   letzte  auch  =  ^  i^  *®y° 

würde,  wenn  man  das  zu  Anfang  ausgesprochene  Bildungsgesetz  beibehält. 
Die  Koeffizienten  (160  haben  die  Eigenschaft,  dass  diese  Reihe  vor-  oder 
rückwärts  gelesen  dieselbe  ist;'*'  bekanntlich  heissen  siedieBinomialkoef- 
fizienten.  Um  die  allgemeine  Giltigkeit  des  Satzes  (16)  zu  beweisen,  be- 
achten wir ,  dass  für  n = 2  aus  demselben  folgen  würde 

ö*/    .        8*«  ,  ^8y8z  ,  8*y 
ox  ox  ■      8x 

was  wir  bereits  als  richtig  erkannt  haben.  Wir  wollen  also  annehmen,  der 
Satz  (16)  gelte  für  n=r  und  fragen,  ob  er  dann  auch  noch  gilt  fär  n=:r 
-}- 1.     Man  hat  also  (als  richtig  bekannt) : 

y  .,,.     /ri    '  8y8'"'i     r(r-l)8S8'~'g  ,  8jr. 

8x  oz  ox  8x  8x  8x 

Differenzirt  man  nochmals ,  so  erhält  man  (§.  4.  III,  IV ,  V) : 

e"^*/     .«    8'"^«  ■    r   8y  8'«      r(r-l)  Vys'^'i  .  .         8^81 

^-;^Ör«)-y3^H-i^l8x,^r^-    1.2      ,^«,-i+-+       ,j8x 

8y8j|,       jr^      8%d'~S  .  r8'y8«,«^ 

«'8x'^       1        8x*8x'-^'^-"^^8"?«"^^87^' 

Addirt  man  nun ,  so  erh&lt  man  wegen : 

r{r-I)  ,    r  _  r   fr-l   ,     %       r  r+1      (r+l)r 


^-f-f(^+0=T 


1.2'1        1V.2      '     J       1      2  1.2 


♦  Dm  t-^l*^  GHied  der  Reihe,  Ton  Anfiuig  her,  ist  =?^— ^^^^^^^— ^i^.daiH-l»«. 

.aoEndeher^°[°7^-fr+\>.    Aber  es  let  °^°7^'  '<°-^'''^^^^^^^^  

1.2 (n  — r)  1.2 r  1.2 t. 

...(n  — r+J)(n — r)....l      ,  ,     __.,  .  ^,  ,      «  .     . 
■ ^  ^ r,  also  wenn  man  im  Zihler  nnd  Nenner  1  — 2  .  . .  r  wegliut: 

n(n::V)^.'(nIr+lV;;n(n--l)...(r+JO  wa.  die  Beh^mlnH 

1.2 r  (n— r). ...... 1  1.2 (n— r)'    ^™  «•  »«»««P«^ 

beweint. 
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r(r-K(r-2)      r(f -^  l>^f<r^l)  rr-2        A      r(r-l)  r+l      (r+l)f(r.l|) 
1.2.8       "^    l.t  1.2     V    3    "^    J         1.2    •     8     ~"       1.2.8      ' 

•  •  • 

^ür^J.y^^^i-    1     8x,,.-^    1.2    ey«e  -i"^ +;7ri'- 

Da  diese  Gleichung  ans  (16)  folgt,  wtan  man  n=:r-f-I  setzt,  so  ist 
damit  bewiesen,  dass  wenn  (16)  gilt  Ar  n=r,  sie  anch  noch  giltig  ist  Ür 
n=r-f-l.  Nun  gilt  (16)  für  n  =  2,  also  auch  für  n  =  3;  mithin  nunmehr 
auch  für  n  =  4,  tia  sie  ja  fttr  n  =  3  gilt;  eben  so  jetzt  Air  n  =  6  u.  s.  w.  f&r 
alle  ganzen  positiven  n.  Wie  schon  in  .§.  9.  gesagt,  heisst  man  diese  Be- 
weisart den  „  Schluss  von  n  auf  n + 1 .  ** 

Wir  wollen  nun  von  dem  Satze  (16)  einige  Anwendungen  machen. 

I.  Da-— -=ae   ,   — ^^ae   , ,  — —  =:ae    ,   so   tej  in  (16)  y=:e    , 

**  8i  8x 

i=e   .  also  yi=e'^     ,    -ii-^r=(ar-(-b)  e^^     ,  und  man  hat: 

8z 

(a-4-b)  e  =e   ae  -Hpbe   a      e    +    \  o  •  b  e   a      e  4"--+b  e   e   . 

1  *  \ .  £ 

Da  der  Faktor  e  -=e   e     beiderseitig  ToAitnden  ist,  to  kann  man  dureh 

ihn  diridiren  und  hat: 

,     .  .V*        ■    I    n    B— *.    1  u(n — 1)   B— 11    ,  ,     ■  ^.^ 

(»+b)  =»  +.Y»     '»^   1T2  *     *  + +•*•        ^^^ 

was  auch  immer  a  und  b  seyen.     Dies  ist  der  binomische  Sati  ftr  ein  ganses  po- 
siUres  B. 

n.  Han  setze  y=x  ,  z=x  undbeaohte,  dass =m(m — l)...(m — n+l)x  • 

8z 

B   b         B+b     8\'^* 
so  folg£  aus  (16),  indem  yz  =  x  x  =x      ,  =(a-|-b)  (a-j-b —  1) 

8z' 
(a+b-n+l)x'^^": 

(a+b)  (a+b— l)...(a+b— n+ljz'"*"^'  =z*  .  b(b-.l)..(b—n+l)  z**""' 
+  |.az'^b(b-l)..(b-n+2)z'-'^+5^ya(a^l)z*--%(b-l).... 

...(b— n+d)x*"'^*+ +  a(a~l)...(a— n+Dx'^V. 


Ifan  sieht  leicht,  dass  x         *  beiderseitig  Faktor  ist;  i&sst  man  ihn  weg,  so-ist 
(a+b)(a+b--l)..(a+b— n+l)=b(b  — l)...(b— ii+l)+^ab(b^-l)..(b-D+2) 

+  °^^"^^^<^(<^-0b(b-l)..fb-B+3)+ +a(a-l)...(a-n+l). 

4 

Dindirt  man  endlich  beiderseitig  durch  1 . 2 . . . .  n ,  so  findet  sich  leicht : 
(t+b)(a+b—l)«..(a+b~n+l)_b(b— l)...(b-D+l)  .   a   b(b-l)  ..(b— n-|-2) 

1 2 n  "    1.2 n  "^1*    1.2 (n— 1) 

.  afc-l)  b(b-l)...(b-~n-f8)^                  a(a-l)...(a-^n+l) 
'^TT2~'   1.2 (n-.2)     "^ "*"    1.2 r;        •  ^^^^ 


«  - 


32  AnweDduagen  dtMM  SatMt. 

a  und  b  mOgen  seyn,  was  tie  wollen.    (Ein  anderer  Beweis  dies^  SaUes  findet  sich 
in  meinen  ^Grundzügen**  S.d  ff.,  so  wie  der  Säte  '(IT)  in  S.  1  bewiesen  ist.) 
IQ.  Man  sdil  den  Werth  Ton 

n 


t-L«---""] 


ermitteln,  wenn  x=a  und  m  eianc positive  ganze  Zahl  ist,  wobei  vorausgesetzt  ist, 

dass  <p  (x),     ^      » ,  -— —  für  x  =  a  nicht  unendlich  gross  werdeiü. 

Man  hat  aitf  (16) : 
-^[(x~a)   9(x)]  =  (K-a)       v(x)+'y-(x— a)       g»      (x)  +  "V^    "  t"  —  ^) 
(x— a)"""%'"  (x)+ ....  +m (m  —  1) (m— n+l)  (x-  a)'*^»(x), 

n 

wenn  man  die  Diflbrentialquotienten  von  4p (x)  mit  ()f»'(z), . . .,  <p  (x)^  bezeichnet. 

Die  oben  angegebene  Gleichung  setzt  allerdings  stillschweigend  voraus,  dass 
m^n  sey,  da  sonst. die  letzten  Glieder  bereits  wegg^efallen  wären;  ist  nämb'cb 

fl^  Dl  in  l"f .  n 

^           .,8    (x— a)             .         IN         1    e       Cx-a) 
m<Cn,,so  ist     -r— i^ ^— =m(m — i)....-i, -—- =  0  u.  s.  w;, 

8x"  ■    8x  "^ 

«Iso  schliesst  dann  die  Reihe  mit  dem  m+l^-^Gliede,  d.h.  mit  °(°  — ^)  -("— m+D 

1.2 ta 

.  m(m-^l)...  l<)t)       (x)  =  n(n  — l)...(n— m-(-l)g)       (x). 


'  Bezeichnen  wir  nun  durch  qp  (a)  den  Werth  von  q)  (x)  für  xz=a,  so  folgt  offen- 
bar au«  pbigwrtGl^chnngf  £s  ist  für  x'^a 

a  /O,  wenn  m>n',  \ 

J_  [(x  — a)"9(x)]  =  |m(m— 1)^-1  »>(a),  wenn  m  =  n.  (  (19) 

8x       ■       "  'n(n  —  l)...(D~m-f  1)^        (a),  wenn  m<n.F 

IV.  Setzt  man  in  (19)  <)f)(x)  =  ^-^ '-  =tfr(x)       ,    wobei  wir  %p  (a)  nicht  ==  Ü 

^(x) 
voraussetzen  wollen ,  so  ist : 

0,  wenn  in>n, 
»         ^-|  fm(in — 1)..,  1,  wennin  =  n,  (20) 

8; 

v^obei  die  AnbAngung  von  x  =  a  bedeutet,  man  solle  nach  vollzogener  Diffei^ntia- 


Q»    fd-ji-^ti-x  n"l  imtm— i)..,i,  wennin  =  n,  (20) 

^   LVTwJ-,^^*^  J^  =  )„(„»l)...(n-m+l>4l^r^(x)'^~l       ^ 

f  8x  J 


tion  x=^a  setzen  und  beachtet  wird,  dass  für  n=;=m:  -  ^-      =  1  ist. 

♦  (a)" 

Setzt  man  endlich  in  (19):  q>M  =  — ^-  ä-WKx)°]  =zntp  (x)""""""*  %p'  (x), 

setzt  \p(tk)  nicht ^=Ö  voraus,  nimmt  aber  nur  den  n •— T*" Bifferentialquotienten ,  so 
hat  man: 


■V. 


Höhere  I>ifferentiak)iiotieiitefi  too  arc  {«in  :c  z).  33 

'0,wennm]>»n  —  1,' 

lni(m  — l)...l.iii;/(*)  ^' (a)  .    wenn   m 

^  [G'ü?)    e^  (*"  ^*0  Jx=a  =  \(„_l)(n^2)  ..  („-.„)^^r^v.(x)""-^ 

I  ;   8x  L 

♦*(*)  L=a'  ^®""  ni<n  — 1. 

Ä— M— 1 

Aber  für  «ic=n—l  iit  m(ni— 1)...  1  .hi|^(ä)  ^'(»)  =  n(n—l),A\f/(a,); 

ferner  ist  ^ 

(n-^l)...(n--M)      ,_„_j  \y^t^(iii  »//(x)J  =  n(n-  1) (a  — m)       ^_^_^ 

8x  dz 


'  a^— m 


=  n<n— l),..(n  — m+1)— 1^-—  I  if'(x)  I 

8x  ■  ^ 

%o  dass  endlich 

0,  wenn  ni]>ü — 1,  ' 


iv,  wenn  iu..^u — a« 
n(n — I)...  1  «^'(a),  wenn  m  =  n  —  1, 

^  wennm<^n — 1.  (21) 

V.  Sey  y  =  arc  (sin  =  x).  aUo  jl  =  — L.-  =(1  -i'P.  ^-^  =  Id-x')"* 

Qx       Vf— x'  ö*         2 

(~2»)=:^^„'^_,  SO  ist  offenbar  (l-^')~^  =  x^^. 
Y/(l—x*)*  öl'  8x 

Minist  ~(.l  — x')  =  -^2x,  A-(I— x')  =  — 2,   alle  höheren  Differential- 

8  X  ■  °x' 

quotienten  davon  =  0 ,  mithin  hat  man : 

0.-  '     8x"-'  »2  ex"-*  8x"-'        '    8x-* 

woraus  folgt:  (1  —  x')  --^=:(2n-3)  x  5-^  +  (n-~2)??-^, 

ex**  8x"  8x" 

eine  Formel ,  die  — -  aus 7,    ~  linden  lehrt.     Sie  jaribt : 

8^"         8x"-*     8x-* 

n_x.)?!?=xi=r 

''^'8x'-'^*8x"^  +  rx* 

'        ^6x«~       fi'^    Px»  ■ 

I>i*Bfer.  Differaatial- n.  Intefral-Rechnang.  ß 


34  Andere  }>ar!^t«lliin}E[  der  ]««llieni  llifffrential^voiienten. 

Vf.  Sey  y  =.  arc(tg:-x),  also ^^t^  --?--.      (l-j-x »)""*.  f--[=-(I+x'r*(2x) 

=  —  /.   .— i^ »  *^  >***  ^ '  +x'^  ,.- -,  =  —  *-  *  ö  '  •  voraus  giiiiz  wie  oben  folfft : 
(l-j-x*)'  ?  z'  ex  -^ 

8x  öx  cz  fx  '        8z 

d.h.  <i-,_x'>^-J[--2(n-l)x'^  ^    ^..(„_2>(ll-l)?-^. 

8x  c^x  8z 

welclie  Formel  ganz  oben  so  benutzt  werden  kann,  wie  die  eattpreebende  in  V. 

§.11. 

Ehe  wir  weiter  gehen,  iiiüssen  wir  nocii  einer  /.weiten  Dantellungswrifte 
der  höheren  Differentialquotienten  gedenken. 

Ist  y  — f(x),  also  Jy-^rixA-Jx)      fix),  so  ist  (§.3.)      * 

8y  ^  /l\ 
-  -  =  Gr.  ' . 
8  z  Jz 

Nun  ist  Jy  selbst  im  Allgemeinen  cino  Funktion  von  x,  so  dass  man  in 
ihr  auch  wieder  x  in  x-f-^x  übergehen  lassen  und  die  Äenderung,  die  da- 
durch entsteht,  untersuchen  kann.  Dieselbe  ist  nun  mit  J^^Jf  oder  abkfir- 
zungsmeise  mit  J^y  zu  bezeichnen.     Da  Jx  unveränderlich  ist,  so  ist  off<*n- 

^f^y\     ^V       -.i-       v^s7       J-v       ,    , 
bar  ^\a)~~  aI^  mithin  —  .  -  -         ^j,  und  also 

«»r.    —^z:z  i»r.  —     j—    -  . 
/Ix'  /4  z 

Lässt  man  hier  /tx  mehr  und  mehr  abnehmen,  so  nähert  sich  ^- immer 

8y  V^v7  Vözv       8*v 

mehr  der  Grosse  ^  -,  also  — .-  —  der  (i rosse  — —-    -  =  --,,  d.  h.  man  hat 

8  z'  Jt  bx  8z" 

Jz*      tx- 

Da  auch  ^/'y  wieder  eine  Funktion  von  x  seyn  wird,  so  wird  man  auch 
die  Aendemng  dieser  Grösse,  d.  h.  J(J\)  oder  J\  bilden  können;  alsdann 
ist,  wie  man  leicht  sieht: 

Cr  ^*>'     Pr  "^vA»*      '^   /t  =  y\     8»y 

Gr.  ^-^3    :  Gr.     -^_- ^  ^^  ^^^^  j  =  ^_  ,. 

Allgemein  folgt  hieraus 

«     ^  y     8  V 

Gr.      ^=     •'.  (22) 

/fz     ex 

Ist  nun  y  =  f(x)  und  man  bildet  für  t(x),  r(x  +  ^x),  f(x-|-2-^x),  •  • 
welche  Grössen  mit  y,  y^,  y,,...  bezeichnet  werden  sollen,  die  Differenxen- 
reihen  nach  folgendem  Schema : 


Andere  DarRtellang  der  böhem  Differentialquotienteii. 
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I  r^Differena 


2'*  Diff. 


3««  Diff. 


4»»  Diff 


'  5»«  Diff. 


yi  I  ht  =y»— yi  I -^V  -^  4^'i — ^y  j 

y»  I^y»=yj— y:  ;^Vi==4^i— '^yil^V  =  ^^Vi  -  ^*y 

yt  ;4ra=y4— ya I^Vi  ^^^ya— '^y»  '^Vt  ^^'ys    ^\ 


J*y  =  iiTVi— ^V 


-—  -—  -»  »  -w  «I 


so  findet  man  leicht: 

^y  =  yi— y.  ^•y  =  ^yi  —  ^y  =  yj— yi— (yi— y)  =  ys— Sy^  +  y, 

J»y  =  J'y,— ^y  =  y,— 2y,+yj— (y,— 2y,-hy)  =  ya-3y,-f-3y,  — y.... 

wo  die  Reihe  mit  abwechselnden  Zeichen  fortschreitet.  (Vergl.  „GrondzOge' 
S.81.)    -Da  y=:f(x)  u.s,w.,  so  ist  nlso-auch 

nnd  der  Satz  (22)  heisst  auch: 


Gr. 


8x' 


•ß 


Speziell  erhält  man  hieraus : 

G,.L(?±^?}-!.«  =  r'(x). 

f(x+2Jx)-2f(x+.4i)+f(»)     ^.,  . 
(Jx)»  ~     ^''' 

^.  f(x-|-8^t)-8f(i+2/<x)+8f(x4-^«)-^(»)     >5,,.   „.. 

Aus  (22)  folgt  allgemein,  dass 

— ^.=  -{+«  (23) 

gesetzt  werden  könne,  wo  a  mit  unendlich  abnehmendem  Jx  e^falls  un- 
endlich abnimmt,  so  dass  also  Gr.a^^^O.  Man  kann  diese  Gleichung  auch 
schreiben : 

^y  =  ^(Jx)V«(^i)"^  (23) 

WO  wieder  Gr.  a  =  0.     So  ist  also 

-4y=|{^x-h«,zfi,  ^V  =  ^(^i)*-f«,X^x)' 

wo  Gr.  «j  ^=  0 ,  Gr.  a,  =  0 , 


§.12. 
Seyen  y,z  Funktionen  von  x,  f(y,z)  eine  Funktion  beider  Grössen,  so 
ist  (§.  7.  D 


*  Welcher  Satz  leicht  darch  den  Schlass  Ton  n  auf  n  -|~  1  bewieten  werden  kann. 


Q* 


3(5  Höhere  Difierentialqiiotienteii  Ton  f  (y,  z). 

Dein»acli  (§.4.  V,  IV): 

^^-jf(y.2):.-  y^^yj  üx"^Öy  ei'"^Öx  V82J  «x"^  i^zbx'* 


wieder  (§.  7.  I): 


Nun  sind  - ',  ^  im  Allgemeinen  wiederFunktionen  von  y  und  z,  so  dass 

6  V     0  X 


8    f  8  ri_    8y  Öy        ^y  8_z_Ö^f  öy       t);_f  b_z 
'  8x  VbyJ"""t»y    8x~^"t»2~  8x""ey'8x'^8yex  8x' 

WO  nun  —.  bedeutet,  man  solle  f(y,z)  zweimal  blos  nach  y  differenzii^n, 

gif-  • 

wobei  also  z  aU  konstant  angesehen  wird;  ^-^,  man  solle  f(y,z) -zuerst  par- 
tiell nach  y^  dann  das  Resultat  partiell  nach  z  differenziren.     Eben  so  ist 

_8    /"8f"^        8'f    8y      8»f  8z 

Was  nun  die  hier  vorkommenden  Grössen  anbelangt,  so  ist 

8^f   _    8'f 
tJyfz~8z8y' 

d.  h.  es  ist  gleichgükig,  ob  man  zuerst  nach  y  und  dann  nach  z,  oder  in  um- 
gekehrter   Ordnung   differenzirt.     Es   ist   nämlich    —    der    Werth,     dem 

-^ ~J^~"'    ^  '  ™*^  unendlich  abnehmendem  Jy  sich  nähert;  ebenso  ^-^ 

der  Granzwerth  von  y^'^-^^-^rl^Zi?)  ftlr  ein  unendlich  kleines  ^z.  Daraus 

^z 

8'  f 

folgt  sodann ,  dass  - — —  der  Granzwerth  von 

^  8y  faz 

y y +.^.y '."Lt  ^ 2)  —  fly-J^  +  ^ *)  _  f(y-f^y>z)--f(y,  z) 

^y  ^y  . 

-j^  /ix 

für  unendlich  abnehmende  Jz  Und  ^y  ist:  eben  so  ist  - — r-  der  Granzwerth 

•'         '           ^.               8z  8y 
f(y  +  4y»_»-h^z)  -  f(y-i-Jy,z)      f(y,z-t-Jz)      f(y,z) 
von ^^  Jz 

Zy 

für  unendlich  abnehmende  Jy  und  Jz,  Da  aber  diese  beiden  Ausdrücke 
gleich  sind ,  so  sind  es  auch  ihre  Gränzwerthe  und  die  Behauptung  ist  somit 
gereclitfertigt.     Also  ist 

8^   fr      ^_^'f  r^rV  .   »  ^'f   8y8x      8*fr8z-\*      Ö^öV,  8J8^« 
y  X»  '^y*^^-Qj*  i^ö  J  ■f"^ey8z  8x  Vx'^b?  UxJ  "^  8y  8x''^'8z  Sx^* 

Es  ist  leicht  zu  übersehen , .  wie  man  hier  weiter  gehen  kann ,  und  dass 

8'  8    /'ö'  f  A         8'  f    8  y 

man,  um  g-^f(y,z)  zu  bilden,  beachten  müsste,  dass  ^  (  «"tj  =  jf»  ex 

bU_tz  ö_r8y^*    ^öyöly.g  ,, 

^ry'bzöx bxUxJ   "'"'ö  x  8x«  ^^^  ^"'^ 

So  erhält  man 
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^-  a      \-Vl^^lj^±'^   ^Jipy"^'  .  ge»f6y8'y        r    e^f    8y        8^f  e»i 
<»x»^^'*^~l.ey»8x'^öy'e8  8xJV8xJ  "^    8y»  8x  8x»T  I.8y8z8y8x'^8y8z*8ij 

<*x8x"t    8y8z8i»fex"^    by  8z  8x  8x*"^  Lc*7.»öy  8x'^8«' 8xJ  V8xJ  "^   8z*8x8x* 

8'y'8x"^8y8z  h\l  8x»"^Sy  8x''^L8z8y  8x~^8  z^  8x  J  8x.»"^8z  8  x»*. 

Da  jiun,  dem  Obigen  gemäss,  bei  zwei  Differentiationen,  die  aufeinander 

folgen,  die  Ordnung  der  Differentiation  gleichgültig  ist,  so  ist  auch 
e»f    _     8»f     _   8*f         8'f  _     8'f    _  ^f 

8y8z8y"8yöyöe~8y*8«'    «z^ey.""  8i8y8z  ~  8y8x»' '' '*  ^"     " 
so  tiass 

^'  rrr  z>^  **''  r'^yV4-3  ^^^  r«y^'8»\'    a'f    8y  p_?Y  .  8j_f  rezV 

pj,iiy.*i-  ey»l.8»JT    8yMJz  UxJ.  fiTx^'  8y8z»  8x  VW  "^81»  U  x  J 

8»f8y8^y     ^'f  ö!.y  ?_«  ,  3  »'^  ?y  ?_*^  .  3^*  ^  öjb  8»«      8  f  äV  w  ?J  ^L« 

"^    8y»8i^8x="^    8y8'z8x*8x~^    8"y8z8x8x''^    8z*  8  x  8x«"^8V  8x*"'^8z  8x»* 

Wie  man  hier  weiter  gehen  kann,  ist  wohl  klar;  ebenso,  wie  man  sich 
zu  benehmen  hat,  wenn  man  eine  Funktion  von  mehr  als  zwei  Funktionen 
von  X  hat. 

J>ie  direkte  Uoohnung  nach  den  früheren  ^Regeln  führt  gemeiniglich 
rascher  zum  Ziele. 

So  z.B.  um  y^,  I  **^(  8lt»J  J  ^"  *^"**^*"»  bat  man  (§§.4.  5): 

'  rx'vr^'yVi-2xvr^-^Y-fx'^-yr^yV4-2x»v^*-^^-?- 

^   a8?J  J-^a8x  J  ^^VxbTj  +*"^8T8-x'+-^xl8x  J 

Ux»J  ^^^   rirx*8x»^*^^8^«  8x«^^^  8x  8x»  hi}^^^^  U  x»J 

■^'^  y8-x«8x*  =  ^a8xO  +^"8xl8xÜ  +^^^'8x^8-x'+*  UÜ  "^^^  8x-8x^8x' 

r2x'yr^>Y  +  2x^y^-'^^*' 
^^"^  ^UxV      -        ^8x*8x* 

8  y     8  'y 
Ist  eine  Gleichung  f(x,y)=:0  gegeben  und- man  soll  g^,  ^^i ...  daraus 

be«ttramen,  so  hat  man,  indem  man  diese  Gleichung  nacheinander  mehrmals 
differenzirt  (§.  8) : 

8x^8y'8x*"    ' 

8*f        8^8y  ,  rjM^   .  i'^i8jr-\8y      bJÖ^y^^^ 

8x*"^8x8y  8x.      V8x8y'^8v*8xJ.  8x'^8y  8x*~     ' 

*•**•  8i*^^87'8y8x^8y»l8xJ  ^8y  8x»-"  "•"''•' 

woraus   \~,  ^-^, ...  folgen,  indem  man  zuerst  _-  aus  der  ersten  Gleichung 

8x8  x'  o     »  ox 

bestimmt,  und  d^n  diesen  Werth  m  die  zweite  einsetzt,  u.s.  w.  Im  speziel- 
len Falle  wird  man  durch  direkte  Differenzirung  den  Zweck  eben  so  leicht 
ert'eichen. 

Hat  man  £.  B.  die  Gleichung 


-M* 
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V 


xe*-l-3xsiuy-22'=0, 

y  yöy  öy 

so  folgt  daraüM  e  -+  xe   - — t  3Mny^3xcosy-    —  0: 

•  ex  0  X 


b'y 
4-3xcosy  a   ,  =  0, 

ex' 


oder  2e' J{+»eXH)''*'*''""'^8x  ~^^"*"K»x)'"+  "X^'^'^^^^B'^"'*"'- 
AnmerkuDg.  Aus  dem  bisher  Dargettelften  geht  wohl  sur  Qenttge  herror ,  dassmit 
UtÜfe  der  Regeln ,  die  im  -ersten  Absehnitt  gegeben  wurden ,  die  Bildung  eines  jeden  Difl^ren- 
tialqucüenten  möglich«  ist  und  einem  Anstände  wohl  nicht  unterliegt.  Gewöhnlich  ist  die  di- 
rekte Differenzirung  der  nach  §.12  Tollzogenen  Torzuziehen,  da  sie  natüriich  dasselbe  lUiiil- 
tat  gibt  find  gewiss  leichter  im  Gedichtniss  zu  behalten  ist.  Zur  üebong  wollen  wir  ottn  noch 
einige  Differentialqaotienten  vorlegen.    . 

e^LeiJ  ""  UxJ  8x''bxLvexJ  eyü"'   8xlexU  "^veiJ  ex>^ 

-xy^^n 

Öl    "^'8x    I      "L'Öxöx'  •      VÖx/  Öx^  '  ""  Vbx'7'        ^ex8x»J 


8x 


_8_ 
8x 

8»y  8*y 


8 
8 


I  .re'yA      8x»   .    8-         r        8y\  8x». 

x'l87«J=8^'  r±^''V^=^rJ=^--7ffy 

Bereits  in  §.  3  haben  wir  auf  die  geometrische  Bedeutung  der  UröSbC 

8y 

r-^  aufmerksam  gemacht.    Wir  wollen  hier  nun  noch  einige  verwandte  Unter- 

suchungen  über  Bedeutung  von  Diiferentialquotienten  zufügen. 

L  Sey  y  eine  stetige  Funktion  von  x ,  und  es  nehme^x  um  das  positive 
Jx  zu,  werde  also  zu  x-|-^x,  so  wird  y  zu  y  +  ^y  werden,  und  wenn  nun 
Jy  positiv  ist,  so  hat  y  zugenommen;  ist  dagegen  Jy  negativ,  so  hat  y  ab- 
genommen.    Da  wir  Jx  positiv  voraussetzen ,  so  werden  wir  offenbar  auch 

Jy        .  . 
sagen  können :  Wenn  -p  positiv  ist ,  so  hat  y  zugenomoAen ;  dagegen  abge- 
nommen, wenn  .dieser  Bruch  negativ  ist.  Denken  wir  uns  nun  Jx  sehr  klein, 
so  wird  natürlich  das  Gesagte  ganz  eben  so  gelten,  und  immer  wahr  seyn, 
wie  klein  auch  Jx  seyn  mag.     Da  aber  (§r  1 1 )  « 


Jy     8y 

Jx      8x  ' 

und  a  sehr  klein  i^t,  wenn  Jx  es  ist,  so  wird  fiir  ein  Jx,  das  klein  genug 
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ist,  die  Grösse  -/ dasselbe  Zeichen  haben,  wie  r^,  indem  letztere  Grösse  einen 
bestimmten  endlichen  Werth  hat,  also  schliesslich  immer  gegen  a  iiberwie- 
gen  wird,  wenn  nicht  etwa  für  den  speziellen  Fall  r^  =  0  wäre,  was  wir  nicht 
voraussetzen.  Hieraus  folgt  der  nachstehende  Satz :  Ist  (fflr  einen  bestimm- 
ten Werth  von  x)  ~  positiv,  so  wächst  y  mit  wachsendem  z  und  nimmt  also 

8y 

auch  ab  mit  abnehmendem  x ;  ist  dagegen  ~  negativ ,  so  nimmt  y  ab  mit 
wachsendem  x,  nimmt  also  zu  mit  abnehmendem  x. 

Da  z, B. -^ — =:cosx,  und  cosx  positiv  ist  von  x  =:0  bis  x  =  -«  ,  x  =  -;r  w  bis 

OZ  •  ^  .      Ja  . 

n  3ir . 

2]r,  aber  negaliv  von  x=-2~  bis  x  =  ^  :  *o  wird  also  sinx  wachsen  von  x=?0  bis 

fl  3  if  3c 

x=  2"  '>nd  x=:-2  ^  bis  x  =  2ff,  dag(»gon  abnehmen  von  xziz-ö  bis  xz=:-^-. 


Da  ja  auch 


ox 


und  f&r  ein  sehr  kleines  Ja  auch  a  schon  sehr  klein  ist,  so  schliesst  man 
hieraus  leicht  noch,  dass  y  um  6o  bedeutender  sich  ändern  wird,  je  grösser 

der  Werth  von  ^  ist 

ox 

8y 
Matfirlich  wird  man  ebenso  auch  sagen  können,  dass  r-^  mit  wachsendem 

0  X 

X  zu-  oder  abnehme,  wenn  ~  pojsitiv  oder  negativ  ist;  dessgleichen  g-^mit 

8'y 
solchem  x  zu-  oder  abnehme,  wenn  r-^  positiv  oder  negativ  ist,  u.  s.  w. 

n.  Seyen  f(x),  F(x)  zwei  stetige  Funktionen  von  x,  die  beide  Mull 
smd  för  x  =  0;  sey  femer  von  x=  0  bis  x  =  h  die  Grösse  F'(x)  immer  vof^ 
demselben  Zeichen,  also  immer  positiv  oder  immer  negativ;  endlieh  seyen 

A  nnd  B  bezüglich  der  grösste  und  kleinste  Werth ,  den  der  Bruch  =7~-r  an- 
nimmt, wenn  man  x  von  0  bis  h  gehen  lässt,  wobei  wir  A  und  B  als  endliche 
Werthe  voraussetzen  wollen ,  so  hat  man  also  f&r  alle  diese  Werthe  von  x : 

so  dass  da  F'(x)  für  alle  diese  Werthe  dasselbe  Zeichen  hat,  von  den  Grössen 

F'(x)  [jr|-J~A]=  «•  W- Ar(x)  und  F'(x)  f  J-^J-ßJ^f  (x)^BF;(x) 

immer  jede  für  sich  dasselbe  Zeichen  beibehalten  wird ,  jede  aber  ein  ande- 
res, so  dass  inuner  von  x=^0  bis  x  =  h  entweder: 

f(x)— AF'(x)>0  nnd  r(x)  — BF'(x)<0.  oder  f'(x)  — AP<x)<0  ondr(x)— BF'(x)>0. 

Da  aber 

P(x)-AF'(x)  =  ^-^  [f(x)  -  AF(x)].  f'(x)-BF'(x)=~  [f(x)-  BF(x)]. 

80  werden  also  nach  Kr.  I  die  Grössen  f(x)  — AF(x),  f(x)  —  BF(x)  so 
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beschaffet)  seyn ,  dass  die  eine  beständig  wächst,  die  andere  beständig  ab- 
nimmt von  x  =  0  bis  x  =  h.  Da  für  x  =  0  beide  Kidl  »ind,  indem  f(x), 
F(x)  es- sind,  -so  wird  also  die  eine  immer  positiv,  die  andere  immer  negativ 
seyn,  d.  h.  die  Grössen 

f(x)-AF(xj,  f(x  —  BF(x) 

haben  immer  verschiedenes  Zeichen  von  x  =  0  bis  x=:^h.  Da  F^(x)  inuner 
von  demselben  'Zeichen  bleibt,  so  wird  F(x)  nur  beständig  za-  oder  abneh- 
men, also  d*  F(0)=0,  von  x^rrO  bis  x  =  h  immer  dasselbe  Zeichen  haben, 

so  dass  attch  von  den  Grössen 

f(x)~Ar(x)_f(x)  f(x)~BP(x)     f(x) 

F(x)  F(x)  FU)  F(x) 

immer  jede  dxtsselbe  Zeichen  beibehalten  wird,  die  eine  immer  negativ,  die 

andere  immer  positiv.    Also  liegt  auch  ^.'r  von  x  =  0  bis  x==h  zwischen  A 

ffh)  ^^' 

und  H,  <].  h.  auch  =^  liegt  zmschen  A  und  B.     Da  A  und  B  die  äussersten 

f  (x) 

Werthe  von  -  ^     sind,  so  wird  eine  jede  Grösse,  die  zwischen  AundB  liegt, 

f  (x) 
als  ein  Werth  von  ^  t  angesehen  werden  können  für  einen  Werth  von  x,  der 

zwisclien  0  und  h  ist.  *       Daraus  folgt,  dass  man  setzen  dürfe: 

f(h)      f  (hi>  .  .    i,       n       .  k  V  1 

F(h)  =  ¥^J  ^'  ^^'^^^"^  ^  """"^  ^-  ^""^ 

Diese  Gleichung  setzt  voraus,  dass  f(x)  und  F(x)  endlich  seyen  von 
X  ==::  0  bi»  X  ~  h ;  dass  F  (0)  =  0 ,  f  (0)  =  0 ;  F'  (x)  immer  dasselbe  Zeichen 

habe  von  x  =  0  bis  x  =  h  und  — )  ^  endlich  bleibe  von  x  =  0  bis  x  =  h. 

F'(x) 

Damit  wäre  der  Fall,  dassF'(0)  =  0  wäre,  scheinbar  ausgescUossen. 

Ist  aber  dann  auch  zugleich  r(0)  =  0,  so  ist  -—  .  fiirx^^O  desswegen  nicht 

uneudlich,  so  dass  also  der  Fall  F'(0)=:::0,  P(0)  =  0  immer  noch  zur  For- 
mA  (a)  führt. 

Gesetzt  nun,  es  seyen  f(x),  f  (x),  P'(x),...,  f  (x)  Kuli   für   x  =  0; 

dcssgleichen  auch  F(x),  F'(x),...,  F  (x);  es  behalte  femer  F      (x)     vpn 

f°"^*  (x) 
X  =  0  bis  X  =  h  dasselbe  Zeichen  und  sey      xr"  endlich  von  x  =  0  bis  x  =  h, 

'       *    .  ^      (^> 

so  wird  F  (x)  von  x  =  0  bis  x  =  h  beständig  wachsen  oder  abnehmen,  also 

n  n 

da  F  (0)  =  0,  so  wird  F  (x)  von  x  =  0  bis  x  =  h  immer  dasselbe  Zeichen 

haben  (N.I);  dessgleichen  nun  auch  F  (x),. . .,  F(x).  Man  hat  also,  ge- 
mäss (a),  wie  man  leicht  übersieht: 

l^  __  r_(h»)     n^t)      fjh,)     flCt.)  _  lÜl'a)  ^    (  n)  ^  *:       ( VO   ^ 

'        F(h)      F'(hJ-   F'(h;)      F-m)'   F"(h,)      F^h,) ^F^h^      F^^Vh       ^' 

r(x) 

*  Denkt  man  sich  in  — r-r  die  Grösse  x  stetig  von  0  bis  h  fortschreitend ,  so  wird  dieser 

Bruch,  der  stetig  ist,  alle  möglichen  Werthe  zwischen  A  und  B  annehmen.  Jeder  Zahlwerth 
C.  zwischen  A  und  B,  wird  demnach  einer  der  Werthe  jenes  Bruchs  seyn  können. 


AbleituDg  der  Gleichung  F  (z  -f  h)  —  ^  (s)  -^  b  F  (x  -|-  O  h ).  4  ] 

wo  li|  zwischen  0  und  h ;  b,  z>^ischen  0  und  hj  ;  — ,  h^ ,  ^  zwischen  0  und 

h^  Hegt,  mithin  jede  der  Grössen  hi ,  h, , ,  h  .  ^  auch  zwischen  0  und  h. 

Daraus  folgt  also 

f  (h)       f         (h')     ,,       .     ,       ^       ^  ^ 

-7 -^  =  — lT—  »  ^  «wischen  0  und  h.  (A) 

Diese  Gleichung  setzt  voraus ,  dass  f  (0)  =  f  (0)  =  P'CO)  = . . .  ^  f  <0) 
=  F(0)  =  F(0)=^  ...  =  fVO)  =  0;  dass  F^\x)  von  x==0  bis  x=ih  im- 
mer dasselbe  Zeichen  habe;  dass  nicht  F      (0)  =  0  wenn  nicht  auch  f"    (O) 

=  0 ;  di^ßs  endlich  -  r —  stetig  sey  von  x  =  0  bis  x  =h ,  eben  so  -- — , . , . , 

f'^^Vx)  _  F^(x) 

rSVFfS*     ^*  übrigens  die  Grössen  f"(x),  f"    (x),  .  ...,    F(x)  sämmtlich 
nicht  Null  werden  zwischen  x^^^O  und  x  =  h^  mit  Ausnahme  des  Werlhes 

■  • 

X  =  0 ,  für  den  aber  auch  f'(x) , •,  P  (x) ,  f (x)  Null  sind ,  so  wird,  diese 

letzte  Bedingung  erfüllt  seyn,  wenn  nur  die  Zähler  nicht  unendlich  werden. 

m.  Sey  F'(x)  endlich,  wenn  man  x  alle  Werthe,  von  x  —  z  bis  x  =  z 
+  h  beilegt,  so  ist,  wenn  Jx  dieselbe  Bedeutung  wie  früher,  hat 

F(x+Jx)-F(x)  =  F'(x)Jx-taJx(8.  11). 

WO  a  mit  unendlich  klein  werdendem  Jx  selbst  unendlich  klein  wird.     Sey 

h  *  .        ' 

nun  ^x  =  --,  also  h  =  n-^x,  so  ist  hieraus,  indem  man  nach  einjinder  x  =  z, 
i-\-Jx,  z-\-2Jx ,  z-|-(n  —  l)-^x  setzt: 

F(z-|-^fx)--F(z)=^:F'(x).  Jx+Äj  Jx, 
F(x+2Jx)— F(z-I-Jx)^  F'Cz-l- J?).-^x-to,  Jx. 
T(x-|-3Jx)  — F(z-b2Jx»  _-F'(z-t-2Jx)  Jx  -fo,  Jx. 


F(z-|-n  Jx)  -F(z  +  n— 1  Jx)  _  F'(z-h»i—  1  Jx)/1x  r«  ^x» 

0 

worin  die  Grössen  a^,  a,,...,  a^  sämmtlicli  unendlich  klein  werden,  we^ 
Jx  es  ist  Addirt  man  nun  diese  Gleichungen  und  beachtet,  dass  n^x  =  b, 
80  hat  man 

*      F(i-fh)-F(x)^Jx[F'(fl-hF'(z4-Jx)  +  F'(z-f2Jx)  +  ....-hF'(z  +  »»~Jx)J 

-f  Jx  [«4 -f- o, -r . . . . -r  «  ] , 

oder  da  Jx  —  — : 
n 

F(i-Hi)-F(z)=~[^F'(z)  +  F'  ^z+  ^  )-f..-HF'(^z-hh-~)]+-||K-|-«,-r-.4-«J- 

Lftsst  man  hier  n  immer  grösser  werden,  so  werden  /r, ,  %,..•,  \  im- 
mer kleiner,  weil  Jx  es  wird;  was  femer  die  Summe  «i  +«2  +•  •  •  +«„ an- 
belangt, so  ist  sie  sicherlich  kleiner  als  nct^,  wenn  a^  die  grösste  der  einzel- 
nen Grössen  a, , .  .,a   ist,  und  grösser  als  na^,  wenn  «^   die   kleinste   ist. 

Demnach  ist  («i -fai-f  •  •   .-h«  )  ^".  "' 

n  n    ^ho^, 

Qod  da  mit  zunehmendem  n  die  beiden  Grössen  hrr  ,  hre  fortwährend  abneh- 
men,  so  wird  also 
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Gr.    -   («1  ^^  o,  -t-  . . . .  -|-  o  )  =  0 
n  B 

seyn ,  wenn  das  Zeichen  Gr.  sich  auf  ein  unendlich  zunelunendes  n  bezieht 
(§.  2.  III).     Daraus  folgt  von  selbst : 

Gr.^[F(«)+F'fi^~)  +  .,.  +  F'(«+li--  J)J=F(z+h)-FW.     1(24^ 
d.  h.  Gr.  Jx[F'(i)+r(z+J3i)+F(t+2  JxH-. ..  +F'(x+h  -  Ji)]=¥(z+h)^F(%)} 

Was  aber  die  erste  Seite  der  Gleichung  (24)  anbelangt,  so  lässt  sich 
dieselbe  noch  etwas  anders  ausdrücken.     Die  Grössen  F'(z),  F'  fz-\ — |, 

...,  F'f  2+h —  -  J  werden,  wenn  n  sehr  gross  ist,  die  Werthe  von  F'(x) 

vorstellen,  die  man  erhält,  wenn  man  x  von  z  bis  z4~h,  mit  Ausschluss  des 
letzten  Werthes,  gehen  lässt.  Je  grösser  n  ist,  desto  weniger  werden  zwei 
unmittelbar  aufeinander  folgende  Werthe  sich  unterscheiden,  und  man  kann 
somit  n  sich  immer  gross  genug  denken,  damit  dieser  Unterschied  beliebig 
klein  sey.     Die'  Grösse 

liegt  nun  immer  ihrem  Werthe  nach  zwischen  der  grössten  und  kleinsten  der 

Grössen  F'(z) ,  F'lz+h J,  ♦  d.  h.  zwischen   dem  grössten  und 

kleinsten  der  Werthe,  die  F'(x)  annimmt,  wenn  x  von  z  bis  z+h  geht.  So- 
mit kann  dieselbe  einem  dieser  Zwischenwerthe ,  den  man  aligemein  dmrch 
F'(z  +  0h)  bezeichnen  kann,  wo  S  eine  Grösse  ist,  deren  Werth  zwischen 
0  und  1  liegt,  gleich  gesetzt  werden,  so  dass 

F(z+h)-F(i)=hF'(z-t-eh),  (25) 

worih  skiso  nur  vorausgesetzt  ist,  dass  F'(x)  nicht  unstetig  werde,  wenn  x 
geht  von  z  bis  z-^h«  Dieser  Satz  lässt  sich  übrigens  leicht  aus  der  Glei- 
chung^(a)  in  Nr.  IL  ableiten.  Setzt  man  dort  F(x)  =  x,  so  ist  F'(x)  =  l 
und  behält  immer  dasselbe  Zeichen,  so  dass 

oder  da  hj  zwischen  0  und  h,  also  =0h:  •  •      < 

f(h)  =  hf  (eil).    "^ 

Setzt  man  hier  f(h)  =  F(z+li)  — F(2), 

öo  ist  f(h)  Kuli  für  hr=:0,  und  f  (h)  =  F'(z4-IO,  r(Öh)  =:: ^'(z+Öh), 
woraus  dann  sofort  (25)  folgt. 

IV.  Sey  AB  eine  beliebige  krumme  Linie  (Fig.  2),  deren , Gleichung 
ftir  rechtwinklige  Roordinatenaxen  man  kenne;  MN  die  zur  Abszisse  OM  =  a 
gehörige  Ordinate,  eben  so  PQ  die  zu  OP  =  x  gehörige  Ordinate  y,  die 
Fläche  MNQP  =  u,  so  wird  u  eine  Funktion  vonxseyn,  da  sicher  diese  Grösse 
sich  ändert,  wenn  x  sich  ändert.  Sey  also  PP'  =  Jx^  mithin  MNQ'P'=:u-{-^u, 


•  Da  nttmlich  F'<z)+ •   --t-F'!  z+h i  kleiner  ist,  als  das  nfüche  der  gröbsten. 

und  grösser  ist  als  das  nfacbe  der  kleinsten  dieser  Grössen. 


biftereutiatquotient  det  ßogens  eiHet  Kurve. 


4? 


Ah.  PPQ'Q^^u,  und 


man  soll  r-       ermittehh 


F 


Mi/.  2. 


P 


Pi»' 


Man  wird  offenbar  Jx  immer  klein  genug  änneh-* 

men  können,  so  dass  die  krumme  Linie  zwischen 

Q  and  Q'.  nur  steigt  oder  nur  fällt  (d.  li.  dass  die 

Ordinaten  zwischen PQ  und  P^Q'  alle  wachsen,  oder 

alle  abnehmen).     Zieht  man  nun  QS,  Q'R  parallel 

mit  der  Abssissenaxe  OP,  so  wird  das  Rechteck^ 

PP^QIi  grösser  seyn  als  ^u,  während  PP'SQ  kleiner  ist  als  Ju.     (Würde 

die  Kurve  zwischen  Q  und  Q'  fallen,  ^o  wäre  das  Umgekehrte  richtig;  wie 

man  aber  leicht  sieht,  ergibt  dies  dasselbe  Resultat).  Da  nun  P^Q'=y-|-^y, 

so  ist  das  Rechteck  PPS^^y^x,  PP'Q'R~(y-f -^y)zix,  so  dass  also 

JvL  enthalten  ist  zwischen  ydx  und  (y4''^y)^x>  mithin  ^  zwischen  y  und 

y-f-^y«  Lässt  man  nun  Jx  unbegränzt  abnehmen,  so  wird  auch  Jy  unend- 
lich abnehmen,  so  .dass  y  und  y-j-^^y  mehr  und  mehr  sich  nähern.     Daraus 

folgt  (§•  2.  III),  dass  Gr.  ^  =  y ,  d.  h. 

=  y  (a  vachsend  tnit  z  und  y^O). 


8x 


8ii 


Fig.S, 


n 


/i 


£ 


y 


r 


i: 


Da  (§.  11)        ^u  =  ^-Jx+aJx=:yJx+aJx 
^•^  ox« 

und  a  mit  unendlich  kleinem  ^x  selbst  verschwindend  klein  wird,  so  ki^nn 
man  auch  sagen,  das^  für  ein  unendlich  kleines  Ja  dasFiächenstückPPQ'Q 
ab  ein  Rechteck  von  dei^rundlinie  Ja  und  der  Höhe  y  anzusehen  sey.  Wir 
werdeD  später  ein  solches  (unendlich  kleines)  Plächenstück  ein  Element 
der  Fläche  nennen. 

V.  Sey  FG(Fig.3)  eine  beliebige  Kurve,  OQ==x, 
QM  =  y,  QR=^x,  RN  =  y+^y,  ferner  der  Bogen 
FM,  von  dem  (beliebigen)  Punkte  F  aus  gezählt,  gleich 
8,  so  ist  8  eine  Funktion  von  x,  also  M]S  =  ^s.  Man 
ziehe  nun  die  Sehne  MN ,  und  denke  sich  an  den  Punk- 
ten M  und  N  die  berührenden  Geraden  MD,  DN  an  die 
Knrve  gezogen.  Da  man  Ja  immer  klein  genug  wird 
annehmen  können,  dass  der  Bogen  MN  seine  erliabene  Seite  immer  nach  der- 
selben Richtung  hin  wendet,  so  ist  die  Summe  der  Geraden  MD-j-DN  grös- 
ser als  der  Bogen. MN,  während  letzterer  grösser  ist  als  die  Sehne  MN, 
wie  man  in  der  Elementargeometrie  beweist  (vergl.  etwa  Legendre,  Geome- 
trie ,  Buch  IV,  Satz  IX). 

Abo  ist  MD  H- D^>  Bog.  M^>  Sehne  MK. 

w««.!.-*  MD  +  DN       Bog.MN 

^^  Sehn©  MN-^  Sehne  MK^ 

Je  näher  aber  N  und  M  zusammenrücken ,  desto  mehr  fallen  MD  und 
DN  zusammen,  und  wird  auch  MN  desto  mehr  sich  MD  nähern  (§.3),  also 

wird  Gr.  g^ü^iijj  =  1  >  woraus  folgt  (§.  2.  III),  dass  auch 


^V'+G9' 


emem 
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Büg.MN 
'*  Sehne MN"^    '  _  _ 

Nun  istSelmcMK  =  VSnP'Ti'N''*  =  VT^»)'*TM^^^ 

Memi  wir  //x  positiv  voraussetzen;  ferner  MK=^-^»,  wenn  wir,  wie  in  dep 
Figur,  annehmen,  es  wachse  s  mit  x.     Demnach 

Gr.   rrm- -^~1 ,  Gr. 7~--^ ^^- - --  ^  I,  7^-  ^  =  1  . 

Würde  s  abnehmen  mit  wachsendem  x,  oder,  was  dasselbe  ist,  s  zu- 
nehmen  mit  abnehmendem  x,  so  wäre   .    negativ,  und  eben  so  —     (N,  L), 

mithm  hätte  man  ^  =  —  ^^  '  "*"  (  B  ^  J  '  "^^  *^*^  ^^^^ 

in  welcher  Formel  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  s  mit  x  wächst,  das  untere' 
im^  entgegengesetzen  Falle.    Für  unsere  Fignr,  wenn  s  von  F  aus  gerechnet 
wird,  gilt  das  obere  Zeichen  von  F  bis  A,  und  Rbis  G,  dagegen  das  untere 
von  A  bis  B.    Würde  man  s  von  G  aus  rechnen ,  so  gälte  das  obere  Zeichen 
von  B  bis  A,  das  untere  von  G  bis  B  und  von.A  bis  F. 

Es  folgt  hieraus ,  dass  für  ein  unendlich  kleihes  Jx  mau  das  Dreieck, 
gebildet  vonMP  =  ^x,  PN=:^y  und  Bog.  MN  =  /^s  als  geradlinig  ansehen 

darf;  denn  alsdann.folgt  Js'^.Jx'  +  Jy\  f^^y=\-\-f^^^y,    Q'^ 

=  1  -f  feQ  »  ^as  ja  richtig  ist, 

VI.  'Sey  AM  (Fig.  4)  eine  beliebige  Kurve ,  welche  auf  Polarkoordinä- 
^ff'  4.  ten  bezogen  sey;  Ö  der  Pol,  OA  die  Polarax'e.     OB 

i  -     •   M'     ^^y  ^'"  bestimmter  Fahrstrahl ,  MO  =^  r  ein  zweiter, 

'  ^^-      ^^^  ^^^  WMnkeIMOA=^«  gehöre;   u  sey  der  Aus- 

'  ^J^/     schnitt  BOM.  Lässt  man  ia  um  MON  ^-^  J(o  wachsen, 

!*  ^    "^       ^  .     so  nimmt  ü  um  den  Ausschnitt  MOK==//u  zu,  und 

:*c.<^^Mlll       _v       man  wird  wieder^«  klein  genug  nehmen  können,  da- 

mit  zwischen  M  und  N  die  Fahrstrahlen  beständig  zn- 
oder  abnehmen.     (Für  unsere  Figur  hat  das  Letztere  Statt.)     Man  ziehe 
alsdann  mit  den  Halbmessern  OM=r  und  OK:r:^r-f //r  um  0  die  Kreis-, 
bögen  MM',  NN',  deren  Längen  also  r^/«,  ix-\-Jx)JiA  seyn  werden,  so  ist 
Ju  enthalten  zwischen  den  Kreisausschnitten  MOM',  NON',  deren  Flächen 

sind    '^!^,  ^I±4')üf?i,  d.h.4^  ist  enthalten  zwbchen-J  und  ^^-^-=|' 

.|_r^r-(-U//r)*.     Lässt  man  //w  unendlich  klein  werden,  so  werden  auch 
xAx^  \XJx)^  es  werden,  mithin  wird  man  wie  in  IV  haben: 


/1 

A    ' 


^        \ 


i 


.1   j    
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-—  =  Ar'  (u  wachsend  mit  »). 

Ott 

Man  kann  also  hier  sagen,  dass  das  unendlich  kleine  Element  MON  als 
Kreisausschnitt  anzustehen  sey. 

VII.   Die  krumme  Linie  NQ  (Fig.  5)  drehe  Fi^.5. 

sich  mn  die"  Abszissenaxe  OP  und  es  beschreibe  ^  ^ ^C^ 

dadurch  die  Fläche  MPQN  einen  Körper,  dessen    |  '^ 

Inhalt  =^v  sey;  sey  ferner  OP  =  x,  so  wird>  da   '^     ^^- 

MN  fest  ist,  V  eine  Funktion  von  x  seyn.   Sey  PF' 

-^x,  so  wird  die  Fläche  PQPQ'^  das  Körperst«ck 

J\  beschreiben ,  und  dasselbe  ist  imnter  zwischen 

den  zwei  von  PPQS  und  PPHQ'  beschriebenen 

Zylindern  enthalten ,  deren  Inhalte  sind  y^nJx  und  (y-\-JyynJx;  mithin 

ist  2~  enthalten  zwischen  y*7r  und  (y  +  ^/y)'^,   und  da  mit  unendlich,  ab- 

nehmcfndem  ^x,  also  auch  solchem  Jy,  diese  letzeren  Grössen  sich  unbe- 
gränzt  nähern ,  so  ist  (§.  2.  III) : 

—  =  ity*  (v  wachsend  mit  x).- 
ex 

WO  y  die  zu  x  gehörige  Ordinate  der  beschreibenden  krummen  Linierst    '^ 

YIII.  Dieselbe  Kurve  beschreibt  bei  der  Drehung  eine  krumme  Ober- 
fläche und  sey  z  der  Inhalt  der  von  MQ  beschriebenen  Oberfläche,  so  wird 
z  eine  Funktion  von  x  und  Jz  die  von  QQ^  beschriebene  Oberfläche  .^eyn. 
Zieht  man  die  Sehne  QQ^  =  V(Jx)^'-^(Jy)^^  so  ist  die  von  ihr  beschrie- 
bene Oberfläche.  (Mantel  eines  abgekürzten  Kegels,  dessen  Halbmesser  y 
und  y-|- it/y  sind)  gleich 

2(y-\'iAy)ity(/lxr"\-(Jy)\ 

Ist  s  der  Bogen  NQ,  also  Js  der  Bogen  QQ^  so  werden  ^s  und  die 
Sehne  QQ'  fticb  mehr  und  mehr  nähern,  also  auch  die  von  ihnen  beschriebe- 
nen Oberflächen ,  oder  mit  andern  Worten ,  es  ist 

'  2  (y  +  i  Jy)  jf  V  (^)* -h  ("-ä'yp 

Jz 

d.  h.  Gr. ^"^    •         ^irrrr--  =  ±  1  , 

worin  das  Zeichen  immer  gemäss  den  Unterscheidungen  in  Nr.  I  zu  wählen  ist. 

IX.  Denken  wir  uns  einen  Körper  geradlinig  und  gleichförmig  bewegt, 

80  heisst  man  den  in  der  Zeiteinheit  (gewöhnlich  eine  Sekunde)  zurückgeleg- 

ten  Weg  die  Geschwindigkeit  desselben, ♦   Gesetzt  nun  aber,  der  gerad- 

*  Ist  also  z  der  in  der  Zeit  t  xurückgelegte  Weg,  ▼  die  Geschwindigkeit,  so  hat  man 

x  =  Tt,  woraus  auch  T=:  ^. 

t 
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linig  bewegte  Körper  bewege  sich  ungleichförmig,  so  wird  man  unter  Ge- 
schwindigkeit desselben  in  einem  bestimmten  Zeitmomente  den  Weg  ver- 
stehen ,  den  er  in  der  darauf  folgenden  Zeiteinheit  zurücklegen  würde ,  wemi 
er  sich  während  derselben  genau  eben  so  bewegen  wurde,  wie  er  sich  io  dem 
betreffenden  Augenblicke^  bewegt.  Sey  also  AM  (Fig.  6)  der  Weg  x ,  den 
Fig.e:  der  Köiper  in  der  Zeit  t  zurückgelegt  hat,  so  wird  x 

j  jtf  y  eine  Funktion  von  t  seyn;  sey  weiter  MN  der  Weg  ^x, 

den  der  Körper  in  der  darauf  folgenden  Zeit  Jt  zurücklegen  wird.  Die  (so 
eben  näher  erklärte)  Gesch\(indigkeit  des  Körpers  in  M  sey  v,  also  da  v  eine 
Funktion  von  t  seyn  wird,  \-^J\  die  Geschwindigkeit  in  N  nach  der  Zeit 
t-j-'^t;  man  wird  alsdann  Jt  immer  klein  genug  annehmen  können,  damit 
die  Geschwindigkeit  v,  die  sich  ändert,  während  dieser  Zeit  beständig  wachse 
oder  abnehme.  Es  finde  nun  zunächst  das  Erstere  Statt,  d.  h.  v  wachse 
während  der  Zeit  Ji;  alsdann  ist  sicher  MN  oder  J\  >  v^it,  da  ydi  der 
Weg  wäre,  den  der  Körper  in  der  Zeit  Jt  zurücklegen  würde,  Irena  die  Ge- 
schwindigkeit V  bliebe;  eben  so  ist  Jx<i{y'\'J\)/li.     Daraus  folgt,  dass 

-^  immer  zwischen  v  und  v-f-  ^v  enthalten  ist,  und  da  diese  beiden  Grössen 

sich  unbegränzt  nähern,  wenn  Ji  (also  auch  J\)  nnbegränzt  abnimmt,  ibo 

hat  man  ^  =  irr» 

ot 

so  dass  alsor-  die  gesuchte  Geschwindigkeit  ausdrückt.     Würde  v  während 

der  Zeit  Ji  beständig  abnehmen,  so  wäre  ^x<  v<^t  und  >(v-f-^v)-^t, 

so  dass  wieder  -j  zwischen  v  und  \-\-Jk  läge,  und  man  dasselbe  Resultat 

erhielte. 

X.  Ein  Körper,  auf  den  eine  sich  immer  gleich  bleibende  Kraft  fort- 
während in  derselben  Richtung  wirkt,  bew^t  sich  geradlinig  und  ^o,  dass  in 
gleichen  Zeiten  die  Geschwindigkeit  um  gleich  viel  vermehrt  wird ,  wenn  die 
Kraft  fördernd  auf  die  Bewegung  wirkt,  oder  um  gleich  viel  abnimmt,  wenn 
sie  der  Bewegung  hemmend  entgegenwirkt.  Diese  Aenderung  ist  überdies 
der  wirkenden  Kraft  proportional.  Gesetzt  nun  eine  mit  der  Zeit  veränder- 
liche Kraft  wirke  auf  einen  Körper  in  immer  derselben  Richtung  ein  und  sey 
X  der  in  der  Zeit  t  zurückgelegte  Weg ,  V  die  am  Ende  desselben  erlangte 
Geschwindigkeit,  also  J\  der  in  der  Zeit  ^t  zurückgelegte  Weg ,  v-f-^v 
die  nach  der  Zeit  t-{-Jt  erlangte  Geschwindigkeit;  femer  sey  g>  die  am 
Ende  der  Zeit  t  wirksame  Kraft,  also  ip-{-Jg>  die  zur  Zeit  t-f  ^t,  p  das 
Gewicht  des  Körpers.  Man  wird  nun  wieder  Jt  klein  genug  annehmen  kön- 
nen, dass  qi  während  der  Zeit  ^t/t  immer  wächst,  oder  immer  abnimmt.  Hat 
zunächst  Ersteres  Statt,  so  wkd/iv  grösser  seyn,  als  die  durch  eine  y>  gleich 
bleibende  Kraft  während  Jt  hervorgerufene  Zunahme  der  Geschwindigkeit, 
und  kleiner  als  die  durch  g>'^'Jg>  während  Jt  hervorgebrachte.  Was  nun 
die  eine  oder  andere  anbelangt,  so  weiss  man,  dass  der  Körper,  wenn  er 
unter  dem  Einflüsse  seines  eigenen  Gewichts  p  (beim  freien  Falle)  steht,  in 


jeder  Sekande  seine  Geschwindigkeit  um  g(=^J9 '80896 met res)  vermehrt,  also 
in  der  Zeit  Jt  am  g  J^t,  und  man  wörde  also  die  durch ^  henorgehrariite 
Aenderung  z  finden  aiis 

eben  so  diedorch(gp-(-^y  hervorgebrachte  Aenderung  ^^^^^^^^^ — ,sodassatso 

^.  immer  ^.wisclien  ^und --  **  liegt.    Da  mit  unendlich  abnehmendem 

Jt  uui^h  J^  unendlich  abnimmt,  so  folgt  hieraus 

et"  p  •  ^     g  8t' 

and  da  (nach  IX)  v  =  -- ,  so  Ist  auch 

^       g    8t>- 

Man  sieht  leicht,  dass  dasselbe  Resultat  noch  gilt»  wenn  die  Kraft  foit- 
während  abnimmt. 

XI.  Man  soll  einen  Kreis  durch  drei  unendlich  nahe  Punkte  einer  ebenen 
krammen  Linie  legen.  Seyen  r,  ß  die  Koordinaten  des  Mittelpnnkts  dessel- 
ben, ^  sein  Halbmesser,  so  dass  seine  Gleichung  ist 

and  seyen  ferner  x,y;  x',y';  x",y"  die  Koordinaten  der  drei  Punkte,  durch 
welche  derselbe  gehen  soll,  so  mnss  also 

seyn ,  aus  welchen  Gleichungen  a,  ß,  q  zu  bestimmen  sind.  Zugleich  liegen 
die  drei  Punkte  in  einer  gegebenen  Kurve,  deren  Gleichung  man  kennt,  und 
welcher  also  die  Koordinaten  jener  Punkte  genügen  müssen.  Es  ist  also  y 
eine  Funktion  von  x,  y^  dieselbe  Funktion  von  jf,  und  eben  so  y^^  von  x^'; 
istfemer  x'=x-(-ifx,  x"  =  x+2^x,  so  muss  Jx  unendlich  klein  seyn, 
and  wenn  nun  (x— a)'+(y— j9)'— (»'  =  X,  so  ist  (x'— a)'+(y'  — /?)' 
—  ^'  =  X'  das,  was  aus  X  folgte  indem  man  x  in  x-f-^^x  übergehen  lässt, 
während  y  eine  Funktion  von  x  ist,  gegeben  durch  die  Gleichung  der  Kurve; 
ebenso  (x" — «)*+(y"  — /^)* — ^'=X"  das,  was  aus  dem  nunmehrigen 
X'  hervorgeht,  indem  man  nochmals  x  in  x-{-J\  übergehen  lässt. 

Alsbbatmaii  X  =  0,  X'  =  0,  X"  =  0, 

^      ^    X'  — X     ^    X"      2X'-|-X     ^ 
vorsosaach  X  =  0,  — ^ — =0,  .  ^  ^    ' — =0, 

and  wenn  man  hier  /ix  unendlich  klein  werden  lässt  (§.11): 

^     ^    8X     ^    8»X     ^ 

d.h.      (x~«)'+(y~^)'  =  p^  x-«  +  (y-Ä^|=0.  l+(?|)V(y-Ä)^.  =  0.. 

wo  y,g^.  g-i  als  Funktionen  von  x  aus  der  Gleichung  der  gegebenen  Kurve 
folgen.     Hieraus : 

*  v,z  und  g  lind  in  demselben  Maasse  auszudrücken:  eben  so  9  und  p;  t  in  Sekunden. 
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8x'  öi»  bx* 

Der  Kreis ,  dessen  Mittelpunkt  und  Halbmesser  hiednrch  bestimmt  sind, 
lieisst  der.Krümmungskreis  der  Kurve  in  dem  Punkte,  dessen  Koordina- 
ten X,  y  sind.  Er  ist  also  derjenige  Kreis ,  dem  sich  die  durch  drei  Punkte, 
der  Kurve  gelegten  Kreise  immer  mehr  nähern,  wenn  diese  dtei  Punkte  selbst 
immer  imher  zusammenrücken.  Er  misst  offenbar  die  Krümmung  der  Kurve 
in  dem  betreffenden  Punkte,  und  es  wird  dieselbe  desto  bedeutender  seyn,  je 
kleiner  q  ist. 

Für  eine  Ellipse  etwa  wäre  b^x^-f-a'y*  =  a'b',  woraus  b'x-}-a'y  ^  =^  0, 
8y  b»r     8*y  b»(aV+bV)  aV     •      b* 


8x         .a*y*    8x»  a*y'  a*y  aV 


Q  = 


b*  "        aV 

welche  Fonnel  für  jeden  Punkt  der  Ellipse  den  Krttnimungshalbmesser  gibt.     Im 

.   b» 
Scheitel  der  grossen  Axe  ist  x  =  a,  y  =  0,  also  dann  (>  =  — ;  im  Scheitel  der  klei- 

a 

a*     ' 
nen  Axe  aber  y  ~ b,  X  =r  0,  also  ß  r=  — 


§.  14. 
Es  kann  si^h  ereignen,  dass,  nachdem  y  ak  Funktion  von  x  angesehen 
worden,  man  es  zweckmässiger  findet,  statt  x  eine  andere  unabhängig  Verän- 
derliche u  einzuföbren,  von  der  x  selbst  abhängt,  oder  als  abhängig  anzu- 
sehen ist     Da  nun  (§.  5) 

Öu~8x8u-***%x"8T' 

8a 

SO  folgt  also ,  dass  man  r^  verde  ersetzen  durch  den  ihm  gleichen  Werth 

— ,  in  dem  blos  Differentialquotienten  nach  u  vorkommen.    Ist  überhaupt  ^ 

du 

irgend  eine  von  x ,  also  auch  von  u  abhängige  Grösse ,  so  ist  hiernach 

8^   _8ja 

ix~b_x 

8u 

Also  Auch ,  wenn  gr=  ^^ -. 

^        8  X 
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8*y  _  8qV8x/ _8  ji 8u  ea*'^8"a*8"ä 

8x*~"       8^        ~         8x  -  n^Y    ~^**^'^'^' 

8n  8u  V8uJ- 

8'y 
80  dass  r- -,  durch  diese  letztere  GröBse  zti  ersetzen  ist.     Eben  so  • 

8  I  8q8Q^      eu'8q  | 


'8u           fbty  (?iV^-3-  -^4-3^/®**y-^-??y^^ 

jV_^  röV^_  Vbu/ _V8q/  8tt»      '  8n8Q*8Q*  *"  8n\8uV       8u8u8a* 


i'x' 

Mao  sieht  leicht,    dass  man  diese  Umformungen  in  folgender  Weise 

andeuten  kann:  ^^o""' 

8y  Ö  fey^  ö  i^e^y^  -^rL—Yj 

8y_8u  8V_8;^8_xJ   8^y_  enV8x'J  ^ ^^^  ^"L   1_ 

8x~8V8x'~     .8^       'ex'"         i^x         *  8x"~       ^^^  ' 

dM  811  Öu  8u 

8v  b"~\ 

worin  jeweils  für       , ... ,      ^  der  vorhergehende  ausgerechnete  Werth  zu 

8x 

setzen  ist.  Hiemit  ist  die  allgemeine  Aufgabe  der  Vertäu  seh ung  der  un- 
abhängig Veränderlichen  gelöst  und  wir  wenden  uns  zu  d^n  folgenden 
besonderen  Betrachtungen.  -^^ 

1.    Soll  7  als  neue  unabhängig  Veränderliche,  x  als  abhängig  von  y  an- 

gesehen  werden,  was  man  immer  kann,  so  ist  oben  u  =  y,  also  ^=  1,  (§.3. 

I),  mithin  ^*^  =  0'(§.  4.1),  ^!  =  ^, also 

8*x  ar^**l'__^*  ^l3 

i»y        V8y»/       €y8y» 


8j_J_  8»y 8y»_     8»y 

8x~8x'8x'"^       r8x^».'  8x»"'  n^V 

8y  V8y. 


Soll  z.  B.  in  dem  Ausdruck  (§.  13,  XI) 


♦  • 


=  +; 


8S' 

Bx* 
in  dem  y  als  Funktion  Ton  x  angesehen  ist,  umgekehrt  x  als  Funktion  von  y  be- 
suchtet werden ,  so  ist  ^u    ^t  1 

ey'  e  V»  8  y* 

l>>tBf«r,  I>i«i»r»ntUil.  a.  Intefral-Recbnanr.  4 
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II.    Der  Zusammenhang  zwischen  x  und  u  ist  durch  eine  Gleichung 

8u'   8ü'' 


f  (x,  u)  =  0  gegeben.     Alsdann  zieht  man  hieraas  (§.  12)  x,  — ,   — ^, ...  in  u 


8y 

und  ersetzt  ^^ , . . .  wie  angegeben. 

0  X 

Soll  2.  B.  in  der  Gleichung 

für  X  die  neue  unabhängige  Veränderliche  O)  eingeführt  werden,  so  dass  x=cosq), 

.fix  .       Ö»x  , 

80  ist  s~  =  —  »in<»  5 — i=  —  cos©,  also 

8y  .      e»y  8y 

;r~       ,.•        sinwr — i— cos«  — 

8  X  ~      sin » '    8  X*  ~  sin*  «» 

also  hat  man,  wenn  man  sogleich  mit  sin'o)  multiplizirt : 

.       Ö«y  8y  .  ,     8y  ,         .  ,         . 

sin  tt  -— i  —  cos»- cose»  sm*»  ^ hayRiu*-»  =  0. 

8i»*  8«  8a>  '     "^ 

8'y  8y 

d.h.  -— j  — cotg«(I  +  sm*o>)^    -|'<LyBin*«»"=0- 

ni.     Ist  der  Zusammenhang  zwischen  x  und  u  vermittelt  durch  eine 

Gleichmig,  die  auch  y  enthält,  also  der  Form  nach  durch 

f(y,x,n)=0 
bezeichnet  werden  kann,  so  zieht  man  hieraus,  indem  man  nach  u  differenzirt 
und  X,  y.  .als  Funktionen  von  u  ansieht,  eine  Reihe  Gleichungen ,  vermöge 

welcher  x,r-,  g— i,  . . .  durch  u,  y,  — ,  r-^,  . . .  ausgedrückt  und  in  die  vorge- 
legte Form  substituirt  werden  können.  Es  kann  sich  dabei  auch  zutragen, 
dass  die  Gleichung,  weiche  den  Zusanunenhang  zwischen  x  und  u  geben  soll, 
Differentialquotienten  von  y  und  x  nach  u  enthält.     Alsdann  kann  man  viel- 

leicht  einige  der  ersten  Grössen  x,  — > . . .  nicht  ermitteln,  die  übrigen  je- 
doch durch  diese  ersten  ausdrucken.     Besteht  z.  B.  die  Gleichung 

zwischen  x,  y  und  der  neuen  unabhängig  Veränderlichen  s,  so  folgt  hieraus 
durch  Differentiation  (nach  s): 

8x  8^  ,  8y  Ö^y_^ 

888s*"^8s  8s*  ~     * 

/8»x-A*      r8*y^'      8x8'x  ,  8y8»y      .  M*') 

l8s»J  +l8sU  +87  87'+8T  8~7»  =^'  ''''''^'^ 


*  Betrachtet  man  in  der  Gleichung  §.  13.  V:  I  --  I  =  1  -{-I  -  -  1  ,  s  als  neue  unab- 
hängig Verinderliche ,  so  eifaftlt  man  gem&ss  Nr.  I : 

to  das«  die  Oleiehniig  (a)  eine  leicht  anunsprecheiide  geometrische  Bedentubg  bat. 


« 
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und  vennöge  der  Gleichungen  (a)  und  (a')  kann  man  r^,  r-^,  ^-^,  .....  . 

durch  o    ,  ^  y,  ^,  ....  ausdrücken. 

0  8        OS  OS 

TV.  Endlich  ist  es  möglich,  dass  man  statt  y  selbst  eine  neue. abhängig 
Veränderliche  einfuhren  will.     Dadurch  ist  jedoch  der  Gang  der  Rechnung 
keineswegs  erschwert,  wie  wir  an  folgei^eni  Beispiele  sehen  werden. 
Man  soll  statt  x  und  j  die  Grössen  r  und  o)  einföbren,  so  dass 

x  =  rco8tt,  y  =  r8ma>., 
und  r  als  abhängig  yon  ai  angeseliön  werde.     Üsm  hat  hieraui^: 

Öx      e  r  a*x      Ö*r  „8r 

-—  =—  CO80— -rsm»,  ~-,  =  r— jcos»  — 2  r— sin«  -rcos«, , 

0«»      o»  0«»       0«  oco 

Öy      8r  .        ,  8«y      8»  r  .       ^.8  r  ,  " 

5—  =^«in»--^rco8»,  ^— i  =  s— iwn»-^^  r— cos«  — r sin«» , 

0»      Otf  00»'      re»'  coB 

sodass 

8r  .         . 

„         r— sm« -HJ^co«» 
cy      8» 


r— cos» —  rsmoB 


8x      8r 

CO 

r8r  .      ^  r^*'  •      _i_oÖ'  .      \ 

I  -— cosÄ  —  rsiDfl»  I  I  ^— isiUÄ-t-Zr— cos«  —  rsiDM  I 

V8»  J  V.8o>'  '      8©  J 

t.*  — I   rT  8in<»-f- rCOS»  II;:     ,C*ß» — 2r—  810  0)'- -  rcos«  I 

8*y  yjdm  ß  V8tt>*  8«»  J 


8x' 


r8r  .      ^* 

V.8»  J 


=    r8r 


r8  r  .      ^ 

I     -  costt  —  r  sm  a>  I 

Al«o  wenn  wieder  in 


[■  +OJ 


^-^"       e^y 

8x» 
för  X  und  j  obige  Grössen  r  und  oi  einzuführen,  smd : 


C  =  ± ■ —T:^. ^i- =+  .o_^,         g,,. 

0» 


r8r  .      ^» 

I  ;r- COS«  —  rsm«  I 
v8o>  J 

Ad  ID.     In  der  analytischen  Geometrie  bilden  r  und  c»  bekanntlich  die  Polarkoordinaten, 

^  der  eben  angegebene  ▲pttdnick  bestimmt  also  den^  Krilmmungshalbmesser  dnrch  diese 

^Mfdinaten. 


4* 
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Dritter  Abschnitt 

Die  Theoreme  von  Taylor,  Mac-Laurin,  Bürmann  und  "Lagrange. 

§16. 

Wir  wollen  in  dem  allgemeinen  Satze  (A)  in  §.  13.11.  ]F(x)  =  »'*"* 

setzen,  so  ist  F'(x)=^(n+l)x",  F."(x)=:(n-f-l)nx""*,  ...,FV)==(n+l) 
B...2X,  F'"^^(x)  — (n4-l)n....2.1,  so  dass  F(0)  r=:F'(0)  =  ...=F'(0) 
=  0 ,  nicht  aber  F  .  (0)  =  0 ,  ferner  das  konstante  F*"^ ^x)  immer  dasselbe 
Zeichen  hat  (n  ist  posHiv  ganz).  '  Ist  also  f(0)  =  P(0)  =  . . .  r=:f*(0)  —  0, 
t      (x)  stetig  von  x  =  0  bis  x  =  h ,  so  ist 

~    = .f(h)= . 

b^       1.2. .(n+1)  1.2. .(n  +  1) 

Da  hier  h'  zwischen  0  und  h  liegt,  so  kann  man  (wie  in  §.  13.111) 
h'  =  Öh  setzen,  wo  G  zwischen  0  und  1 ,  und  hat  also 


h 


n-hl 


^^*^  -  1.2. ..'(n  +  D-   • 

oder  wenn  man  x  statt  h  schreibt: 

•     ^^       1.2... (n+1)* 

immer  unter  der  Voraussetzung ,  es  seyen  f(0)  =  P(0)  = =  f"(0)==0, 

und  f  (z)  stetig  von  z=rrObisz  =  x.  Man  setze  nun,  wenn  y(x)eine 
beliebige  Funktion  von  x,  sodass  y(0),  y'(0),...,y*(0)  endlich  und^  (z) 
dessgieichen  endlich  und  stetig  von  z  =  0  bis  z=r:x: 


f(i)  =  v(x)-»>(0)— j-iP'(o)-y-^iP-(0)--  .:.....  .-^-^—^  (0), 


n— 1 
X      .  .^.  X  n. 


also  r(x)=-.9j'(x)-9>'(0)— -»"(O)- -,  ^    ^    ,,y  (0>> 

1  I  .^..n  -»-  I 


n— 2 


f"  (x)  =  y"(x)-^-((»  -     -%«(0)-  .. . .  -  — _- »»"(O). 

f''(x)  =  /(x)-,."(0). 

n-fl  n-f-t  '    • 

endlich  f       (x)  =  y/       (x), 

SO  wird  f  (x)  alle  obigen  Bedingungen  erfüllen  und  man  hat  also 

oder  wenn  man  für  q>  das  gebräuchlichere  Funktionsj^chen  f  wieder  ein ft'ihrt: 

f(x)=.f(0)+  ^-f (0)+  *    f"(0)  +  ...  +-|— f"(0)  +  L^-i^  .  (2ß) 

welcher  Satz  der  von  Mac-Laurin  heisst.     Man  setzt  also  dabei  vorau.s 
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es  seyen  f(0),  r(0),...,  f(0)' endlich,  und  f''*"Vz)  endlich  und  stetig'  von 
z  =  0  bis  z  =  x;  Q  liegt  zwischen  0  und  1. 

Man  setze  hierf(x)=F(a-|-x),  so  ist,  wenna-|-x  =  u,  also  --  =  1 :  P  (x) 
=  ^-^^:=F'Cu)=F'(a+x)..-.  .  ,  %>  =  f"(x)=F-(a+x);  f^^Sx) 

ÜX 

=r'^(a-|-®x), und  f(0)=F(a),f(0)=F'(a),...,f  (0)  =  F'(a),  mithin: 
oder  wenn  man,  wie  dies  so  herkönimtich  ist,  x  för  a,  h  für  x  schreibt; 

wo  vorausgesetzt  ist,  es  seyen  F(x), ,  F'^Cx)  endlich,  und  F'''*"*(x  +  z) 

stetig  von  z  =  0  bis  z  =  h.  *  Die  Grösse  ®  Hegt  zwischen  0  und  1 ,  und 
F^"*"*(x+©h)  wird  aus  F"'(x)  erhalten,  wenn  man  x-j-Öh  für  x  schreibt. 
(Vergleiche  auch  §.  50.  XL)  ' .       . 

Dies  ist  Taylors  Lehrsatz.  . 

Es  lassen  sich  diese  Sätze  auch  unter  etwas  verschiedener  Form  dar- 
stellen.    Man  setze  nämlich  in  dar  Gleichung  (25)  des  §.13:  h-J-z=:a, 

also  h  =  a  —  z ,  so  ist 

F(a)  =  F(z)+(a-x)F'[«+Ö(a~2)]. 
wenn  F'(a-|-u)  stetig  ist  von  u  =  0  bis  u  =  a  —  z.     Man  setze,  nun 

(  —  \°~'' 

Mist   F'(.)=f(.)-r(«)+(»-i)f'(.)-(»-.)r(i)+*r..+f— -^---c"(.) 

und,  damit  F'Cz-j-u)  stetig  sey  von  u  =  Obisu  =  a  —  z,  genügt  es,  dass 
f     (z-f-u)-in  dieser  Lage  sey.     Hieraus  folgt: 

F(a)  =  f(a),  P[.+e(a~z)]='^^""'7^^^"'-'^j"f°"^'[E+e(a-^)] 

1 ...  .0 

I .. .n 
andmithin  f(a)  ^f(8)+(a~z)f'(z)  +  -,"^- r(z)-h..-4-^-V-^  ^"^'^^ 

+  ^'-'>f<|-^><'^--i>J°f-^'[»-he(a-»)]. 

1  ...n 


Setzt  man  a  =  z-|-h,  so  ist    ^ 


n  ^v».  H-* 


1.2-  1...n  1...D 

♦  Ist  f""'"*(x)  stetig,  so  sind  es  auch  F°(x) F(x)  (§.  1).  so  dass  die  letzte  fh^ 

ixitfpuig  geofigt.     Natürlich  ist  dabei  eine  stetige  Funktion  auch  endlich. 
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worin  f*'*"*(z+a)  stetig  seyn  muss  von  u=0  bis  u  =  h.     Setzt  man  hier 
z=^0,  h  =  x,  so  ist: 

wenn  f*"*"*  (n)  stetig  ist  von  u  =  0  bis  u  =  x. 

Die  Formeln  (26) — (27'),  in  den©  immer  eine  zwischen  0  und  1  ent- 
haltene Grösse  ist,  unterscheiden  sich  nur  durch  die  Form  des  letzten  Glie- 
deg  —  (Jes  «sogenannten  Ergänzungsgliedes.  Gesetzt  nun,  dieses  Er- 
gänzungsglied verschwinde  mit  sehr  grossem  n,  d.h.  die  Gränzwerthe  von 

1.2...n4-l       •  1.2...n  '    1.2...n-|-l    '  1.2. .n 

seyen  Null ,  so  folgt  aus  (26)  und  (27),  oder  (26')  und  ( 27')  : 

f(x+h)  =frx)  +  y  f'(x)+  f  2'''^*^  +  rtlW^'^''^'^ ^^' 

f(x)  =  #(d)-Hyf(o)+^r(0)+.^-^f»(0)  -h (29) 

wenn  beide  Reihen  ins  Uneindliche  gefuhrt  werden. 

§.16. 
Wir  haben  so  eben  gesehen ,  dass  unter  gewissen  Voraussetzungen 

f(x)  =  f(0)  +  y  f  (0)  +  ^r(0)-h  y-^f»(0)+ 

Betrachten  wir  nun  aber  die  hier  vorkommende  unendliche  Reihe,  so 
hat  sie  die  Form 

.•D+SiX+*i»*+a,x'+ -f  a.x»4-.  .  ...  .,  (a) 

worin  a^,  a^ya,,...,  a.,. . .  gewisse  endliche  Koeffizienten  sind.  Diese  Reihe 

ist  bekanntlich  konvergent;  d.h.  hat  eine  endliche  Summe,  wenn  Gr.  -^^^  x 

für  ein  wachsendes  n  kleiner  als  1  ist.  *   Bezeichnen  wir  diese  Summe  durch 

— r-^ 

'  *  Gesetzt  man  habe  die  nnendCche  Reihe 

'o  +  "i  +  "2  + +"»+'»1^-1"'" 

nkid  es  sey  der  (potitiT  genommeoe)  Werth  Ton  Gr. kleiner' als  1 ,  so  wird  f&r  eio  grosses 

Dl  also <^a  seio  kOnueo ,  wo  noch  a<^l ;  dessgleicben  dann <Ca, <^a, ..., 

M  '^"*     Multiplixirt  man  alle  diese  Ungleichheiten,  so  ist  ■   -^  —  <^  a'"'"*,        d.  h. 

m-f-r  " 


n 


"m-l-r  <  <»'  ^m'       l>«0«iacb 

"o^-».+  --<«0  +  "t+-+°m  +  °jn[«^-«'-H«'-H ] 

fo  dass  also  u   -|~ u,  +  . . .  eine  endliche  Smnmen  hat     Wir  haben  dabei  stillschweigend 
alle  GKeder  positiv  ▼orausgesetzi.     Wäre  dies  nicht  der  Fall ,  so  würde  die  Behaaptong  daoo 
-j^MT  vn  10  eher  richtig  seyn. 

Wäre  Gr.     -     ^  1 ,  so  würden  die  Glieder  der  unendlichen  Reihe  schliesslich  wachsen, 


«w 
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y,  SO  ist  natQrlicb  y  eine  Funktion  von  x,  und  zwar  eine  stetige  Fonktion. 
Denn  es  sey  Jx  klein  genug,  dass  auch  noch  Gr.  -^(i  -[--'x)  <  1 ,    was 


»n 


man  sicherlich  annehmen  darf,  so  ist 

mithiD         ^y  =  a,[(x4-Jx)-x]  +  a,[(i  +  Jx)»-x'J-h,..H-an[(x+Jx)--x»  ]+.... 
Jy_     [(x+^x)-x]          [(x+^x)*-xg  .         .  ^   [(a-Mx)«-x-]  ,  . 
"Jx"*'       '  Jx  "^"^  i»x  -^--.---t-*« ^j^ !-•••» 

und  da  (§.  6.1): 

^     (x+Jx)»— X» 

Gr.  ^- J } =  n  X»-*, 

Zix 

so  ist  hieraus  bei  abnehmendem  J\  (§.  2) : 

^•=a,+2a,x+3«,x»+ +iia„x"-t  + (b) 

Nun  ist  aber 

6'-  -ii;:^«=I- =  Gr.  "1^  —  X  =  Gr.  0  +  -J-i-x  =  Gr.  ^x, 

da   Gr.  f  1 H —  )^^  ^ »  *^®^  ^*  letztere  Grdsse  <  1,  so  ist  auch  die  Reihe 

dy 
(b)  konvergent,  d.  h.  ^  -  endlich,  mitlün  y  eine  stetige  Funktion. 

Haben  wir  aber  für  y  eine  Funktion  F(x)  von  x  gefnnden,  die  stdjg 

bleibt,  so  lange  die  Reihe  (a)  konvergent  ist,  oder  eine  Summe  hat,  so  ist 

eben  diese  Funktion  immer  die  Summe  und  es  kann  nicht  z.  B.  von  x  =  0  bis 

i[  =  a  die  Summe  y  =  F(x)  und  von  x==a  bis  x=/?  die  Smnme  =  f (x)  seyn, 

wo  f (x)  eine  andere  Funktion  von  x  ist  (und  die  Reihe  eine  endliche  Summe 

hat  von  x  =  0  bis/?,  ß>a).     Es  lässt  sich  dieser  (wohl  an  und  für  sich 

klare)  Satz  in  folgender  Form  beweisen.     Sey  also  angenommen  v^n  x  =  0 

bi^  x  =  a:y  =  F(x),  so  wäre  F(x)  der  Werth,  dem  sich  die  Summe 

ao+a|X+a«»*+ +anx» 

mit  wachsendem  n  nähert,  während  von  x  =  a  bis  x=:=/9  dieser  Käherungs- 

werth  =  f (x)  seyn  müsste..  Nun  ist  aj^-j-^jX-j-a^x  -|-. . ..  .-f-a^x^  wo 
natürlich  die  Eoefißzienten  ein  bestimmtes  Bildungsgeset/  befolgen ,  als  eine 
endliche  Reihe,^mmer  dieselbe  Funktion  von  x  und  auch  n,  was  inmier  x  sey, 
und  wenn  man  in  dieser  sich  immer  gleich  bleibenden  Funktion  n  grösser 
werden  läs^t,  so  wird  also  auch  imitier  dieselbe  Funktion  von  x  zum  Vor- 
schein kommen,  wenn  überhaupt  ein  endlicher  Werth  erscheint.  Demnach 
können  f(x)  und  F(x)  nicht  zVei  verschiedene  Funktionen  seyn. 
Legen  wir  uns  nun  die  unendliche  Reihe 

f(0)+  f  f'{0)+^r<0)  +  ^-fMO)+ (c) 

vor,  und  sey  dieselbe  konvergent  von  x  =  0  bis  x  =  k,   wo  natürlich  also 
f(0),  P(0),  f"(0),  .  .  .  .  endlich  seyn  müssen,  so  behaupte  ich,  die  Summe 


S.  22  ff.) 


>niBdsfl|Mft 


56  Snamie  der  aneiidliebea  Mac-LaoriD'ftcheu  Reihe. 

dieser  Reihe  sey  gleich  f(x)  voo  x  =  0  bis  x  =  k,  immer  unter  der  Voraus- 
setzang,  f(x)  sey  eine  stetige  Funktion  von  x  =  0  bis  x  =  k. 

Denn  för  kleine  x  ist  sicher  f"^*(dx)  nicht  viel  verschieden  von  f      (0), 

ist  also  endlich;  mithin  wird  die  Grösse  -7-5 -j-r-  für  ein  grosses  n  and 

kleines  x  selbst  sehr  klein  seyn ,  so  dass  also 

1.2...n-f-l  1.2...n 

und  mithin  nach  (29) 

C(0)  +  Yf'(0)+j"2t'(0)i- =f(x)..  (30) 

Diese  Gleichung  ist  allerdings  nur  für  kleine  x  bewiesen,  ^tlein  da  die 
Reihe  (c)  konvergent  ist  von  x  =  0  bis  x  =  k,  und  also  ihre  Summe  dieselbe 
Funktion  von  x  ist  von  x  =  0  bis  x  =  k,  so  muss,  wenn  sie  einmal  von  x  =  0 
an  gleich  f(x)  war»  dieselbe  immer  =  f(x)  bleiben.  Es  gilt  demnach  die 
Gleichmig  (30)  so  lange,  als  die  vorkommende  unendliche  Reihe  konvergirt. 

Setzt  man  f(x)  =  F(z+x),  so  ist  (§.  15): 


X  .....    .    -x* 


F(7.)-+--j  F'{z)+  — F''(z)-f- =F(z  +  i). 

oder  wenn  man  x  für  z ,  h  für  x  schreibt : 

F(x)  +  yP'(x)+^F"(x)  +  j-^r'(x)-f -F(x-[-h),  (31) 

ebenfalls  so  lange  giltig ,  als  die  unendliche  Reihe  konvergirt. 

Es  folgt  hiemit  auch,  dass  die  Gleichung  (d)  richtig  seyn  muss,  für  alle 
X,  für  die  (t;)  konvergent  Ist,  oder  (80)  gilt;  eben  so  mu^s 

G.!4^%«^)  =  0  Ode,  Gr.  (lp|L^V+%  +  *H.)^0  «i,. 

seyn  für  alie  x  und  h,  für  die  die  Gleichung  (31)  richtig  ist.  ' 

Ahm.   Der  wichtige  Satz  (30)  ist  vielfach  bestritten,  dennoch  aber  unzweifelhaft  richtig. 

-CY 

Caachy  namentlich  glaubt  ihn  thatsäcfalich  dadurch  zu  widerlegen , '  dass  er  f<x)  =  e        * 

setzt.     Alsdann  wäre  (§.  6) :  f'<x)  =  — 3-  e     *',  f"(x)  =  \   ^    e     *' und  für  x  ^  0 

1 
werden  die^e  CrrÖKScn  dann,  wegen  e      ^  =  0  die  Furm  -    annehmen,  die  zwar,  wie  wir  f.  22 

n  • 

sehen  werden,  so  lange  NuU  int,  als  in  f  (x)  die  ^ahl  n  ß&  ist,  aber  nicht  mehr,  wenn  n  un- 
endlich gross  wird.     Man  kann  also  in  diesem  Falle  die  Heihe  (30)  gar  nicht  anwenden ,  uiid 

_  i 

es  folgt  hieraus  keineswegs,  wie  Cauchy  meint,  das  unrichtige  Resultat  e     *  =  0. 

§.17. 

Die  Resultate  der  vorhergehenden  Untersuchungen  setzen  uns  in  Stande, 
beliebig  viele  unendliche  Reihen  zu  summiren,  wobei  wir  jeweils  die  Richtig- 
h^it  der  Gleichungen  (d)  und  (d^)  thatsächlich  nachweisen  wollen ,  vorher 
jedoch  noch  das  Folgende  bemerken.     Setzen  wir  eine  der  Grössen 


Smnmirung  unendlicher  Reihen  mittelst  dieser  SAize.  5:^  ^ 

1.2...n+l   •  1.2^.n  '         l.2...n  +  i      '         ^         1.2...n 

gleich  y (n) ,  80  wird  «(n-l-n 

Gr.  ip(n)  =  0,  wennGr.  ^^Vt^-<1-  (e) 

Denn  dann  bilden  die  (positiv  genommenen)  Grössen 

»>(0),iP(l).flD(2). .,9)(n),g»(n+l)....... 

nothwendig  eine  konvergente  Reihe  (§.  16,  Kote),  mid  es  muss  also,  je  weiter 
man  in  derselben  vom  Anfang  geht,  das  betreffende  Glied  unbegränzt  ab- 
nehmen (g?(m-f-r)<a'y(m)  seyn),  so  dass  Gr.  y(n)  — 0. 

I.    Scj  in  (31)  F(x)-=x",  so  ist  (§.9)  F"(x)=irm(m—  l)...(m  — n+Dx"""" 
mm    m-l      .  m(m— 1)   ni-2         ni(m  — l)(in  — 2)   «--3  /    i  ,  x™ 

also      X    4-yx        hH i^"^  "^ r23 ^*       h'-l-....^(x+h)    , 

so  lange  die  Reihe  kooTei^irt.  Verglichen  mit  den  Formeln  in  §.16  hat  man  dcss- 
halb  zu  suchen : 

m  (m  —  1)  .  .  .  (m  — 11)    m— (n+J)    n+l 

^  1.2.  ..n  +  1  ^     m  — n   h        ^     /m  +  1       .\h      .     h 

Gr. -^- r: -r TT: =Gr.  --——=- Gr.  l—]---ll=--     , 

m(m — 1)  .  . .  (m  —  n-f-1)   m— n   n  "4"!    ^  Vn-rl        ^x  x 
.__-  _     —         ^         jj 

1.2 ...  n 

h  •  , 

so  dass,  so  lange  der  (positiT  genommene)  Werth  von  —  unter  1  ist ,  obige  Formel 

gilt.  (lat  freilich  m  eine  positive  ganze  Zahl,  so  ist  die  Reihe  endlich  und  gilt  die 
Formel  unbedingt.     Vergl.  §.  10.  I;)    . 

Dasselbe  Resultat  kann  man  aus  (27')  schliessea.     Denn  gemäss  dem  Satze  zu 
Eingang  dieses  §.  ist  hier  für  f  (x)  =  x" 

n-fi   11+2  n-l-2  ' 

Gr  "A+y^Gr    0 -»)       ^       f       («+»'■)     1.2 n 

- n,  (^-^^  m(in-l)  . . .  (m-n-  Dd  +  ehr"*""^"  _  „"  .,     _,  _h__  ni-n-l 

'  ■(m — 1)  . . .  (m  —  n)(x-|-Wh)  ' 

{l  —  0)bf    m  ,\  (1  — e)h  i-»     b 


S^y  nun  —  >  0  und  <  1,  so  ist  1  --[- —  ^  ^  —  ^»  also  dieser  Quotient  <C,1 ; 

h        .  h 

ist  abtr  —  zwischen  0  und  —  1 ,  so  ist  immer  noch  —  S  —  weniger  als  G ,  so  dass 

0h  h 

l-f-    -  noch  >  1  — ^  und  mithin  dasselbe  gilt.     Also  wenn  —  Zwischen  —  1   und 

4"  1  liegt ,  gilt  die  Gleichung  (28) ,  d.  h.  unsere  obige  Formel. 

IL    Sey  Tu  (31)F(x)  =  l(x),  also  §.9:  F'(x)= -|  ,  F"(x)=— ^3, . ..  so  ist 

./..!»        1   h''  ,1   h=       1   h*  w     .  .. 

»W+-x--2,:+3r'--Tx*  + ='(^-^»»- 

Wa*»  die  Konvergenz  dieser  Reihe  anbelangt,  so  ist 

,     "+•  x"+'      ,        n       h       h 
Gr. =  Cr.  — r  i    -  =  — . 

J       h"  "  +  •   »        * 

fi  n 

X 
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h  , 

also  gilt  obige  Formel ,  wenn  —  zwischen  —  1  und  + 1  liegjt.    Dasselbe  ei;gibt  sich 

aus  (27')-     Denn  es  ist  f       (x-j-0h)  =H '■ —    '■_..,  also  nach  Eingang*  dieses  §. : 

■(x+eh)"^. 
^.  9'(n+i)    r  (i-^)°"^'h°"^'  (x+eh)°^'     _  (1-e)      (!-e)h 

Gr.  —  ;-r —  =  Gr. ■  r;r  • TT  =  Gr.  — tv^t  b  =  — r-^*.— » 

»<">  (x+eh)"+*    (i_©)V+'        ''+®''       ='+**'» 

woraus  dasselbe  wie  in  I.  folgt. 
Für  x=  1 ,  h  =  x  ist  hieraus 

i(i+x)  =  X  -4 ''+ i*'  ■  i  ''^■^ ''<^- 

III.    Sey  in  (30)  f(x)  =  e*.  so  ist  f(Ü)  =r(0)  =  f '(0)  .- =1,  also 

1  ^1.2^1.2.3^ -®- 

Da  _«+* 


^      l...n4-l       -.X  _ 

Gr. — =Gr. — — -  =  0, 

/  n  +  1 

1.2..n 

BO  ist  diese  Reihe  immer  konvergent,  gilt  also  für  alle  x.     Dasselbe  folgt  aus  (26), 

n+t  ex 
X       e 

d»   r-7: r—r  für  n=:QC  sicher =0  ist 

1.2..n-t-l 

IV.    Für  f(x)  =  sinx,  f{x)=cosx  zieht  man  eben  so  aus  (30): 

X  X*  X* 

T"r2:3+r:2T5  - =""- 


^-0+1-2-3:4-17:6+  •  •  ='""' 


was  auch  x  sey. 

Aus  III.  folgt  leicht,  dass 


«     =*+!  +1.2  +  7:2:3  + 


und  wenn  mftp  hier  a=:i=  V  —  1  setrt  und  beachtet,  dass  1'  =  — I,   i'  =  — i, 
i*=+l : 

ix  X*        '     X*  /    X  x'  X^  ^4 

"  =^-i:2+i:;4- +  'li  -  172^+1775" •••J='°''^+'""' 

woraus 

(cosx  +  iönx)  =ve    /   =e  "    =cos(iix)4"isi"(nx);  (cosx  —  isinx)  =cos(ux) — isin(Dx). 

n  n 

-  I    der  Werth  von  — ^  fürx=0;  alsdann  folpt 

ex^'o  8x 

aus  §.  10.  V  für  x  =  0: 

^n  u— 2 

Nun  ist  {^£^  =1,  (^'/,}^  =  0;    also    für   n  :r:.  4,  6,  8,...:  (^^4)^    «. 


0 

2n 
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vorans 

c  X  II 

und  mithin  wenn  in  (30)  f(x)=:y=ai:c  (sinr=x): 

arc(8ui  =  x)  =  , — h,   ^  ^H ^-  -4- 

l"'~2    3    '2.4  5  "^2.4.6  7  "^ 

welche  Reihe  konrergirt  für  x'  <  1. 

Eben  so  ist  aus  §.  10.  VI  für  y  =  arc(tg=x); 

■(:tO.=-'"-^""-'(:^0;(H).-CI').-- 

woraus  dann  leicht  folgt: 

aw(tgx)  =  y-^+  ~— y+ x*<1. 

(Weitere  Untersuchungen  über  alle  diese.  Reihen  finden  Sich  in  meinen  „Grund- 
zögca**.) 

Wir  fahren  schliesslich  noch  den  folgenden  Satz  an : 
Wenn  die  Summe  der  unendlichen  konvergenten  Reihe 

at.+aix+aix*+ 

gleich  f(x)  ist,  80  ist  ao  =f (0),  a,  =P(0),  a,  =  ^^,  a,  =  Ä,  .  .-  . 

Denn  da  a^^  +  Äi^+ae »*+-»» x'+ =f(x). 

so  ist  *  ai+2a,x+3a,x»-|- =f(x).  •    '• 

2.1a,+3.2a,x-i- =r'(x), 

3.2.1a,+ =f»(x). 

woraus  für  x  =  0 : 

^  =  f(0),a,  =  rT0),2.1a,=f'(0),3.2.1a,  =  f»(0) 

was  unsere  Behauptung  rechtfertigt. 

§.  18. 

Die  Formeln  des  §.  15  dienen  nun  noch  zu  einem  andern  wichtigen 
Zwecke.  ManJst  nämlich  mittelst  derselben  im  Stande,  die  Fehlergränze 
ZB  bestimmen ,  wenn  man  die  dortigen  Reihen  bei  einem  bestimmten  Gliede 
abbricht.     Setzt  man  nämlich 

n 

.  f(x+h)  =  f(x)  +  Af  (,)-!- IL r(,)4-  ....  +j-|--^f"  (X),  (a) 

so  ist  der  begangene  Fehler  =  ^  ^    ^  .  ^f     (x+'6h),  und  wenn  man  den 

grösstmöglichen  Werth  dieser  letzteren  Grösse  ermittelt,  oder  überhaupt 
einen  Werth,  der  grösser  ist  als  dieselbe,  so  ist  der  begangene  Fehler  sicher- 
lich kleiner  als  diese  so  erhaltene  Grösse.     Aehnlich  verhält  es  sich  mit 

rrr^/    (©x),  wenn  man 
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X    .  -.^  X*    _  ,^  X 


f(x)  =  f(o>-t-—  r(0)-r  ,-s  ^'<^)-T  — -^i-ö—   f  (^>         «>) 

1  1 .  J  I  .  Z.  ..D 

setzt     Wir  wollen  dies  an  einigen  Beispielen  eriäutern. 

I.  Scy  in  der  Forniol  (a>  f(x)  =  x",  aUo  r*x)  — ni  m — l)...(ni  — n-f-l)x"  .*, 
f        fx-f-^h)  =  ni(ni — l)...(ni  —  n)(x-|-^li)  ,  so  ist  wenn  man 

.      .    ,    m           m    ,    m    ja— 1.         in(lD — 1)    m— 2    1     ,          ,    in(in  —  l)..(ni — n-|-l)    m— na  ^   ^ 
(x-Hh)     =x    -r  ,  X        h-h— T-^      X        h    4-..-I — r X         h    (c) 

!(t'tzt,  der  begangene  Fehler  gleich 

l. 2.. .0-1-1  1.2...B-t-l  '    Vx-|-0h^ 

In  jedem  einzelnen  Falle  wird  es  leicht  »eyn,  <iränzeu  für  diese  letztere  Grösse 

anzugeben. 

Sey  z.  B.  m  =  —  1 ,  n  =  1 ,  also 

_1      _  1  _h 

x-f-  ii       X        x'* 
«0  ist  der  begangene  Fehler  =    %_0.   i  "Tjreü  J   ~  T^  0b)"  ^^  das«,  wenn  x und 

h  positiv  sind ,  derselbe  sicherlich  kleiner  als     3  ist.  Sind  dagegen  x  und  h  Ton  yer- 

schiedenen  Zeichen ,  aber  immer  der  Werth  von  h  geringer  als  der  von  x ,  so  ist  der 

h»  ^ 

begang(>ne  Fehler  kleiner  als  /■^qruxa-     t"r  x=l   und   h^O,  ist  der  begangene 

Fehler  also  kleiner  als  h',  d.  h.  wenn  maa 

setzt ,  so  fehlt  man  nicht  um  h^ .    (Es  wird  von  diesem  Satze  namentlich  vielfache 
Anwendung  gemacht.) 

Sey  m  =r  — ,  n=  J ,  so  ist  wenn  man  setzt 

rVx 

der  begangene  Fehler  gleich 

1 


■(i_:),.+e.,T(^0'=-4^. 


v(x+eh)*'  ' 


1,2 

Ist  nun  X  sowohl  als  h  positiv,  so  4st  diese  Grösse  (ihrem  absoluten  Werthe 
r— 1        h» 
nach)  geringer  als  ^  ,   '"r"« — ^i  *   ^^  ^*^*  ™*'*  *^**^  nicht  um  diesen  Werth  fehlt; 

h  , 

ist  aber  --<C0,  jedoch  seinem  Werthe  nach  unter  1 ,  so  ist  der  Fehler  geringer  als 

r— 1  h» 

|/(x+h) 
Für  X  =  1 ,  h  >  0  ist  also 

h 

V(l+»i)  =  l  +  7     • 

r  —  1  h 

und  der  dabei  begangene  Fehler  ist  kleiner  als    ^  ^  h'    (wo  iihrigoiis    !  ~f~  —     *" 

h^* 
jfross  ist).     Y\Yi  r  =^  2  ist  \/  (1  -j-  h)  -^  1  4~  i^  und  der  Fehler  kleiner  als   a  .  Dar- 
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Mis  folgt  bekanutlich  die  Kegel,  dass  wenn  man  aus  einer  Zalil,  die  mit  1  als  Ganze 
anfängt  und  dann  halB  so  viele  Nullen  enthält,  als  man  Dezimalstellen  in  der  Wur- 
zel haben  will,  die  Quadratwurzel  auszuziehen  hat,  man  sie  nach  der  obigen  Kegel 
finden  kann.     So  ist  z.  B.  auf  8  Dezimalstellen  genau : 

V l '00007346  =  1  +  i  0000Ö7346  =  1  00003673. 
Denn  der  hiebei  begangene  Fehler  ist  kleiner  als 

000007346»  ,  ^  ^00001»  1    . 

8 ^-  ^-  <  — r    <8~  io"»' 

1 
und  da  dies  kleiner  als  r^,,  so  ist  also  der  Fehler  kleiner  als  eine  Einheit  der  achten 

Dezimale  (in  unserem  Falle  kleiner  als  eine  Einheit  der  neunten  Dezimale). 

s 1  .  I 

Für  r=3  ist  Vl-f-h^l+g  h  und  der  begangene  Fehler  kleiner  als  ^h'. 

Daraus  folgt  dieselbe  Kegel,  wie  so  eben.     So  ist  auf  6  Dezimalen  genau 

V 1  "000628  =  1 4- ~ 0000627  =  1 -000209 , 

o 

1  1  /^  1  ^'      1       1 

denn  der  begangene  Fehler  ist  kleiöer  alir  ^0000628'  <J-  ^-  <  y  I  1 0'  )  *^  ö"  i  o« 

I 

<C  ,^.    Ebeii  so  lassen  sich  sehr  leicht  die  folgenden  nützlichen  Regeln  beweisen: 

Behält  man  Ton  einer  ganzen  Zahl  mehr  als  die  Hälfte  der  ersten  Ziffefki  und 
ersetzt  die  übrigen  durch  Nullen,  so  wird  die  Quadratwurzel  aus  letzterer  2ahl  nicht 
um  1  verschieden  seyn  von  der  Quadratwurzel  der  erstem. 

Ganz  dieselbe  Kegel  gilt,  wenn  man  „Hälfte"'  und  „Quadratwurzel"*  durch 
«.DritteP  und  „Kubikwurzel"*  ersetzt. 

Ist  a  die  erste  Zahl,  u  die  zweite,  so  ist  a=sc«4-(a  —  a)  und  wenfi  man  in  (c) 

x=«,   h=:a  —  u  setzt ,  ferner  m  =  -^  i    n  =  0 ,   so  ist  für  V  a  =;  V  <«    der 

begangene  fehler   gleich    2  ['' + ''^(a-'0]^[^V[r::^J  =2»  "[^0^"-«)"] 

d.h.  da  a  —  «>0,  dieser  Fehler  ist  kleiner  als  0  TT"-     Da  nun  a  — <t  nicht  die 

2    \/a 

a  —  a 
Hälfte  der  Ziffern  von  a,  d.  h.  auch  von  «  enthält,  so  ist  immer  »         unter  1 ,  was 

9999  . 

unsere  Behauptung  rechtfertigt  (da  z.  B.  oi/inooooOÖÖ  ^  ^^' 

SS.  ]  ( 

Für  den  Fall  der  Kubikwurzel  ist  bei  Va=V«  der  Fehler  gleich  jj[«+©(a—a)P 

.  g^, ;  =  A  '— "^ ,  also  kleiner  als  o' ""'; —  "nd  da  a  — «  nicht  2 

^  V[«+Ö(a-a;]*  V«' 

Drittel  der  Ziffern  von  a  oder  »enthält,   sq  ist  dieÄ  Grösse  unter  1  (zum  Beispiel 

99999  ^ 

-, <1). 

3V  10000000* 

So  werden  V  835472532  und  V  «35470000  nicht  um  1;  V325-734825  und 
V325'73ÜÜÜ0  nicht  um  0  000001   verschieden  sevn  u.  s.  w.  ♦  —  Will  man  naoh 

*  I^araus  folgt,  dass  wenn  man  ^,^    auf  5  Dezimalen  genau  haben  will,  man>-  Wo» 

auf  5  Dezimalen  zu  entwickeln  brauche ,  und  die  übrigen  durch  Nullen  ersetzen  könne ;  das^ 

Qm  %/  -     auf  6  Dezimalen  zu  erhalten,  man    .     blos  bis  anf  4  Dezimalen  zu  entwickeln 
^9  o 

brauche  a.  s.  w.     (Man  vergleiche  hierüber  auch  die  Einleitung.) 


r 
(>2  Anwendung  auf  nAhenuigsweise  Berechnung. 

diesen  Formeln  genäherte  Werthe  berechnen,  so  ist  dies  sehr  leicht.     Soll  z.B. 

*  .1 

V25  berechnet  werden,  so  setze  man  in  (c)  x  =  27,  h'=-r-2^  mrrz-^,  und  hat 

•*«r      ,^         t       »^      2         1       '1.2        4  1.2.5        8 

v25  =  (27-2)»=v2r-— .- .- r«^-^ — 

_^     J__J_    _4 6        8 


3*9        9  '  243      81 '  6561  * 

1  •  ',       .^        1.2.5.8 

während  der  begangene  Fehler  (m=-ö-,  n=ir3,  x=27,  h= — ^^^T^®     .^3~679^  12 

3 f    _2      ^*  1.2.  5. '8 

V27— 2Ö  I  27—720  )   '  ^^^  negativ  ist ;  derselbe  ist  sicher  kleiner  als  q  'g    g    to 

V27,r^l  =0000006.     Nun  ist 

|^.-4-=OOt407407 
3       9 

\ •  ^L  =  000182898        3— 007597831  =  29240217 ,  während 
9     24o 

^.i~  =000007526         V25  =  2-9240177.  Diflfereni  =  0000004  <Ö-0000()6. 
öl"  vodI ' 

007537831 
II.    Sey  in  der  Forme]  (a)  f  (x)=:logx,  wo  wir  unter  dem  deichen 'Ipg  die  Lo- 
garithmen für  die  Grundzahl   1 0  verstehen  wollen.     Alsdann  ist  (§.  4.  UI)  f  (x) 

=f Iqg  e  — , f '  (x)  =^ —  löge  -^^  ,  .  ,f^  (±)-=^±  — ^ — '-^ löge,  so  dass  also,  wenn 

z 

log(x+h)  =  logx+loger|—  i^.+  i^,- ±  ^]  (d) 

nx 

. n  '      ,  • 

gesetzt  wird ,  der  begangene  Fehler  =»  +  log  e '■ rrT  seyö  wird.     Für 

(n-hl)(x4-eh)  "^ 

den  Fall  natürlicher  Logarithmen  ist  • 

■l(x  +  h)  =  l(x)+.i-i^,+J^,-....±-?^  (dO 

nz 

_                 h  *  •  . 

mit  dem  Fehler  H -rr.     Wir  wollen  hier  nicht  darthun ,  in  welcher 

.       .  („-^l)(x+eh) ''■*"' 

Weise  mittelst  dieser  Formeln  die  Logarithmen  berechnet  werden  kOnnen^  sooden 
nur  die  Genauigkeit  der  gewäljnlichen  Interpolation  dadurch  beweisen.  Setzt  man 
X  =  a  und  nimmt  h  <[  1 ,  so  folgt  aus  (d)  für  n  =;  1  ; 

log(a+h)  — log a  =  löge  . * 


a         2     (a+eh)«' 

.     .       log(a+l)-loga  =  loge.|^'^|-^p?^-p. 

wo  G  u||d  Gl  zwischen  0  und  1  sind.  I^t  nun  a  eine  ganze  Zahl,  so  geben  die  Ta- 
feln sowohl  loga  als  log(a-|-l),  also  auch  deren  Differenz  =  J;  die  Differenz  l©g(a+h) 
—r  log  ä=:  6  tfndet  sich  sodann,  wenn  man  (5=:h^  setzt,  vorausgesetzt,  dass  man 
das  gewöhnliehe  Verfahren  anwendet.     Nun  ist  aber 

%     t  h      löge        h*  .   ^     ,        h       lege         h 


aUo 


Ä  — hzi  = 


Anwendung  auf  n&henmgsweise  Berechnung, 
löge  r        h  h* 
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[ 


(a+0,)«     (a4-eh)Ü" 


] 


Die  eiiig«klammerte  Grösse,  da  h<^  1  und  ^0 ,  ist  sicher  kleiner  als  — r«    und 

1  ''1  * 

und  da  loge^  2  ,  so  ist  also  d  —  hzi<  j—^;  ist  mithin  a>  10,000,  so  ist  d  —  h/l 

1  .  ...  1 


< 


,,  so  dass,  wenn  man  d  =  hJ  setzt,  man  nicht  um 


400,000,000 


fehlt, 


400,000,000 
was  bei  7stelligen  Tafeln  yollkommen  scharf  genug  ist. 

lU.  Sey  in  (b)  f  (x)=:e  ,  so  wird  also  wenn    ^ 
der  begangene  Fehler  =  T-o IXT®       seya.     Diese  Grösse  ist  bei  positivem  ^ 

n-f  1   z  n+1  . 

X       e  X 

kleiner  als  r—n nTl  ♦  ^*  negativem  x  dagegen  kleiner  als  y-ö — q-r.     So  ist  für 

1.1.  .1 


x=l: 


•  =  »+T+iT2+ 


+ 


1.2..n' 


(e') 


und  der  begangene  Fehler  kleiner  als  j— g Xi  •  d.  •»•  da  e  <I4  f§.  2),  derselbe  ist 


kleiner  als  f~5~~rT.     Daraus  lässt  sich  leicht  ableiten,  wie  viele  Glieder  man  bei- 
l.^..ii-j-i  -  4 

behalten  müsse,  um  z.B.  e  auf  8  Dezimalen  genau  zu  erhalten ;  es  muss  dann  ----- — r-rz 

"^  •  1.2..n+l 

gleich  oder  kleiner  als  j^^  scyn.     Man  findet  leicht,    dass  dies  für  n=rl2  Statt 

findet,  80  dass  man  also  13  Glieder  der  Reihe  (e')  zu  bes^hten  hat.  Dabei  hat  man, 
um  beim  Addiren  keinen  Fehler  in  der  8^*"  Dezimale  zu  erhalten,  bis  auf  die  10** De- 
zimale zu  entwickeln.     Es  ist 

2  =20000000000 

^  =0  5000000000 

=  Ö166  666,6666 
=  0  041  666  6666 
==;  0008 333 3333 
-  =  0  001  388  8888 
=  0000198  4126 
---  =  0  000024  8016 
=  0000  002  7657 
=  0000  000  2766 
=  0  0000000260 

=  0000000  0020       . 

2-718  281  8277 

Welche  Zahl  auf  8  Dezimalen  genau  ist.     WirUich  ist  e=2-718  281  8284. 
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.2.3.4 

6 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

g4  Hie  Sfttze  von  Bünnann  und  Lagrange. 

IV.  Sey  f(x)  =  8inx,  so  ist  aus  (b),  wenn  man  2n  fiir  n  setzt: 

2n — 1 

tuit  dem  Fehler  + 1    2      ;    2u+l ^ ^^'  *^*  *'^''*^  ^''"*'*  '™""  ''^'"'''^ 

.       in+l  "     '.  .  ■  • 

als  :; 7i — TT  ist.     Eben  so  ist,  wenn 

1 2n-t-l    - 

2ii 

«osx=l-j-2+j-4-.     .  +  ,        2n 

2n-)-2 

gesetzt  wird,  der  Fehler  kleiner  als  j — 2iiT2    ^^^^  vergleiche  mein  ^«theoretisch- 
praktisches  Handbuch  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie**,  erste  Abth.§.  16.) 

Aus  §.  16  ist  uns  bekannt,  dass  so  lange  die  unendliche  Reihe 


z  ..  _   .     z* 


(m-^y{^(0)+—V'iO)  + (C> 


X  —  a 


konvergirt,  \hr^  Summe  =/(z)  ist.     Setzen  wir  nun  hier  Z:=  -pr^     wobei 

ff{x)  eine  beliebige  Funktion  vpn  x  ist,  die  wir  stetig  voraussetzen  und  der 
Art,  dass  nicht  y(a)=0,  so  daiSs  für  z  =  0  jedenfalls  x  =  a,  ao  haben  wir 
ien  folgenden  Satz:  Wenn  die  unendliche  Reihe 


i-^a  f  (0)      rx-a-k^  r  (0)      /x-a-\»  f«(0) 


•.  ^ 


(c') 


von  x  =  abisx  =  b  konvergirt,  so  ist  ihre  Summe  (innerhalb  derselben  Grän- 

zen  von  x)  =  f  I  — r-y  y     Dabei  wolkn  w ,  wie  sich  von  selbst  versteht, 

nicht  annehmen,  dass  etwa  y(x):;=0  werden  könnte  von  x  =  a  bis  x  =  b, 
da  sonst  sicher  die  Reihe  (c')  nicht  konvergent  seyn  würde  von  x  =  a  bis 
x  =  b;  eben'  so  soll  y(x)  endlich  seyn  Von  x  =  a  bis  x  =  b;  mit  andern. 
Worten ,  <p  (x)  mus's  nothwendig  innerhalb  der  Ghränzen  der  Ronvergfflij|^ 
immer  dasselbe  Zeichen  haben,  und  da  von  x  =  a  bis  x  =  b  ebenfalls  x*^^ 

dasselbe  Zeichen  beibehält,  so  hat  also  auch  —rj  nothwendig,  itnraer   d 

selbe  Zeichen.     Damit  endlich  wirklich  -^^=  z  gesetzt  werden  könne,  wol- 

j a  ^ 

len  wir  voraussetzen,  es  wachse  — -r  beständig  von  x^=a  bis  x  =  b,   oder 

nehme  diese  Grösse  beständig  ab  zwischen  diesen  Gränzen,  so  däss  einem 
bestimmten  Werthe  von  x  ein. einziger  bestimmter  Werth  von  z  und  umge- 
kehrt «ukomme.     Gesetzt  nämlich ,  es  sey  z  :=  0  für  x  :=  a ,  und  es  könne 

X  ■^^  a 

— r-r  bald  wachsen,  bald  abnehmen,  wenn  x  von  a  bis  b  geht,  so  würde, 
wenn  man  x  diese  Werthe  durchlaufen  Hesse,  zwei  oder  mehrere  Werthe  von 
—7-r  je  einander  gleich  werden  können ,  was  gegen  die  Annahme  streitet. 


f 


Die  Bürmaim*jche  Reihe.  ß5 

in  (c)  gehe  z  von  0  an  stetig  fort.  Ohnehin  wäre  man  in  diesem  Falle 
offenbar  in  Verlegenheit  $a  sagen ,  welcher  Werth  von  x  einem  bestimmten 
Werthe  von^z  zugehört/ and  umgekehrt.  Allem  diesem  wird  ausgewichen, 
wenn  wir  die  angegebene  Annahme  machen,  die  wir  nun  stets  festhalten 
wollen. 

Wir  wollen  nun  f  I  ^-jT  }  =  ^  W  setzen  und  unter  dieser  Voraussetzung 

f(0),  f (0),....  zn  bestimmen  suchen.   -Es  sind  dabei  f(0),  f(0),....  die 

Werthe  von  f(z),  f'(z), für  z  =  0,  d.  h.  x  =  a.     Somit  ist  zunächst 

f(0)  =  F(a). 

Allgemein  ist  aber  nach  (c') : 
^  /  X     ^//xx  .  * — a«  /^x  .  r* — a\'  f"  (0)  ,  ,  y  X — a^  *""*  f °~*(0) 

9(x)  \^9>WJ     1-2  \.9>wJ       l..n— 1 

n    n._.  ii-|-l   a-|-l 


I    r»-^l   f  (0)      fx-a-k       LiW  . 


f« 


niultipüzirt  man  diese  Gleichung  beiderseitig  mit  [y(x)J    und  nimmt  die  n 
DifferentialquotieViten,  so  hat  man,  freilich  nur  in  so  ferne,  als  die  Reihe 
zweiter  Seite  noch  konvergirt  : 


■  .a  _  .  ,-..    ->» 


&  n  n  n4-l  n~l~l  n4-l 

,  f  (0)  8    rrx-a^     /  x"  1   1   f       (0)   8^     rf'—<^\         r  ^■  l_i. 
+  fTTn— .  Lll^x)J  " W    J  -^  l-n+i  -.+1  LlTW  J       *  W   .J+  ■  •  •  • 

Setzt  man  hier  x  =  a,  so  erhält  man  nach  Gleichung  (20)  in  §.  10: 


ex'  *-  -"■        "-ex'       -•■     •       "-ex 


welche  Gleichung  vollkommen  richtig  ist,  da  die  Reihe  zweiter  Seite  eine 
eadliche  ist.     Man  kann  sie  auch  schreiben : 

+-;,-<o,[?|fj+.',o,. 

Ganz  eben  so  erhält  man,  wenn  man  die  Gleichung  (21)  in  §.  JO  be- 
lebtet : 

^obtrahirt  man  beide  Resultate,  so  ergibt  sich 

^**t«r,  DiffS^rential- n.  Intc^al-Rechnanjr..  5 


g(5  Die  Bannaim*8clie  Reibe. 

Nun  ist  aber 

Daraus  folgt  also,  dass  allgemein 

f-(o)=r-5^rMi)'F-w")r 

ist.     Für  n  =  1  würde  man  eben  so  finden 

f(0)  =  ^(x)F'(x)]. 

Man  hätte  nämlich 

■■<»>=K(r«'<-))].-[''«^'].' 

was  ganz  unmittelbar  die  angegebene  Formel  gibt.  Fasst  man  alles  Bii*heri^'e 
;susaromen,  so  erhält  man  folgenden  Satz: 
Konvergirt  die  unendliche  Reihe 

+ rtä  [Ä«  (^'«  -  <^>01  (jUy+  •■•■       <'^> 

von  x  =  a  bis  x  =  b,  so  ist  ihre  Summe  =F(x). 

X  ■"-"  8,' 

■    Dabei  muss  die  Grösse  —7-7  Null  seyn  für  x=a  und  von  x=:a  bis  x=b 

beständig  wachsen  oder  beständig  abnehmen,  woraus  dann  von  selbst  folgt, 
dass  sie  immer  dasselbe  Zeichen  hat  und  endlich  ist.    ' 

Setzt  man  — j-r-  =  y;(x),  so  hat  man  auch  folgenden  Satz: 

Konvergirt  die  unendliche  Reihe 

von  x  =  a  bis  x  =  b,  so  ist  ihre.  Summe  =F(x).     Dabei  muss  t//(x)  nnr 
wachsen  oder  nur  abnehmen  von  x  =±  a  bis  x  =  b ;  femer  muss  i^(a)  =  0,  abw 

—TT  fiir  X  =  a  einen  bestimmten  Werth  haben.     Was  diesen  letzteren  an- 

belangt,  so  erhält 'man  ihn  leicht  aus  §.13.  IL     Setzt  man  dort  nämlich 
f(z)  =  z,  F(z)  =  i//(z  +  a),  so  ist 

-— — ; — :  =    ^■.    ■: ,  h'  zwischen  0  und  h 

wenn  i/;(a)  =  0.     Setzt  man  hier  h=x — a,  so  ist 

X a  1  ' 

=  — - — ; r ,  x'  zwischen  0  und  x  —  a  , 

VW       tp'(a  +  x')' 

also  fiir  x  =  a,  wo  auch  x'  =  0: 
so  dass  nicht  i/;'(a)  =  0  seyn  darf. 
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Die  Reihe  (32')  pflegt  die  Bünuann'sche  zu  heissen.  Für  uns  ist  je- 
doch die  Form  (32)  die  wichtigere.  Sie  setzt  pothwendig  9)  (x)  von  demsel- 
ben Zeichen  innerhalb  der  Grä&zen' der  Konvergenz  voraus  und  Iäs8t9)(a)=0 
nicht  zu,  so  dass  fp(x)  immer  dasselbe  Zeichen  hat  v,ie  9)(a),  dabei  immer 
stetig  bleibt,  und  auch  nicht  Null  V^ird  innerhalb  derselben  Gränzen. 

Gesetzt  nun ,  es  gebe  innerhalb  der  Gränzen  der  Konvergenz  dei'  Reihe 
(32),  also  zwischen  a  und  b,  einen  Werth  a  von  x,  für  den 

--r-r-=l,  d.h.  x  =  a+v(x). 

so  ist  för  denselben  die  Summe  der  unendlichen  Reihe 

F  w+[f'(x)  ,  (4+ J^  [±  JF' w  ^wfl+rh  Uh  h^^  *«1]+-  •  <»«> 

gleich  F(a).  Man  wird  also  sagen  können:  Konvergirt  die  unendliche  Reihe 
(33),  so  ist  ihre  Summe  =  F (er),  wobei  a  so  beschaffen  ist,  dass  —7-7-=  1, 

g>{a) 

d.h.  a  ist  eine  Wurzel  der  Gleichung  x  =  a-f-9)(x).  Was  a  selbst 
anbelangt,  so  bestimmt  man  diese  Grösse  dadurch,  dass  man  in  (33)  F(x) 
=  x  setzt.     Alsdann  ist 

»  =  a+,(.)  +  jl^[l,(x).J^  +  j3[^4..W']+ (34) 

wenn  die  unendliche  Reihe  konvergirt.    — 7--  muss  dabei  von  x  =  a  bis  x=a 

immer  dasselbe  Zeichen  haben  und  es  darf  nicht  y(x)-=0  seyn,  zugleich 

X  ~~'  a 
muss  auch  — 7-7  blos  wachsen  oder  hlos  abnehmen  von  x  =  a  bis  x  =  a. 

Wir  setzen  voraus,  — rr  ,  das  =  0  ist  für  x  =  a,  sey  innerhalb  der 

*(x) 

Gränzen  aundb  blos  wachsend  oder  blos  abnehmend.  Man  kann  dies  gemäss 
§.  13. 1  auch  dadurch  ausdrücken,  dass  man  sagt  ^- 1  ~  c-  1=^^ r-^i 

^    c  X  V.  ?> ' x;  ^  g>  [t) 

»ey  innerhalb  derselben  Gränzen  immer  von  demselben  Zeichen.  Da  y(x)' 
immer  positiv  ist,  so  braucht  es  blos  ^(x)  —  (x  —  a)y'Cx)  zu  seyn.  Wird 
nun  y(x)  — (x  — a)y'(x)  zwischen  x  =  a  und  x  =  b  nie  =0  oder  00,  so  ist 
diese  Grösse  offenbar  immer  von  demselben  Zeichen ,  so  dass  man  die  noth- 
wendige  Voraussetzung  auch  in  dieser  Form  aussprechen  kann.  • 

Fasst  man  das  zuliitzt  Gesagte  zusammen,  so  kann  man  die  letzten  Sätze 
auch  so  aussprechen:    Ist  die  unendliche  Reihe 

konvergent  und  a  ihre  Summe,  so  ist  die  Summe  der  unendlichen  Reihe  (33), 
in  so  ferne  diese  Reihe  konvergent  ist,  gleich  F(a).  Dabei  aber  muss  vor- 
ausgesetzt werden,  dass  nicht  y(x)  Null  oder  00  seyn  könne  von  x  =  a  bis 
X  =  a,  also  dass  auch  nicht  y(a)  =  0;  ferner  dass^(x)  —  (x — a)y'(x)  im- 
nier  dasselbe  Zeichen  habe  von  x=:a  bis  x  =  a  (was  der  Fall  seyn  wird,  wenn 
diese  Grösse  nicht  0  oder  00  wird).  Alsdann  ist  auch  a  eiae  Wurzel  der 
OleichuDg  x  =  a+y(x).    Dies  ist  der  Satz  von  Lagrange. 


68  Das  Kepler*sehe  Problem. 


X  —  a 


Da  — rr  Null  ist  ftir  x  =  a  und  von  da  an  beständig  wachst  oder  ab- 
nimmt, fiirx==a  aber  zu  1  geworden  ist;  ferner  y  (x)  —  (x  —  a) y' (x)  gleich 

a>(a)  ist  für  x  =  a  und  immer  dasselbe  Zeichen  behält,  so  wird  also  — 7-r 
■  •  9w 

wachsen  mit  wachsendem  x,  wenn  y(a)>0,  dagegen  abnehmen  mit  wach- 
sendem X,  wenn  y (a)<0.     Von  0  2u  1 ,  d.  h.  wenn  x  von  a  zu  a  geht,  ist 

aber  — ^.-  sicherlich  ge^^chsen;  somit  nmss,  wenn  y(a)>0  ist,  nothwen- 

dig  a  >  a  seyn ,  damit  auch  x  wachse  mit  wachsendem  —r-r ;    ist  dagegen 

y(a)<0,  so  wird  a<a  seyn.    Weiter  wird  zwischen  a  und  a  keine  Wurzel 
der  Gleichung  x=:a-f-9)(x)  mehr  liegen,  da  sonst  zwischen  a  und  a  ein 


X  —  a 


Werth  von  x  liegen  würde,  für  den  — r-r  =  1  wäre,  so  dass,  da  für  x  =  cr 

VW 


X  —  a 


auch  —j-j=l  ist,  von  jenem  Werthe  bis  zu  x=^«  letztere  Grösse  nicht 
beständig  gewachsen  wäre.  Endlich  ist  x  =  er  eine  einfache  Wurzel .  der 
Gleichung  x  =  a  +  gj(x).  Denn  sonst  müsste  t-  \a-\-g>(x) — x]Null  seyn 
für  x  =  a,  *  d.  h.  man  müsste  haben  y'(cr)  —  1=0,  und  da  a  =  a-f-y  («)> 
d.h.^^=l,soys'iire-^  =  q)'(a^,(p{a)  —  (a'-'a.)(p'(a)  =  0,  was  da- 
mit in  Widerspruch  ist,  dass  nicht  y(x)  —  (x  —  a)y'(x)  =  0  sey. 

§.20. 
Als  Beispiele  der  Anwendung  des  Lagrange'schen  Satzes  wollen  wir  die 
folgenden  wählen. 

L  Die  Planeten  bewegen  sich  in  Ellipsen,  in  deren  einem  Brennpunktes  (Fig.  7) 
Fip,  7.  sich  die  Sonne  befindet.     Sey  AB  die  grosse  Axe  der 

Ellipsen 2a,  S  iind  S'  ihre  Brennpunkte ,  CS  =  CS' 

„'/^'     ^- Jy<f^^^         =®»  vrehn  C  der  Mittelpunkt.    Alsdann  ist  A  das  Pe- 

/(y  .// ./vTm     ^      rihelium  (Sonnennähe),  B  das  Aphelium  (Sonnenfeme). 

V\  Der  Planet  selbst  bewegt  sich  ungleichförmig  um  die 
\  Sonne ,  schneller  in  der  Nähe  des  Periheliums ,  lang- 
RS  '" />' samcr  in  der  des  Apheliums.  Immerhin  ist.  die  Bewe- 
gung Jedoch  80,  dass  er  die  Hälfte  von  A  bis  B  in  derselben  Zeit  zurücklegt  als  die 
zweite.  Um  nun  die  hiehcr  gehörigen  Bestimmungen  leichter  durchführen  zu  können, 

♦  Ist  überhaupt  f(x)  =  0  eine  Gleichung  und  es  ist  x  =  o  eine  Wurzel  derselben,  d.  h. 
f  (a)  =  0,  Ko  i^t  allgemein  (§.  15) 

also  wenn  h  =  x  —  a: 

Ist  nun  nicht  r(a)  =0,  so  lässt  sich  die  zweite  Seite,  mithin  auch  die  erste  blos  durcb^x— « 
difidiren:  ist  dagegen  r(a)  ==  0,  durch  (x  — «)'.. . . . ,  so  dass  f(x)  im  ersten  Falle  den  Faktor 
X— a.  im  zVeiten  (x  — «)*, enthalt,  d.  h.  x  =  «  ist  einfache,  zweifieiche  . .  .  Wunel. 
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denkt  man  sich  einen  (eingebildeten)  Planeten,  der  mit  dem  wahren  in  demselben 
Augenblicke  von  A  ausgeht,  und  in  derselben  Zeit  nach  B  gelangt,  als  letzterer, 
jedoch  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  den  über  AB  beschriebenen  Halbkreis 
dorchl&ufi.  Gesetzt  nun,  der  wahre  Planet  sey  in  M,  der  scheinbare  in  N;  man  ziehe 
MR  senkrecht  auf  AB,  welche  Linie  den  Kreis  in  P  treffe;  man  ziehe  femer  CM, 
CP,  CN,  SM,  SP,  so  ist  der  Winkel  ACN=iJ;  die  mittlere  Anomalie,  ACP=x 
die  exzentrische  Anomalie,  ASM=t;  die  wahre  Anomalie,  während  SM  =:.r 
der  Fahrstrahl  ist.  Kennt  man  v  und  r,  so  kennt  man  offenbar  die  Lage  des  Plane- 
ten Tolhtändig.     Sey  nun  r  die  UmTaufszeit  des  Planeten;  t  die  Zeit,   welche  ver- 

fliesst,  bis  er  in  M  ist,'  so  ist  auch  t  die  Umlaufszeit  des  eingebildeten  Planeten  und 

2itt 
man  hat  also  t:t  =  2ir:^,^=:-— . 

T 

wodurch  if;  bekannt  ist. 

Nun  lässt  sich  ganz  elementar  beweisen ,  dass  die  Fläche  des  elliptischen  Aus- 
schnitts ARM  zu  der  des  Kreisausschnitts  APR  sich  verhält ,  wie  die  kleine  Axe  der 
Ellipse  zur  grossen,  d.  h.  wie  v  a^ — e'  zu  a.  *  Femer  verhalten  sich  die  Dreiecke 
RSM  und  RSP  wie  RM  zu  RP,  d.  h.  wie  Va'— e'  ;  a,    also   auch   ASM  :  ASP 

Nach  einem  Gesetze  der  Bewegung  muss  die  vom  Fahrstrahl  beschriebene  Fläche 
der  Zeit  proportional  seyn,  d.  h.  da  a  V a'— e*fr  die  Fläche  der  Ellipse  ist: 

ASM:aVa*— e*Ä  =  t:t,  ASM  =  a  Va*— o'«— , 

und  da  auch  ACN  :  a*Ä  =  t :  t,  ACN  =  a*Ä  — , 

so  folgt  ASM  :  ACN  =  Va»— e» ;  a, 

imd  da  weiter  '  ASM  :  ASP  =  V»*— e*  =  »f 

Mist  ACN^ASP.  mithin  da  ACN=ACP-^NCP,  ASP=ACP— SCP,  ist  auch  NCP=SCP.  (a) 
Feraeri8tNCPr=iNP.CN=^a(x— i/;).a  =  *a»(x— !>;),  SCP=iSC.PR=te  .  a 
sin  (180®  —  x)=^aesinx,  so  dass  aus  (a)  folgt: 

e 

a  (x  —  ^)=;e8inx,  x  =  i^-| sinx  (b) 

Aus  dieser  Gleiclümg  hat  man  x  durch  xp  zu  finden.  Kennt  man  dann  x ,  so 
ergeben  sich  v  und  r.     Es  ist  nämlich 

CB=— acoix,  SK=e— acosx,  PR=asinx,  MR:PR=:  Va*— e»:a,  MR=^"'"'  V^*— 
a 

=  Va*— e* .  «in  x,  also 

r'=(e  — aco8x)*+(a*— e*)8in*x  =  a* — 2aecoBx-|-e*co8'x=(a  —  ecosx)',  r=a  — ecoüx. 

^  MR      V/a'— e*  sin  x  SR     acosx — e       sinv 

Diui  «m  v  =  5T7  =  -^^ •^^^^='~cxr  = »T-; 

SM         a-^eco8x SM     a — ecosx   l  +  cosi; 

\/a* — e*      sin  x 

^     a — e     l-|-cos  x' 

*  Sind  mr,  m'r'  zwei  anendlich  nahe  Ordinaten  der  Ellipse;  mn,  m'n'  des  Kreises,  so 
umst  (g.  13.  lY)  mm'  r'r  sowohl  als  mm'n'n  als  Rechteck  betrachtet  werden.  Die  Flachen 
▼erhalten  sich  dauin  wie  mr  zu  mn  nnd  da  diese  sich  wie  y  a'  —  e^  zu  a  verhalten,  so  ver- 
halten  Kich  auch  die  Flachen  eben  so.  '  Durch  Summining  ähnlicher  Elemente  entstehen  die 
genannten  Ausschnitte,  so  dass  der  Satz  bewiesen  ist.     (Vergl.  §.  54.  11.) 


70  ^^  Kep1er*8Ghe  Problem. 

Die  Gleichung  (b)  (das  Kepler*sche  Problem)  gehört  nun  zur  Gattung  der  in 

-  V        e  e 

§.19  gelösten.     Das  dortige  a  ist  hier  \p  ^  q>  (x)  = --- sin  x ,  also  <p'(x)  =  —  cos  x, 

A  a 

g)(x)  —  (x  —  a)(jp'(x)  =  — sinx  —  (x  —  yf>)—  cosx.   Bildet  man  also  die  unendl.  Reihe 

a  a 

e  1    e*  6  1      e'  8*  1     e*  8* 

und  ist  dieselbe  konvergent,  so  ist  ihre  Summe  gleich  dem  Werthe  von  x,  der  aus 
der  Gleichung  (b)  folgt.     Dabei  darf  nicht  sinx  =  0,  also  x^=0  oder  180®  seyn, 

natürlich,  da  für  tp  =  0  auch  x:=0,  t|;  =  180°  auch  x^lSO'^  ist,  man  also  dieKeihc 

e  G 

(c)  nicht  braucht.     Ferner  soll  nicht  —  sinx —  (x  —  \p) —  co8x  =  0,  d.  h.  tgx=:x 

a  a 

—  xjj  seyn.     Setzen  wir  \p<C.7T  voraus,  so  ist  x — \p^0  und  von  x  =  ü  bis  x^-ö". 

tgx>x  —  xp,  indem  für  x  =  i^  =  0  auch  tgx  =  0  ist  und  letztere  Grösse  von  da  au 

ins  Unendliche  wächst;  über  xzr:-^  ist  dann  tgx  negativ,,  also  tgx<Cx  —  xp,  bis  bei 

x=^\p  =  n  wieder  tgx  =  x  —  xp  ist.      (Dass  überhaupt  nicht  tgx  =  x  —  \p  seyn 

könne,  folgt  schon  aus  der  Gleichung  (b),  die  sonst  gäbe  tgx=r  —  sinx,  — ^  =  — » 

a  ,      .  a  „.^^ 

cos  X  ^  — ,    was  unmöglich  ist,  da  — >1.     Für  x  =  0  und  x=n  freilich  ist  die 
e  e 

Gleichung  möglich,  da  dann  tgx=sinx  =  0  ist.)     Der  aus  (c)  folgende  Werth  ist 
dann  die  offenbar  einzige  Wurzel  der  Gleichung  (b)  zwischen  0  und  n  (d.  h.  zwischen 

if;  und  n).     Da  —  durchweg  ein  sehr  kleiner  Bruch  ist,  so  konvergirt  die  Reihe  (c) 

a 

rasch. 

Was  die  in  (c)  vorhandenen  Differentialquotienten  bctrifll,  so  ist: 

8  sin  V         .  i— 1 
— - —  =:n8m       ^cos^, 

n 
— - — ;— =  n(n — l)sin       V'cos'ifi  — nsiü  v» 

8'sin.V  /  ^\r         «^    .    """*  a  ro  o\    •   "— * 

— - — j— =  n(n  —  l)(n  —  2)8m       V'Cos^i^ — u(3n  —  2)  sin       ^cosi^, 
8^ 
n 

"°      =  n (n  —  1)  (n  —  2)  (n  —  3) sin'^      V'Cos*!^— 2n  (n  — 1)  (3n  — 4)  sin"~    %b   cos*   ^ 

n 
-^n(3n — 2)  sin  tp,  u.  s.  w.,  so  dass 

— =  28ini^cosV',  — r — i— =  6sinV'Cos*i^— 38m*V'«  -r— ¥"=24 sin v cos V— 40 sin V 

8i^  8^^  .  8^'  ^        -r 

8*sin'^tf; 
cos  i)>,     — r — 4—  =  120aini^cos*i// — 440sin'i^cos*v~h658in*V'» »  mithin  endlich 

x=:^f-\ sinv+l  —  J  sin!(>co8»;'4-|  —  1  (sin^cosV— ^sin^VO+l  —  |  (RinV'CosV 

jr-8in'vcosV^)  +  (  -     I  (sinV;co8*t[;  —  -- sin ' ^ cos* i^ -(---- sin* i^)+ 

0  -  V  ^  ^  o  24 

n— 1  .   n 

Anm.     Man  kann ~-  anch  in  anderer  Weise  ausdrücken.     Gemäss  §.  17.  IV  ist 

ix      -i» 

nämlich  c    =cosx-(-isinx,  also  auch  c         ==  cos  x  —  i  sin  x,   woraus  2  sin  x  =  — ^^^ — - 
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=  i(e      — e    )da-r  =  -;T=  ""'»  *^*^  2  co8x=©    -|-e  Daraus  folgt  für  ein  po8iti?6s 

gftozes  m : 

..mm 
Aber<i')    =r( — 1)    ;  femer  sind  ii)  der  Reihe  die  Koeffizienten  von  Anfang  und  Ende  her 

gleich :  also  ist  diese  Reihe 

_    laux         — 2mix       2  m^  (im— 2)ix         — (2in-2)iaL^^2m(2m--l)  ^  («m-4)ix        — (2m— 4)ix^ 

—  ®        i"6         j-L®  "T®  Jn        j~2       '■®  "'  ®  ■' 

.2m(2m-0.-.(m+l)  •         „  ^2m       ,^        «.     ,  „2m(2m— 1)      ,_        ., 

—  ...± -    .    — -^^ — !— ^=2cos2nix  — 2-— cos{2m— 2)x+2 — V"x — ^cos(2m— 4)x 

1.2.. .m  1  1.« 

^■^2m(2m~l>...(ni+2)       ^   _^ 2ni(2m-^l)...(ro+l) 

— r^ ,   o    '  / 77 cosZxz r-^ , 

1.2..,(m~"l)  1.2...m 

so  dass  also 

,    ,  m    2n»~i  .2m  .  2  m       ^^        ^^     ,        __2m(2ni  —  l)v..(ni4-2)        _ 

(-1)    2  sin     x  =  eos2mx cos(2m— 2)x+...-f \  ^      — V        ^cos  2x 

1     ■  .1 .22. ..m —  1 

^  2  2m(2m— l)...(m+l) 
2  1.2...m 

Ferner  ist 

,_  .      .l»-hl      ,.,2m-f-l,  -ix         4-iVin+l      ...2  m+lp -(2m-hl)ix       2m  +  l    -(2m-«)ix 

(2smx)  =(i)         (e      —  e      )  =^(i)         Le  -rj —  e  -h 

(2m-hl)ix,       ,.,2m,  r,  -(2m4-l)ix  (2m-hi)lx^      2m+l  /  -(2m-l)ix  (2m-0ix\ 
..  — e  J  =  (i)      i|(e  -e  )— — j — V«  -«  /+• 

,  (2ni+l)2ni...m+2,  — ix       ix  "l  -^ix  »ix^  2m  m 

....±^ -rrn ■ — (e       —  e   )J,  d.h.dai[e      — e     J.=28inax,  (i)     =(—1)    : 

(-l)V-«n*-+*x=sta(2m+l)x-?=±i.ta(2m-l),+^i!^i:^.in(2n._8)x 

1  1  .  ^ 

.  (2m+l)2m...(m  +  2)  . 

— -r- /    ■ ^^ — ! — ^sinx. 

-  1.2...m  • 


Daraus  folgt  nun  nach  %» 9: 

2m— 1  .   2m 


,    ,.m    2m— 18.    •    sin     x       ,^    .2m-r^        f^         ,  2m  —  1    T        2m, _  2m— i 

8x 

[«X      .  2m— 1   1.,       ,  2m(2m— lK.(m+2)   2m-i      r_     ,  2m  — 1    T 
(2m-2)x+^-*J+..±       \.2.1_i       '2  cosl^2x+-^-«J. 

[,v      .  2m   1    •      ,  (2m+l)2m...(m+2)  .    f     ,   2m   T 

d.h.  da  cosl  a-\ — n  l=cos|  a-|-mÄ — — ä  |=cos(a  —  -^n  |cosmK=( — 1)   sina, 

sinl  a-| ir  I  =8in(o-|-mw)  =  sinacosmTf  =  ( — 1)    sina: 


2*— '*!l^^=(2m)*""'«n2^,x-^(2m_2)*"~'sil.(2IIl-2)x^- 
»— 1  1 


m  .'  .*    ' 
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2mb    '  tio  X       ^  3m  2lll-l-l  2m  f 

ex 

,  (2m-f-l)2m (in+2)  ,2m  . 

T T~^ ■■ 1     sinx. 

1.2...  m  ? 

Hier  aas  folgt  nun :  ^, 

+  15.2^^m2^],5^^=^|7*sin7v'  — 7.5Sm5i^4-21.3«sin3f^--358m^^     .... 

woraus  auch  folgt: 

l  =  ^-f-^sin^+-i-(^-~)    »in2i^+y|^~^  (3sin3.M-8mif;)+^^-^^     (2  sin  4  »p 

-  ■^»^♦j+^r--)  (125tin5i^-.8l8in3v.+2siin^)+2^r-'J  [8l8in6^-64siD4^ 

+5ito2t]+TgL5r— ^  [16807 8in7ir^—1662ösin6i^+2l'878in3»p  —  5sin^]-f 

II.   Man  soll  die  Gleichung 

m 

X— a-j-bx 
n— 1  n 

auflösen.    Hier  ist  gr'(x)  =  bx    , -^^ — =b"mn(mn — l)..(mn — tt-|-2)3t     ~      , 

8x  • 

also  ist  die  Summe  der  Reihe  a^ba  "|~r~ö^  *         "f" — \  o  ö — ^  ^  "*~  -(-..• 

,   mii(nin — l)...(mn  — 0+2)    n   mn— n+i  , 

+ ■        1.2... .tf —^"^  + 

fidls  diese  Reihö  konvergent  ast,  die  a  am  nächsten  liegende  Wurzel  jener  Gleichung. 


m 


Ist  ba   >0,  so  ist  diese  Wurzel  >a;  ist  ba     <C  0,    so  ist  sie  <  a.       Da   qp'  (x) 

=:mbx        ,  also  ()p(x) — <(x  —  a)  (jp' (x)  =iÄmbx       +b5t    — mbx    =bx 

[am  —  (m  —  l)x],  so  darf  nicht  0  zwischen  a  und  der  Wurzel  liegen,  und.aiichnicht 

m  a  .  '  • 

— — : .     Was  die  Konvergenz  der  Reihe  anbelanget ,  so  findet  man  als  Quotienten 

zweier  auf  einander  folgender  Glieder : 

(mn-|-  m)  (m  n  +  m  —  1)  . . . .  (m  n  -(-  m  —  n  -f"  1)  .    »— * 

mn(mn  —  1) (mn  —  n -f- 2)  (n -|- 1) 

^        (m  n -|— m)  (m  n -|- m  —  1)  . . .  .  (mn-f"2)  (m  n  +  1)  m— l 

(mn  —  n-j-ni)(mn      n-|-in  —  1) (mn  —  n-|-2)(n-|-l) 


(—+=)("-+^)      (—+1)0+7) 


m-1 
ba       . 


m  m 

was  für  n=:  00  ZU  — -. ba       wird.  Somit  muss  -I- :ba""~  ^Tl  scyn. 

(m-l)  (m-1) 

Anm.     Für  m  =  2  ist  die  Reihe 

I  .^    2  I  «V»   ,  I  -,  %  A  I  1  2n(2n— l)....(n+2)^ii    n-fi    , 

a+ba*+2b*a'+5h'a*+  ....  H ^ — —— —         '       b    a        + 

1 . 2 ....  n 

und  es  muss  +4ab<^  1  seyn.     Dabei  darf  die  Summe  dieser  Reihe  nicht  so  liegen ,  dasr  xwi- 
3chen  ihr  und  a  sich  0  oder  2  a  befinden  kann. 
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Dft  bier  die  Gleiefaiing  x=  a+*bx*  aufzulösen  »t,  so  findet  mao  i  =:~±— V^— ^ab. 

2e     8b 

EaftvSekelt  man  nun  nach  J.  17.  I  Vi— 4ab,  wo  ±4ab<l ,  w  ist 

Vii:4rb  =  i-^tob-2a>b»-     _!J-g-g°-i)    4»+^^^""*"*- 

und  da 

1.3..(2n-~l)  2    »^1.3.5..(2n~J)    n 1 .2 . . . 2n  »     (n-H2) (ii+3) . . 2ii 

2.4..(2n+2)'    •     ""  1.2.3. .(n+1)       ■"l.2..(n+l).2.4..2n      ~         1.2. ..n 

1        1 

IG  cidit  man,  4laM  die  dnrcb  obige  Reibe  ausgedrüekte  Wursel  =  ^r — xi  V ^  —  4  a  b    iit. 

2b      2b 

Man  wird  sieb  noAmebr  ancb  überzengen  ,■  dass  alle  Qbrigen  BedingimgeD  eHUIlt  sind.     Sey 

nimlicb: 

1)  a>0,  b>0,  also  auch  ba*>0,  so  ist  1  — 4ab<l,  also  di6Wanel>0,  abor 
aneh  >annd<2a.  Denn  mrx  =  a  ist  x<a+bx*,  für  x  =  2aabet  a-|-bx*  =  a+4a*b 
=  a(I+4ftb)<^2a,  mithin  x^a-|-bx^,  so  dass  zwisehen  a  npd  2a  ein  Werth  von  x  liegt» 
fikr  den  x  =  a-f-bx*,  nnd  dieser  eben  ist  die  betreffende  Wurzel. 

2)  a<0,  b>0,  also  ba*>0,  so  ist  1  —  4ab  positir  und  >  I ,  also  die  WurzeJ  <0. 
aber  >a.  Denn  für  x  =  0  ist  z>a-(-bx*,  für  x  =  a  ist  4+bx'=  a  +  ba*]>a,  also  ist 
z<^a-|~bx',  so  dass  eise  Wurzel  zwischen  0  und  a  liegt. 

3)  a>0,  b<0,  alsoba*<0;  1— 4ab>l,  die  Wnrzel  positir,  aber  <a  tmd  >0. 
Denn  für  x  =  a:X>a4-bx*;  für  x  =  0:x<;a+bx*,  woraus  die  Behauptung  folgt. 

4)  a<0,  b<0,  also  ba*<0;  1  — 4ab<l,  also  die  Wurzel  negativ,  jedoch  <a  und 
>2a.  Denn  für  x  =  a:x>a4-bx*;  für  x  =  2a  :a4-bx*  =  a(l  -f  4ab)>2a,  alsox<a 
-hbx',  worauf  wieder  unsere  Behauptung  folgt.  / 


§.21. 

Wir  haben  in  §.19  gesehen,  wie  man  unter  gewissen  Voraussetzungen 
eine  Wurzel  der  Gleichung  x  =ta-f-y(x)  erhalten  kann.  Wollte  man  eben 
80  eine  Wurzel  der  Gleichung  i/;(x)  +  a  =  0  erhalten,  so  hätte  man  blos 
9(x)  =  x-}-V(x)  zu  setzen  und  erhielte  sofort  folgenden  Satz: 

Ist  die  unendliche  Reihe 

konvergent  und  a  ihre  Summe,  so*  ist  a  eine  Wurzel  der  Gleichung  i//(x)-f-a 
=  0.  Dabei  muss  vorausgesetzt  werden,  dass  x-{-ip(x)  —  (x  —  a)  (1 4-(//(x)  ) 
=  i^(x)— (x — a)^(x)-|-a  nicht  0  sey  von  x=:a  bis  x  =  a.  Alsdann  ist 
auch  a  einfache  Wurzel  der  Gleichung  i/;(x)4-a  =  0  und  es  liegt  zwisdicn 
a  und  a  keine  andere  Wurzel.  Zugleich  ist  ä>a,  wenn  a.-\-tp(9,)>0; 
a<a,  wenn  a+t/;(a)<0;  a  selbst  darf  aber  nicht  Wurzel  seyn,  d.h.  man 
darf  nicht  a+  i^(a)  =  0  haben. 

Man  kann  jedoch  eine  andere,  oft  bequemere  Form  wählen.    Setzt  man 

nämlich  in  der  Gleichung  (34')  y  (x)  =  k  ^|=^,  wo  k  eine  beliebige  Konstante, 

«0  hat  man  folgenden  Satz : 
Ist  die  unendliche  Reihe 
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X  — —  >L 

konvergent  und  a  ihre  Summe,  so  ist«  eine  Wurzel  der  Gtoicfaung    .  __  =1, 

d.h.  f(x)  =  k,  vorausgesetzt,  dass  nicht  -rpr-  Null  oder  oo  ist  von  x  =  a  bis 

x  =  a.  Zugleich  darf  nicht  y  (x)  —  (x  —  a) y ' (x)  =  ^.  ^  f  (x)  das  Zei- 
chen wechseln,  d.  h.  f  (x)  niuss  immer  dasselbe  Zeichen  haben  und  endlich 
seyn  von  x=a  bis  x  =  a.  Alsdann  ist  a  eine  einfache  Wurzel  der  Gleichung 
f(x)  =  k*,  und  zwischen  aunda  liegt  keine  andere  Wurze.l  dieser  Gleichung. 

Da  die  hier  vorkommenden  Grössen  in  der  Regel  für  x  =  a  die  Form  ^ 

annehmen,  so  wird  man,  um  sie  berechnen  zu  können,  zuerst  die  Auswerthung 
dieser  und  verwandter  Formen  kennen  müssen,  ehe  man  die  wichtige  Formel 
(35)  anwenden  kann.  Wir  wollen  demnach  ihre  Anwendung  noch  zunächst 
aussetzen  und  uns  zu  den  so  eben  genannten  Formen  wenden.  (Siehe  §.  23.) 


Vierter  Absclmitt 

Untersuchung  der  scheinbar  unbestimmten  Formen. 

§•  22. 
I.  Gesetzt  die  Funktionen  f(x),  F(x)8eyen  beide  Null  für  x  =  a,  so  wird 

der  Bruch  :^^  für  x  =  a  die  Form    -  annehmen  und  man  wird  sich  die  Frage 
F(x)  0  ° 

zu  stellen  haben,  welches  nun  der  wahre  Werth  dieser  Grösse  sey.  Im  All- 
gemeinen ist  dieser  Werth  freilich  unbestimmt,^  in  so  ferne  man  nämlich 
nicht  wissen  sollte,  woher  diese  Form  stammt;  weiss  man  aber,  dass  sie  aus 

P^  Y  entstanden  ist,  und  setzt  voraus,  dieser  Bruch  bleibe  stetig  auch  für 

x  =  a,  so  wird  man  ganz  wohl  den  wahren  Werth  bestimmen  können.  Wie 
nämlich  bereits  angegeben,  wird  man   die  ganz  natürliche  Voraussetzung 

mächen ,  es  bleibe  der  Werth  des  Bruches  ^z  in  der  Kähe  von  x=a  stetig, 

so  dass,  wenn  man  x  =  a+h  setzt  und  h  gegen  Null  gehen  läfist,  der  so  er- 

f(a) 
scheinende  Gränzwerth  eben  der  wahre  Werth  des  Bruches  =rr^  sey.      Nun 

F{a)      -^ 

ist  aber  (§.  15): 

f(a+h)  =  f(a)+hf(a-f0h),  F(a+h)  =  F(a)+hF'(a+e^h), 
also  da  f  (a)  =  0 ,  F  (a)  =  0 : 

f(a  +  h)  _  r(a  +  eh) 
F(a+h)  "'F'Ca^-^.hy 


•  Wenn  nämlich  nicht  V{a)  =  0  ist. 
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Lässt  tnan  hier  h  gegen  Null  gehen ,  so  erhält  man 

f(a)  _f(a)- 
F(a)      F'(a)' 

wodurch  der  gesuchte  Werth  gefunden  ist.  Da  die  in  dieser  Gleichung  aus- 
gesprochene Regel  leicht  in  Worten  auszusprechen  ist,  so  wollen  wir  dies 
dem  Leser  überlassen. 

Wäre  aber  f  (a)  =  0,  F(a)=:0  nebst  f(a)  =  0,  F(a)=:0,  so  hätte 
man  eben  so 

f(a+h)  =  ^r(a+0h),  F(a+h)  =  ;^F"(a+e,h), 

^  f(a+h)  __  f-(a+eh)    f(a)      P-(a) 

F  (a-t-h)     F"(a+ 0,h) '  F(a)  ""  F"  (a)* 
Wie  man  hier  weiter  geht  ist  klar.     Ist  allgemein : 

f(a)=:f  (a)=:0, Aa)=0,  F(a)=:F'(a)=  . ..  =F%)=0,  nicsht  aber  f""*"Va),  F""*"\a), 

u-fi 

beide  =0,.oirt  fj^      tM:     . 

Als  Beispiele  hiezu  mögen  folgende  dienen: 

'-"*°  •  ♦  ^  «         /     u    eo-»'!)  »-i  e(l-x) 

^—^  ist  y  für  x  =  l ;  aber t^ — =  — nx  .    ,  — ^ —  =  — 1;  fiirx=:l  siikd 

■   n 
1— X  —  n 

diese  Grössen  —  n  und  —  1 ,  also  ist  -; für  x  =  1 :  — r  =  n. 

1 — X  —  1 

z i  ist  eben  so  Null  für  x  =  1 ;    — z =  —  ux      ,  — ^  ■•    =  —  2x  ^ebcn  für 

1 — X  ÖX  ÖX  " 

n 

1 — X        n    1 — cosx         0- 

X  =»  1 :  —  u,  —  2,  also  ist  für  x  =  1 :  z :  =  17-. i —  ist  tt  für  x  =  0 ;    aber 

*  1 — x'       2         x*  0 

8(1  — cosx)                 8x*                                                            8*(1  — cosx)  8-'(x?) 
r =:sinx,  -s— =  2x  sind  abermals  0  für  x=0; ^i =rcosx,  -^ZT 

ÖX  *ÜX  ÖX  ox 

=2  geben  1  und  2  für  x=0,  also  ist i —  für  x=0  gleich  -s".  .  für 

sinx                               1  — (n  +  l)x*+nx''"*'*  ,  .     n{n-hl)     l{x) 

1=0  ist  2;  -^fÜrx=Oist  1 ;  ^^^ — ^     (l-x)» für  x  =  1  ist -^2^ ;  ~ 

x  —  sinx  1       e^— e"I^x  ^  x*— 4x4-3 

fiirx=li8tl;  , —  fürx  =  Oist-^;    ;r-— ist  2  für x=:0 ;      .      . — —TT 

X  o         X — sinx  X   —X  — x-j"  1 

X*— X  Vx*'— l-hl/(x— D'  3 

für  x  =  i;ist  2;  ^^^^^^^fÜr  x=list-2;     y^^^J\y2.J,-^[  farx=l  ist-  j: 

5 

X  V3a»x— 2x*-axVä*i  ^  .     81     2 

— für  x  =  a  ist  2^  a^ 

a  — Väi» 
II.  Gesetzt  es  werden  die  beiden  Grössen  f^x),  F(x)  für  x=a  unendlich  gross, 

so  erscheint  alsdann  derBruch^^\  unter  der  Form  ^,  deren  wahren  Werth 

F(x)  *• 

man  nun  ebenfalls  ermitteln  soll.     Unter  der  Voraussetzung  --/^  bleibe  ste- 
tig in  der  Nähe  des  Werthes  x=:a,  wird  man  setzen 
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Jl_ 

'  W  -.    F(x) 
F(x)        _1_ 

und  beachten,  dass  für  x  =  a  jetzt  ^j-^  und  ~-t  Kuli  werden.     Daraus  folgt 

(Nr.  I.),  jdass  der  Werth    ~  gleich  ist  dem  VVerthe 

F-(a) 

F(a)»  F'(a)    f(a)' 


f'(a)       "f(a)-F(a)>' 


f(a)* 

indem  ^- 1  ,,  v  |  =  —zru  ist.     Man  hat  also 
8xVf(x)>f  f(x)* 

f(a)_F;/a)  rWA»  P(a)    f(a) 

F  (a) "  f  <a)  VF  (a)  7  '     ~  f  (a)  *  F  (a)  ' 

.  f(a)        f'(a) 

»0  da«8  -  Vt  =  « -TT  • 

F  (a)      F'  (a) 

mithin  ganz  dieselbe  Kegel  gilt,  wie  in  Nr.  I.     Man  wird  jedoch  hiebei  be- 
achten, dass  weil  f(a),  F(a)  unendlich  sind  für  x  =  a,  auch  f(a),  P(a) 

cmendlich  seyn  werden ;  kann  man  aber  den  Werth  von  ^tj^  in  irgend,  einer 

Weise  ermitteln,    so  ist  man  durch  diese  Betrachtung  dennoch  zum  Ziele 
gelangt. 

So  2.  B.  wird  — - —  für  x=0  unter  der  Form  7=r  erscheinen.    Aber  -^ —  =  —  t 
cotgx  00  8x        z 

8  cotgx  1        ,      ,  ,      .™-     ,  X  8in*x  . 

— S = r-r-  also  hat  man  den  Werth  von z —  = :  für  x  =  0  zu  er- 

8x  sin'x  1  X 

""sin»x 

mittein.     Nach  Nr.  I.  ist  derselbe  =0,  so  dass  — : —  Null  ist  für  x=0. 

cotgx 

ni.  Wird  in  dem  Produkte  f(x).  F(x)  für  x  =  a:  f(a)  =  0,F(a)  =  oo, 
so  erhält  man  die  Form  0 .  oo .     Da  aber 


F  (x)  f  (x) 

und  diese  letzten  Formen  auf  -^  oder  ~  herauskommen,  so  kann  man  ge- 
radezu die  früheren  Regeln  wieder  in  Anwendung  bringen. 

9  Cx)      ^  (x) 

Aehnlich  verhält  es  sich  mit  der  Form  x  —  oo  ,  wenn  z.  B.  in —y-p-r; 
fiir  x  =  a:  f(a)  =  F(a)  =  0,  aber  5p(a),  i/;(a)  endlich  und  nicht  0  sincl.    Da 

zunächst  '^W      V^(x)      „(x)F(x)^V;(x)f(x) 

zunächst  __^^^^^         ^^^^^^^^ 

so  kommt  diese  Form  auf  -^  zurück  und  wird  also  gemäss  Nr.  I.  behandelt, 

Z.B.  (a  — x)tg2-^  wird  O.oc  fürx  =  a.     Aber  (a  — xjtgg^  =       ""^^,   unrf 

^2a 
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öcotg- 

— = — 1, — X ^"'S"* ZiT»  welche  Grösse  filr  x=:a  gleich  —  s~"  »st;  mit- 

Sin'  --  • 

2a 

itx  —1        2a        1  1 

hin  ist  (a  —  x)tgo-  ßr  x  =  a  gleioh '^~*^'    \T\ ZT   ^''^     ^  —  00   für 

""2ä 

t        V         1  1        x--l^l(x)    8(x-l-l(x))  1  8»(x-l>-l(x))      1      .  ^ 

x  =  l;  aber  ,-(^-ii::Y=-(;^irr)l«  '  8^  -^~\  87^ =^wird 

8px-])l(x)]  nl    «u.^       1         1    I  w  ^  8»[(x-l)l(x)]      1 

H wird  2  für  X  =  1 ,  also  ist  rr-: ^^  gleich  -g-  für  x  =  1 .     cotg x '—  —    wird 

^       ,  •      1       xcosx— sinx    8(xcosx — sinx) 

X — 00  für  x  =  0;  aber  cotirx — —  = : . z =  —  x  sm  x, 

®  X  xsinx  8x  * 

^' (x cos X --sinx)             .                           .  j  n  Ät             A     8(^""')  V    . 
r— I = — sinx  —  xcosx  wnrd  0  für  x  =  0;  — ö =  x  cos  x  -f-  sinx, 

~--j — =:-2cosx — xsinx  wird  2  für  x=0,  also  ist  cotgx gleich 0 für x=0. 

«    1(2^1) 

11^2  — —J  tg^  wird  0.00  für  x  =  a;     aber  1  f^  — — J  'Rgä" äx — *» 

»  *  .  cotg-^ 

(X^  .     •       «X  ^* 

2— —  J  j  j  ^^^^2i  it         l  it 

r =  —  ö wird  —  —  für  x  =  a;  — r = —  ö"  • Z~  ^»rd — ^-f 

8x  2a — X  a  8x    •  2a     .  ,iix  2a 


sin'  ^ 
2a 


für  x  —  a,  also  ist  1(^2  —  ^3 '«l^  fir^^Jch  — für  x  =  a  .  x"l(x)   für  x  =  0    wird 

J_ 

-^A      u        »1/^      IW    8i(x)       1     8x"""               _(„+o  __JL_ 
0.00  ,  wenn  n>0;  aber  X    1  (x) zr:-:;::;^ , -^^  =  — , -jj-=  —  n x  » —in-^i) 

=  ^^^  wird  0  für  x  =  0,  also  ist  x**  l(x)=0  für  x=0  und  n>ü. 

D  . 

IV.  Sind  y,  z  zwei  Funktionen  von  x,  so  beschaffen,  dass  für  x  =  a  ; 

y  =-  0,    X  =  0,     so  erlangt  y   die  nnbestinunte  Form  0^ 

y=00  ,s  =  0,      ^        „       y'    ,  «  n      ^". 

y=l,l=+GO,   r        t»        y      «  ^  «        1*^ 

y  =  0,z=+ao,  «       «      y     ,  n  „      0-:       . 

Da  aber  immer  l(y*)  =  zl(y),  so  wird  I(y*)  in  diesen  Fällen: 
Ol(0)  =  — O.oc  ,  01(00)  =  0.00  ,  ±00  1(1)  =  ±x  .0.  ±00  1(0)  =  ±00  (—00), 

50  dass  diese  Formen  auf  das  Frühere  zurückkommen.     Kann  man  nun  l(y*) 

ermitteln ,  so  hat  man  auch  y*.     Was  übrigens  die  letzte  Form  anbelangt, 

so  ist  +00  ( —  00)  =  +  00,  also  dann  y* gleich  e+  ^,  d.h.  gleich  0  oder  00. 

Man  habe  z,  B.  x*  für  x  =  0  zu  ermitteln.     Es  ist  1  (x*)  =  x  1  (x)  und  x  l  (x) 

_l(x)     _Q0-..  ^      ,       81(x)       1     ®LtJ  1      ,     ,,  ^ 

=  ~t    wird  7=r  für  x=rO;  aber  -5—  =  — »  — ^ = h  alsohatman — r  =  —  x 

1  00  8xx8x  x'  1 
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für  x=:0  zu  ermitteln ;  dies  ist  aber  ==  ö,  also  ist  x*=e  =1  furx=0.  I  1  H I 

wird  1^  rür^  =  00;  aberl^l  +  yj  =xl  ^^1  +  ^J  ^^d  00. 0  für  x  =  00  und 

ist  =  -. und  dies  gleich  —  z = r-  Tür  x=  00,  d.  h.  gleich  1, 

X  X*  X 

X  '  X  •  ' 

mithin  ist  0^"  ^1  =e*  =  e  für  x  =  00  (§.  2).   L— J  wird  00®  für  x  =-0;  aber 

li  —  rznxll  —  ■  =  —  3^1  (x)  und  da  dies  =Oistfürx  =  0,  so  ist  auch!  —  j  ^=^ 

für  x  =  0. 

V.  Gesetzt  y(x),  y^Cx),  ffjOO,...,  tfj^x),  i/;i(x),...  seyen  Funktio- 
nen von  X,  die  für  x  =  a  Null  sind,  m  sey  eine  positive,  aber  sonst  beliebige 
Zahl,  so  wird  der  Bruch 

A  g>  (x)"J+B9>i  (x)"+C9>,  (jf  + 


A>  (x)"^+B>,(x)"+C>3(xr  + 


für  x.=  a  die  Form  -^  annehmen,  wenn  A,B,..,  A',B', ..  beliebige  Konstan- 
ten sind.  Setzt  man  hier  x  =  a+h,  so  hat  man  fiir  diesen  Bruch,  wenn 
man  beachtet,  das6'^(a), . . .  Null  sind : 

Ah"»^(a+Oh)°'+Bh°y/(a4-eh)"+  . . . . , 

A'h"^'(a+eh)"'+B'b°'i^/(a+eh)"-f 

dividirt  man  hier  durch  h"*,  lässt  dann  h  UAendlich  abnehmen,  so  ergibt  sich 
als  Werth  de§  vorgelegten  Bruches  für  x  =  a : 

A  y-(ar+By/(a)°  +C»,-(a)'°+ ',..,. 

A>'(ar+B>/(ar+B't/i,'(ar+  .... 

y  (a'— x')+ V(a — x)* 
Sey  z.  B. für  x=a  zu  ermittein. 

V(a-x)-V(a'-x^ 

Hierist(p(x)  =  a'— x^()p'(a)=:— 2a;  g)i(x)  =  (a— x)',  ()p/(a)  =  0;  i>;  W 

=:a  — X,  V;'(a)=:  — 1<   rp^(x)  =  &^—:3L\  V;/(x)=:— 3a';   A=B=A'  =  1,  B' 

1 
=  —  1 ,  m  =  X- ,  also  ist  der  Werth  gleich 

3    3 

V^^^  V2a 

-l  +  Vsi^      l-V/3a* 
.  Eben  so  ist 

V{V-ü^-Vx  0 

für  x  =  0:-;r' 


m 


\/x  —  sinx — \/l — C08X  *ö 

Aber  g)(x)  =  i^(x)  =  x  — sinx,  <jp'(0)=i(;'(0)  =  0.   <)pJx)~x,   <)p/(0)=:1 
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ij»,  (x)=l  — C08X,  i(;i'(0)=Ü,  in  =2  »  ^^'°  *®*  ^®''  Wertli  gleich  ^  _    rz: —  »  (oder 
=  00  ,  je  nachdem  0 —  0  zu  +0  oder  — 0  wird). 

VI.  E»  kann  sich  endlich  ereignen,  dass  alle  angegebenen  Methoden 
dennoch  nicht  zum  Ziele  fiihren.  Alsdann  wird  man  geradezu  zur  Reihen- 
Entwicklung  übergehen ,  wie  dies  im  Grunde  ja  auch  gleich  anfänglich  ge- 
schehen ist. 

Wäre  z.  B.  ^er  Werth  von  

•  j/i  — Va  +  Vi--a 

für  x  =  a  zu  ermitteln,  was  nach  den  früheren  Methoden  nicht  wohl  angienge,  so 
setze  man  x  =  a-|-h,  nehme  sogleich  — <1,  und  hat  (§.  17.  I); 

V(a+h)*— a\  V2rh"+h*  VhV2a  +  h 


|/h  V2a+h  V2l+h 

Setzt  man  hier  h=0,   so  erhält  man  ittö"  ^^  Werth  des  obigen  Bruches  für 

X=r:a. 

Es  versteht  sich  ganz  von  selbst,  dass  Oiau  die  Reihenentwicklung  ganz 
unbedingt  bepützen  darf,  gleichviel,  ob  die  früheren  Methoden  zum  Ziele 

führen  oder  nicht.     So  wäre  (§.  16),  um  x~"e    *    für  x  =  0    (wo    alsdann 

diese  Grösse  zu  0.x  wird>  zu  bestimmen,  die 'Grösse  »""e    *  :?=  ^— 

1  xe* 

und  so  lange  nicht  n  =  op  ist,  wird  immer  im 


n 
X 


Nenner  eine  ganze  Reihe  von  Gliedern  bleiben,  die  x  im  Neuner  haben,  die 
also  00  werden  für  x  =  0  und  desshalb  0  als  Werth  von geben,  wodurch 


n 

X 


die  Behauptung  in  der  Anmerkung  zu  §.  16  wird  gerechtfertigt  seyn.     Eben 

•  *  X  — mnx       1          1      1  ,  ,  jI  «t  /x 

so  ist  j — ~"6  ""120  '  al8o=  g-fürx  =  Ou.s.w. 

VII.  Bei  der  Bestimmung  von  -—-  nach  §.  8  kann  diese  Grösse  für  ge- 
wisse Werthe  von  x  und  y  ebenfalls  unter  der  Form -^  erscheinen.  Das  Ver- 
fahren ,  wie  wir  es  angegeben  ,  bleibt  jedoch  dasselbe. 

So  z.  B.  folgt  aus  y* — a'y'-f'2a^x' — x*  =  0,  dass  x^:0  und  y  =  0  zusam- 
men gehören;  ferner  ist 

ey     —2a^x4-2x» 

0  8x"     2y^-a»y 

und  wird  -g-  für  x  =  0 ,  y  =  0.     Alsdann  ist  eben 


gQ  AnflStnng  der  Gleichung  f  (x)  =  k. 

'  ^       ;(fürx=0.  y  =  0). 


Für  y'(a — x)=:rx',   wo  wieder  x  =  0,y  =  0  zusammen  geboren,    ist   ^ 

ox 

=  ^    ,     — r-  und  wird  t:-  wenn  x  =  y  =  0.     AUdann  ist 
2y(a— x)  0  '^ 

6x  +  2yg^ 

.       /  j  I      »v'     c         1          I/o          ^     Afi-*8y    3ay'-2x(y'-|-x')-H8ai«— a'i 
Aus  (y»+x»)  -6axy'-ax'(2z-a)=0 folgt  j^= ^^^-^-i3^_ 

und  wird   -fr  für  x=y=0.     Alsdann  ist 

6ay?l-2(y'+x»)-4x(y^+x)+6ax-a' 

0  y  cx  0  X 

"'        2^(y'+x«)+4y{y^?+x)_eay-6.x^ 
cx  ex.  ox 

öy 
woraus,  da  der  Nenner  =0,  der  Zähler  = — a'  ist,  folgt  ^-  =-^  oo. 

§.  23. 

Kehren  wir  nunmehr  zu  §.21  zurück,  so  können  wir  in  der  dortigen 
Formel  (36)  die  Koeffizienten. von  k,  k',.. .  bestimmen.  Diese  Bestimmung 
könnte  ganz  direkt  in  der  dort  vorgeschriebenen  Weise  erhalten  werden;  es 
ist  jedoch  bequemer,  folgenden  Weg  zu  derselben  einzuschlagen. 

Bezeichnen  wir  die  Reihe  (35)  durch 

a+Aik+A,k'+....+A  k''+....  (a) 

n 

so  folgt  aus  der  Formel  (320  in  §.  19,  wenn  man  dort  V'(x)=f(x),  F(x)=x, 
F'(x)=l  setzt,  dass 

x=ia-t-A,f(x)+A,f(x)«  +  ...+A^f(x)''+ (b) 

unter  der  Voraussetzung,  dass  diese  Reihe  von  x  =  a  an ,  für  welchem  Werth 
f(x)  =  0  ist,  konvergire.*  Da  angenommen,  die  Reihe  (36)  in  §.  21  konver- 
gire,  also  auch  die  (a)  von  k  =  0  an,  so  konvergirt  eben  desshalb  auch  (b) 
von  x  =  a  an.'  Nunmehr  ist  es  leicht,  die  Grössen  Aj ,  A, ,. . .,  A  , ...  aus 
(b)  zu  bestimmen.     Man  hat  nämlich  zuerst  t 

X  -^—  &I 

-jT^r  =Ai+A,f(x)+ 

woraus  für  x  =  a  (da  f (a)  =  0)  nach  §.  22 : 

•    f'(a)  ~     *""V.f(x)  A' 

welche  Gleichung  A^  bestimmt. 


,*. 


Auflösung  der  Gleichung  f(x)  =  k.  31 

Sodann  ist  ^"^^      3*       =  A,  +Aj  f (x)+ 

woraus  rar  x  =  a:         A,  =  I ^/  ■      I  . 

Da  die  Grösse  erster  »Seite  einen  bestimmten  Werth  hat,  so  ist  es  auch 
so  mit  der  auf  der  zweiten  Seite;  da  aber  der  Nenner  ftir  x  =  a  zu  Null  wird, 
so  moss  es  auch  der  Zähler  seyn,  *  wie  man  auch  unmittelbar  sieht     Aber 

?^  =  2f(x)  f  (x)  ist  noch  0  für  x=ra,  also  muss  auch  ^^^-^-^i^(^^^  =1 

— A,  f  (x)  es  seyn;  dann  ist  5^^  =  2P(x>*+2f(x)P'<x),  was  för  x=a 

zu  2f  (a)'  wird;  eben  so      ^'""^~j  ^  ^'^^  =  —  A,^f' (x),  so  dass  also 

. A^rCa)  . 

Allgemein  ist  nun 

X  — a— Aj(x)-A,f(x)*— ....— A       f(x)'"** 

■ — =  A-hA       f(x)+ 

f(x)"  "         "+* 

woraus  für  x=a: 

^  ^  rx— a-.AJ(x)-A,f(x)»~  .  • .    ~A  _^  f(x)*"S 

"  L -7-^ — J. 

Nun  aber  findet  sich : 

-g—     =mf(x)        r(x);  -^     =m(m-.l)f(x)        r(x)*4-mf(x)        r(x);  ^ 

=  m(m-l)(m-2)f(x)""^f  (x)»  +  3m(m-  l)f(xr""*f(x)f'(x)  +  mf(x)""*   f»  (x); 


^^^^=;=m(m— l)(m-2)(m-3)f(xr'^f{x)*+6m(m-l){m-^2)f(xr   T(x)f'(x) 
-h3m  (m—  1)  f  (x)"""*  r  (x)»  +  4m  (m  —  1)  f  (xr~^  f  (x)  f^  (x)  +  ip  f  {xf^^  f  Mx)  ; 

^^4-  =  «n(»n-l)(m--2)(m-.3)(m--4)f(x)"^*f'(x)*+10m(m--l)(m---2)(m-3) 

ox 

f(i)"~^f  (x)»f'(x)  +  15m(m  — l)(m-2)f(x)"'""V(x)r(x)»+10m(m  -  l)(m— 2)f(x)°"^' 

f  (xrf»(x)  +  10m(m—  l)f(xr''*r(x)f^x)H-6m  (m—  l)f(x)""*f'(x)  (*(x)  +  m  f(x)""* 
P(i);....,... 

Daraus  ist  ersichtlich,  dass  — ^^  mit  dem  Gliede  m(m  —  1) 


8x"^ 


(m—n-|-l)f(x)"""f(x)' anfängt,  während  alle  anderen  Glieder  höhere 
Potenzen  von  f(x)  enthalten.     Demnach  ist 


•  Ist  übeihanpt  rrr-  eine  GrOsse,  von  der  man  weiss,  dass  sie  für  x  =  a  einen  endliehen 

I    j 

W«ctii  A  hat,  und  sind  F{a),  F'(a),  .  .  .,  F-  (a)  Null,  nicht  aber  f"*      (a)  ;=  0,   so  müssen 

f(a) 
mach  f(a),  f  (a),  .  .  .,  f°  (a)  NuU  seyn,  da  sonst  r^r  nach  §.22  nicht  endlich  wire,  was 

F(a> 

Segen  die  Annahme  streitet    Im  Texte  wird  hieron  mehrfach  Gebrauch  gemacht. 

D  i  t  n  f  •  r ,  Difflireati«!-  n.  Inteirral-Rechnanf .  6 


32  AaflOsan^  der  Gleichung  9  (x)  =  0. 

von  P  jedenfalls  den  Faktor  f(x)  enthält,  so  dass  fHr  x==a: 

8x'' 

ist.     Wie  ferner  leicht'  ersichtlich ,  verschwinden  alle  Differentialqaotienten 
von  f(x)'  bis  zum  n*^  flir  x=a,  so  dass 


A  = :: 


1.2.3...nf(a)'' 


.n>l. 


Ans  den  obigen  Entwicklungen  ergibt  sich  aber  leicht  für  x:=a: 
5^'  =  6f  (a)f"(a),  2^-'=6f"(a)»-Hf(a)f'(a).  ?^i^=aOf"(a)f(a)+10f(.)l«(a). 

?^^=S6f  (a)»r (a).  5^^=90f'(a)f'(a)'+60r(a)«f»(a) ' 

öx  ox 

^^^^=240f'(a)»f"(a) 


8x' 

Demnach  ist : 

A  -  -L    A  J       A,r(a)  .  ^A,f»(a)-6A,r(a)r(a) 

^'''r(B,y    ''^      1.2f(a)»'     »""  1.2.3f(a)» 

-A,  f*(a)— 2A,  [3r(a)'+4f  (a)f^(a)]-36A3f  (a)'r(a) 

*"                                        1.2.3.4r(a)*                                       •  }  (c) 

—A,  f»(a)  — lOA,  [2f"  (a)f>(a)-ff  (a)f*(a)]  -  30A, r(a)[3f"(a)'H-2f'(a)f»(a)] 
.    ; — 240A4f(a)»r(a)        

•~  1.2.3.4.5  r(a)* 

U.  8.  W.  ' 

Will  man  nun  mittelst  dieses  Verfahrens  eine  Wurzel  einer  vorgelegten 
Gleichung  y(x)  =  0  berechnen,  so  muss  man  bereits  einen  angenäherten 
We'rth  a  derselben  kennen,  so  dass  9)(a)  nahe  an  Null  ist.  Setzt  man 
dann  die  Gleichung  unter  die  Form  (p(x) — y(a)  =  —  y(a)  und  in  (35)  des 
§.21  f(x)  =  9)(x)  — y(a),  k==  — y(a),  so  ist  f(a)  =  0,  und  f  (sL)=g>* (&), 

-TTT-  I  =    w  X  nicht  Null.     Endlich  wird  man  immer  annehmen  dör- 
f(x)  JtL      9'(a) 

fen,  es  sey  y'(x)(=f  (x))  nicht  Null  von  x  =  a  bis  zur  gesuchten  Wurzel, 
da  letztere  nahe  an  a  liegt  und  man  immer  a  so  finden  kann,  dass  äicht  cp Ya) 
=  0.  Da  nun  allgemein  f  (x)  =  (p  (x),  so  wird  man  also  hiernach  die  Grös- 
sen A^,  A,,  .  .  .  .  mittelst  (c)  herstellen  und  dann  gibt 

x  =  a—A,9(a)+A,9(a)*--A,f»(a)»+ 

die  gesuchte  Wurzel.  Die  Konvergenz  dieser  Reihe  wird  sich  im  Allge- 
meinen nur  schwer  ermitteln  lassen;  man  wird  daher  getrost  einige  Glieder 
derselben  berechnen  und  aus  ihrem  (etwaigen  raschen)  Abnehmen  schliessen, 
dieselbe  konvergire  rasch,  somit  nur  die  etlichen  ersten  Glieder  gelten  lassen 
und  schliesslich  sehen,  in  wie  weit  das  gefundene  Resultat  wirklich  als  Wurlti 
der  Gleichung  angesehen  werden  kann. 

Einige  BeiiSpiele  mögen  das  Verfahren  erläutern : 


Mazima  und  Minima  einer  Funktion. 
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I.  Die  Gleichung  x*— 60x*^-999x — 3734=0  hat  eine  Wurzel  nahe  an  21. 
Qr  x  =  21  ist  <jp (x)  =  46 ,  also  schreibe  man  die  Gleichung  auch  so: 

x'— 60x»+999x— 3780  =  — 46, 
idhatf(x)  =  x»— 60x'+999x— 3780.  k  =  — qp  (a)  =  —  46,    a=:21,  f  (a) 
=—198,  f '(a)  =  6,  fVa)=6,  f*ta)  =  0; 

1_        __3_         _       216         _3206      ,_      158738 

^*""     198'    *  ""  198»*  ^»  -  •"  198*'    *  ""  l98'' 198»   ' • 

- 21  L   ^^    .3.46'     216.46»     3205.46*      158738.46* 
"*  *"■      ■^198"^198»'"^    198»    "^     198'     "^       198»      "T  •  '  •  • 

=  21 4-0-232323+0'0008l7+0000069+0000001 +0-000000 
=  21-233210, 
el^er  Werth  auf  fünf  Dezimalstellen  richtig  ist.     (Vergl.  nGrundzüge**  S.  179.) 

IL  Man  soll  die  Gleichung  x  =  2sinx  auflösen.     Für  x  =  1*8849556 (=108®) 
t  x—2slnx  =  — 0-0171574, 

•  dass  man  die  Gleichung  schreiben  wird:   x — 28inx4-0'0171574=0'0171574. 
■an  ist 
i)=x— 2imx-H>-0l7l674,— 9(a)=0-0l7l674,  a=l-8849556(=108»).f(a)=l-618034, 

(ä)=1  902113.  f»(a)=— 0-618034,  f*(a)=— 1902113, 

1  0-951056  1-975678 


A.= 


1*618034 


,  A,=- 


1-618034' 


i~A3*   -^8  — iT 


1-618034*' 


x=l '8849556 -f 


0-0171674      0-951056.0-0171574»  .  1-975678.0-0171674» 


1-618034  1-618034»  '  1'618034» 

=  1  -8849556+0-0106038 —00000661  +0*0000009  =  18954942 . 
ier  wenn  man  diese  Grösse  in  Winkelmass  ausdrückt:   x=  108^36'18'7''  (rergl. 
ein  „Handbuch  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie**  S.  100). 


Fünfter  Abschnitt 

Von  den  grössten  und  den  kleinsten  Werthen  für  Funktionen 

einer  unabhängig  Veränderliclien. 

§.24. 
Sey  y  =  f (x)  eine  beliebige  Funktion  von  x,  und  es  erlange  dieselbe  för 
=  a  einen  Werth  f(a)  so  beschaffen,  dass  derselbe  grösser  ist,  als  diejeni- 
n  Werthe  von  f(x),  die  man  erhält,  wenn  man  x  Werthe  beilegt,  die  nur 
BBig  grosser  oder  kleiner  sind  a;ls  a,  so  Fi§^.8. 

gt  man,  y  habe  einen  grössten  (Maxiiiium-) 
'eith  erlangt;  ist  dagegen  f(a)  kleiner  als 
e  unmittelbar  vorhergehenden  und  nach- 
Igenden  Werthe  von  f(x),  so  hat  y  für 
=  a  einen  kleinsten  Werth  (Minimum) 
langt.  Stellen  wir  (Fig.  8)  den  Lauf  von 
z)  durch  eine  Kurve  dar  und  ist  OK  die 
buissenaxe,  0  der  Anfangspunkt,  so  sind 
a,  Cc,  Ee,  Gg,Ji  grösste  Werthe  der  Ordinate,  während  Bb,  Dd,  Ff, 

6» 


g4  Maxima  und  Minima  einer  Fonktion. 

Hh,  Kk  kleinste  Werthe  sind.  Es  ist  aus  der  Figur  ersichtlich,  dass  ganz 
wohl  ein  Minimum  grösser  seyn  kann  als  ein  Maximum;  soistDd>Aay 
trotzdem  ist  erstere  Grösse  ein  kleinster  Werth,  letztere  ein  grösster.  Eben 
so  ist  klar,  dass  nicht  zwei  Maxima  oder  zwei  Minima  unmittelbar  aufein- 
ander folgen  können ,  sondern  dass  immer  Maxima  und  Minima  abwechseln, 
wenn  überhaupt  eine  Funktion  in  ihrem  Verlaufe  mehrerer  Maxima  und  Mi- 
nima fähig  ist.  Das  eigentlich  Charakteristische  des  Maximums  ist  näm- 
lich offenbar  das,  dass  die  Funktion  y,  wenn  sie  in  die  Nähe  desselben  ge- 
langt, (mit  wachsendem  x)  zuerst  wächst  und  dann,  wenn  sie  über  den  Ma- 
ximum-Werth  hinausgegangen  ist,  abnimmt,  so  dass  also  ein  Wechsel  von 
Zuaehmen  und  Abnehmen  im  Augenblicke  des  Maximums  stattfindet.  Das 
Charakteristische  des  Minimums  dagegen  ist,  dass  im  Augenblicke,  da  di6 
Funktion  durch  dasselbe  geht,  ein  Wechsel  von  Abnehmen  zu  Zunehmen 
stattfindet,  immer  die  Grösse  x  wachsend  gedacht.  Daraus  erklärt  sich  ganz 
von  ^selbst,  warum  nicht  zwei  Maxima  oder  zwei  Minima  auf  einander  folgen 
können. 

Nun  haben  wir  in  §.  13.  I  gesehen,  dass  wenn  y  wächst  mit  wachsen- 

dem  X,  nothwendig.  -r^  positiv  ist;  dass  dagegen  —■  negativ  ist,  wenn  y^b- 

nimmt  mit  wachsendem  x.     Daraus  folgt,  dass  wenn  y  in  die  Nähe  eines 

Maximum- Werthes  gelangt,  r^  vorher  positiv,  nachher  negativ  is^;   dass 

dagegen,  wenn  y  in  die  Nähe  eines  Minimum- Werthes  gelangt,  j^   vorher 

negativ,  nachher  positiv  ist.    Man  kann  also  sagen,  dass  Hir  y=: Maximum, 

8  y  8  y 

g-^  von  +  zu  —  übergeht;  fiir  y  =  Minimum,  ^  dagegen  von  —  zu  -f-«  l^er 

üebergang  von  -{-  zn  — ,  oder  von  —  zu  -f-  geschieht  nun  dadurch,  dass 

—^  durch  0  oder  oo  geht;  *  so  dass  also  für  das  Maximu^l  oder  Minimum  ^^ 

=  0  oder  oo  ist     Daraus  ergibt  sich  nun  folgende  Regel : 

„Um  diejenigen  Werthe  von  x  zu  finden,  die  y  zu  einem  grössten  oder 

8y 

kleinsten  Werthe  machen  können ,  setze  man  ^  =  0  oder  :=  oo  ,   und  be- 

0  z 

stimme  die  hieraus  folgenden  Werthe  von  x.^ 

Um  nun  zu  entscheiden,  ob  ein  so  gefundener  Werth  von  x  die  Funktion 
y  zu  einem  grössten  oder  kleinsten  Werthe  macht,  beachte  man,  dass  das 

Erstere  stattfinden  wird ,  wenn  r^  für  diesen  Werth  von  +  zu  —  öbergöbt, 

d.h.  vor  diesem  Werthe  positiv,  nach  demselben  negativ  ist;  dass  dagegen 

das  Letztere  stattfindet,  wenn  ^  von  —  zu  -j"  übergeht.    Beachten  wir  zu- 

nächst  diejenigen  Werthe  nicht,  die  g^  =  oo  geben,  so  wird  man  also  über- 

sichtlioh  sagen : 

8y  8y         1 

*  Für  ^  =  a— X  geht  bei  x  =  a  diese  Grösse  von  +  «»  ~  durch  0;  ftr  •"  ==7I!7 

dagegen  fUr  x  ^  a  Ton  —  za  4*  durch  00  . 
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|v         Torher,     Max.,     nachher;  Torfaer,     Min«,     nüldiher. 

H=    +  0  _         ,         _         0  +    . 

Daraus  ist  klar,  dass  ^  för  ein  Mazimum  im  Abnehmen  begriffen  ist, 

87 
för  ein  Minimum  im  Zunehmen;  und  umgekehrt,  wenn  r-^  im  Abnehmen  be- 

griffen  ist,  hat  man  ein  Maximum.     Denn  dann  ist,  da  g-^  selbst  =^0,  diese 

Grösse  vorher  positiv  (>0),  nachher  negativ  (<0),  was  eben  aussagt,  dass 
y  vorher  wächst  und  nachher  abnimmt.  Eben  so  hat  man  ein  Minimum,  wenn 

r^  im  Zunehmen  begriffen  ist.     Nun  ist  aber  (§.  13. 1)  r^  zunehmend,  wenn 

ox  *'  ^  ex 

fit.  Ql    jm 

r-^>  0;  abnehmend,  wenn  7-^<0;  so  dass  man  obiger  Regel  nun  zufügen 
wird  (indem  man  beachtet,  dass  "wenn  für  einen  bestimmten  Werth  von  x 
die  Grösse  r-^  nicht  Null  ist,  sie  für  unmittelbar  nachfolgende  oder  vorher- 
gehende Werthe  von  x  ebenfalls  nicht  Null  seyn  wird) : 

87 
^Diejenigen  Werthe  von  x,  welche  g^  =  0  machen,  geben  in  y  gesetzt 

8*7 

ein  Maximum ,  wenn  sie  r— ^  negativ  machen ;  dagegen  ein  Minimum ,  wenn 

sie  r-^)Ositiv  machen." 

Sey  a  ein  Werth,  für  den  ~,  d.  h.  P(x)=:0  und  seyen  die  Grössen 

f(x).  f'(i).  r"(i) ,i^*(x) 

für  x  =  a  sämmtlich  0,  dagegen  nicht  f^(a)  =  0.  In  diesem  Falle  würde 
obige  Regel  nicht  ausreichen.  Um  sich  jedoch  hier  zu  helfen ,  bemerken  wir 
zunächst,  dass  wenn  f'(a)==0,  wo  r<n,  aber  f'(x)  vor  x  =  a  und  nach 
x=a  positiv  ist,  nothwendig  f^*(a)  ein  Minimum  ist,  d.h.  da  f '"*(*)  =  ^> 
dass  vor  und  nach  x  =  a  nothwendig  f'~^(x)  positiv  ist  Denn  da  f'(x)  im- 
mer positiv  ist  vor  und  nach  x=:a,  wird.  f'~*(x)  vor  und  nach  x=ca  wach- 
sen (§.  13.  I),  also  da  f'"  (a)  =  0,  so  wird  f'"  (x)  vor  x  =  a  negativ,  nach 
x  =  a  positiv  seyn,  woraus  ganz  unmittelbar  folgt,  dass  f'''*(x)  für  x  =  a 
ein  Minimum  ist,  indem  diese  Orüsse  vor  x  =  a  abnimmt«  nachher  wächst. 
Ist  f '(a)  nicht  =  0 ,  sondern  positiv  (aber  f '~*(a)  =  0),  so  hat  man  offenbar 
dasselbe  Resultat.  —  Wäre  f'(a)=:0,  aber  f'(x  vor  und  nach  x-=a  negativ, 
(oder  wäre  f^(a)  geradezu  negativ),  so  wäre  f '~*(a)  eben  so  ein  Maximum, 
also  da  f*^  (a)=0,  so  wäre  f*""  (x)  vor  und  nach  x=a  negativ. 

Sey  nun  f '(a)  >  0 ,  so  ist  f°~*(a)  ein  Minimum ,  also  f "~*  (x)  vor  und 
nach  x  =  a  positiv;  dessgleichen  also  auch  f*'~*(x)  und  dann  f°~^(x),  .... 
Ist  nun  n  eine  gerade  Zahl,  so  wird  also  f '(x)  vor  und  nach  x  =  a  positiv 
seyn,  ihitbin  y  =  f(x)  einen Minimum-Werth  haben;  ist  dagegen  n  ungerade, 
so  wird  r(x)  vor  und  nachher  positiv  seyn,  sein  Zeichen  also  nicht  wechseln, 
mithin  man  weder  grössten  noch  kleinsten  Werth  von  y  haben. 


36  Majdma  aud  Hinima  einer  Fonkcion. 

Sey  zweitens  f*(a)<0,  so  siDd  f""~  (x),  f"    (x), vor  und  nach 

x  =  a  negativ;  ist  also  n  eine  gerade  Zahl,  so  ist  f^^(x)  vor  und  nach  x=:a 
negativ,,  also  wird  f  (x)  vor  und  nachher  abnehmen^  d.  h.  da  f  (a)  =  0,  so 
wird  f  (x)  vor  x  =  a  positiv,  nach  x  =  a  negativ,  mithin  f(a)  ein  Maximaro 
seyn.  Ist  aber  n  eine  ungerade  Zahl,  so  ist  f  (x)  vor  und  nach  x  =  a  nega- 
tiv, also  f(a)  weder  ein  grösster  noch  ein  kleinster  Werth.  Zu  obigen  Re- 
geln wird  man  also  noch  hinzusetzen:  „Sind  von  den  Grössen  f  (x),  P(x), 
f"(x), .  ^ .  .  eine  Reihe  von  Anfang  her  flir  x  =  a  gleich  0  und  ist  die  erste, 
"welche  nicht  0  ist,  von  gerader  Ordnung  (d.h.  f'(x),  f*(x),...),  so  ist  f(a) 
emMaxinmm,  wenn  dieselbe  negativ,  ein  Minimum,  wenn  sie  positiv  ist. 
Ist  dagegen  jene  erste,  die  nicht  0  ist,  von  ungerader  Ordnung,  so  ist  f(a) 
weder  ein  grösster,  noch  ein  kleinster  Werth. ^ 

Wir  haben  im  Yorstehenden  vorausgesetzt,  es  sey  y  direkt  als  Funktion 
von  X  gegeben ;  wäre  dies  nicht  der  Fall ,  sondern  man  hätte  die  Gleichung 

8y    8'y 

f(x,y)  =  0,  so  würde  man  eben  t-^.  g— i,  ....  nach  §.  12  daraus  bilden  und 

in  der  angegebenen  Weise  verfahren. 

Endlich  kann  es  sich  ereignen ,  dass  man  zum  Voraus  weiss ,  daiss  em 
Maximum  oder  Minimum  stattfinden  werde ,  und  man  nur  den  betreffenden 

Werth  sucht;  alsdann  genügt  es,  blos  g    =  0  (oder  oo)  zu  setzen. 

Wir  haben  bei  den  obigen  Regeln  blos  die  Wurzeln  der  Gleichung  ~ 

=  0  im  Auge  gehabt;  beachtet  man  die  ebenfalls  zulässige  Gleichung  r-^ 

=  00  und  ist  x=a  eine  Wurzel  derselben,  so  wird  man  in  ^ ganz  unmittel- 
bar untersuchen,  ob  diese  Grösse  vor  x=a  von  anderem  Zeichen  ist  als 

nach  x  =  a,  und  wenn  dies  der  Fall  ist,  so  wird  x==a  in  y  ein  Maximum  ge- 

87 
ben,  wenn  r^  vor  x  =  a  positiv,  nach  x  =  a  negativ  ist,  ein  Minimum  dage- 
gen, wenn  das  Umgekehrte  stattfindet. 

§.25. 
Ehe  wir  zu  Beispielen  übergehen ,  wollen  wir  eine  zweite  Ableitung  der 
in  §.  24  gefundenen  Regeln  geben,  da  es  sicher  nicht  ohne  Interesse  ist,  den- 
selben Gegenstand  von  mehreren  Gesichtspunkten  aus  zu  betrachten.  Wir 
bedürfen  dazu  des  folgenden  analytischen  Satzes :  Sind  A« ,  A^ , . . . ,  A^  be- 
stimmte endliche  Grössen ,  so  kann  in  dem  Ausdrucke 

n 

die. Grösse  h  immer  klein  genug  angenonunen  werden,  dass  der  ganze  Au£^ 
druck  dasselbe  Zeichen  hat,  wie  sein  erstes  Glied.  (Vergl.  „Grundzüge'' 
S.  133).  Man  braucht  zu  dem  Ende  blos  zu  zeigen,  dass  der  Werth  des  er- 
sten Gliedes  (ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen)  grösser  seyn  kann ,  als  die 
Summe  aller  übrigen  Glieder.     Sey  nämlich  B  eine  positive  Grösse ,  grösser 
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als  der  Werth  irgend  einer  der  Grössen  A^ ,  Aj , . . . ,  A^,  so  ist  B(h'^+. . . 
+h'^'>sicher  grösser  als  A^  h'^*-f  ♦  .  .  +A^h'^".     Die  erste  Grösse  ist 

— - — j j=Bh'^l  rirrj»  und  wenn  also 

ist,  so  ist  unser  Zweck  erreicht.     Dazu  genügt  es,  dass 

.  ^Bh(h'-i) 

sey,  wobei  wir  A^  als  positiv  voraussetzen,  oder  wenn  dies  nicht  der  Fall 
wäre,  seinen  positiven  Werth  nur  in  Rechnung  bringen  wollen.  Eben  so 
sehen  wir  h  als  positiv  und  kleiner  als  1  an,  denn  für  h  >  1  hätte  der  zu  be- 
weisende Satz  jedenfalls  nicht  statt. 

Es  muss  also,  da  h  —  1  und  h° — 1  negativ  sind 

seyn-     Macht  man  A©  (1  — h)  > Bh ,  so  ist  auch  A©  (1  — h)  > Bh(l  — h°), 

sodanakQ  Ao-Aoh>Bh,  Ao>(B+Ao)h,  h<^-^ 

seyn  soll,  damit  unser  Satz  wahr  sey.  Da  maa  aber  immer  h  dieser  Bedin- 
gung entsprechen  lassen  kann ,  so  ist  also  unsere  Behauptung  gerechtfertigt. 
Wir  haben  hiebei  h  als  positiv  vorausgesetzt;  doch  sieht  man  leicht,  dass 
fftr  ein  negatives,  h  ganz  dieselben  Resultate  gelten,  da,  wenn  für  ein  positives 
h  der  Werth  des  ersten  Gliedes  mehr  ist  als  die  Summe  aller  übrigen  positiv 
genommenen  Glieder,  so  ist  für  dasselbe  negative  h  das  Nämlfche  richtig, 
da  das  erste  Glied  höchstens  sein -Zeichen  wechselt,  sein  Werth  aber  sonst 
derselbe  bleibt. 

Sey  nun  a  ein  Werth  von  x ,  für  den  f (x)  ein  Maximum  ist ,  so  muss 
f(a-{-h)<f(a)  s^yn,  es  mag  h  positiv  oder  negativ,  immer  aber  sehr  klein, 
seyn,  ist  d^egen  f(a)  ein  Minimum,  so  muss  f(a+h)>f(a)  seyn  für  ähn- 
liche h.  *  Man  kann  auch  sagen,  dass  im  Falle  des  Maximums  f(a-['h) 
— f  (a)  <  0,  im  Falle  des  Minimums  f  (a-f-h)  —  f  (a)  >  0  seyn  muss  für  kleine 
(beliebig)  positive  oder  negative  Werthe  von  h.     Nun  ist  aber  (§.  15): 

r(.+h)=f(a)+hf  (.)+  j^r(a)+..  .+^  f"(.)4.  ''7l^|.^:+^ 

,(,-m-f(a) =hf  (.)+ j^,f '(.)+• .  .+rf,  ^(»)+ """"l^.t'iyi^"^' 

unter  der  Voraussetzung  immerhin,  dass  f  (x)  endlich  sey  von  x  =  a  bis 
x;=a-|-h.  Da  nun  aber,  nach  dem  Obigen,  das  Vorzeichen  der  zweiten 
Seite  (für  kleine  h)  von  dem  ersten  Gliede  abhängt  und  dieses  sicher  sein 
Zeichen  wechselt  mit  h,  so  könnte,  in  so  ferne  hf  (a)  als  erstes  Glied  bleibt, 
f(a-|-h)  —  f(a)  nicht  für  positive  und  negative  kleine  h  von  demselben 
Zeichen  seyn,  d.  h.  f(a)  könnte  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  seyn. 

*  Und  nmgrekehrt:  für  f(a'|-h)  —  f  (a)>0  ist  f(a)  ein  Minimnm  u.  i.  ir. 
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Für  ein  solöhes  innss  also  hf  (a)  nicht  das  erste  Glied ,  d.  h.  es  muss  f  (a) 

h* 
=  0  seyn.     Ist  alsdann  f  (a)  nicht  0,  so  ist  f-ö^'W  ^**  erste  Glied  und 

behält  Tür  positive  und  negative  h  dasselbe  Zeichen  wie  f'(a);  ist  somit 
f'(a)>0,  so  hat  man  f(a4-h)  — f(a)>0,  also  f(a)  =  Minimum;  ist  da- 
gegen P'(a)<0,  so  ist  f(a  +  h)-^F(a)<0.,  also  f(a) :==  Maximum.     Wäre 

auch  f'(a)  =  0,  also  7-r-^f*(a)  das  erste  Glied,  so  würde  die  zweite  Seite 

ihr  Zeichen  mit  h  wechseln,  könnte  also  auch  f(a-(-h) — f(a)  nicht  för  po- 
sitive und  negative  h  dasselbe  Zeichen  behalten,  d.  h.  f(a)  weder  Maximum 
noch  Minimum  seyn,  wenn  nicht  f  (a)==:0.  Im  letzteren  Falle  hätte  dann 
die  zweite.  Seite  dasselbe  Zeichen  wie  f*(a),  so  dass  für  f*(a)>Q  jetzt  f(a) 
ein  Minimum,  für  f*(a)<0  aber  f(a)  ein  Maximum  wäre.  Wenn  f*(a)=0, 
so  müsste  auch  f^(a)  =  0  u.  s.  w.  Man  übersieht  leicht,  dass  man  ganz  die- 
selben Regeln  erhält ,  die  in  §.  24  aufgestellt  wurden. 

Wir  haben,  wie  bereits  gesagt,  hier  zunächst  nur  den  einfactisten  Fall 
dieser  Art  von  Aufgaben  im  Auge,  und  behalten  uns  vor,  den  allgemeineren 
später  zur  Erörterung  zu  bringen.  Für  den  Augenblick  wollen  wir  an  einer 
Reihe  von  Beispielen  zeigen,  in  welcher  Weise  die  vorstehenden  Regeln  an- 
zuwenden sind.  « 

§.  26. 

'  I.  Man  soll  r  so  bestimmen,  dass  y=x   (a — x)    ein  Maximum  oder  Minimum 
werde.     Dabei  setzen  wir  m  und  n  positiv  und  ganz ,  a  eben  so  positiv  yoraos. 
Hier  ist 

g^=x        (a-x)       [iii(a^x)— nx],  — ^^=x        (a~x)       [m(m— l)(a— x)* 

— 2mnx(a— x)-i-n(n--l)x*]. 

9y  am 

Soll  nun  g~  =  0  seyn,  so  ist  dies  möglich,  wennm(a — jl)  —  nx=::0,  x=--]— ♦ 

was  auch  m  und  n  seyen;  oder  wenn  x  =  0  für  m>  1 ,  oder  a=rx  ftr  n>  1.     Für 

am          0  y              mna  am 

x=r .      ist^-ä  =  — -i^    a,  d.  h.  nefifatiy,  so  dass  x  =  — -r—    immer  em 

(m-t-n)  .  ' 

8y 
Maximum  gibt.     Was  die  anderen  zwei  Werthe  anbelangt ,  so  ist  es  bequemer  x- 

8  y         m— 1 
geradezu  zu  untersuchen.     Sey  also  x  =  0+h=h,  m>l,  so  ist  dann  —  =  h 

0       4 

(a — h)  [ma — (m-fxn)h]  und  da  b  sehr  klein,  a  positiv,  so  wird  diese  Grösse 
immer  positiv  seyn,  was  auch  h  ist,  wenn  m  —  1  gerade,  also  m  ungerade;  dagegen 
wird  sie  positiy  mit  positivem  h,  negativ  mit  negativem  h  seyn,  wenn  m*— 1  unge- 

rade,  also  m  gerade  ist.  Daraus  folgt,  dass  för  x  =  0  die  Grösse  x  (a  —  x)  ein 
Mininium  ist,  wenn  m  gerade;  aber  weder  Minimum  noch  Maximum,  wenn  m  un- 
gerade ist. 

Ist  zweitens  x=!=a-t-h,  so  ist  r- =:(a-j-h)"*       ( — h)"      [ — mh  —  n(a+W] 

0  X     ■ 

8y 

und  da  bei  kleinem  h  sicher  — mh  —  n(a4-h)  negativ,  so  wird  g—    immer   negativ 
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sejm,  wenn  n — 1  jg;erade;  da^^gen  pontir  bei  positivem  h  und  umj^kehrt,  wenn 
D— 1  ungerade  ist.  Also  gibt  x=a.ein  Minimum,  wenn  n  gerade,  und  weder Mi- 
nifflom  noch  liaximnm,  wenn  n  ungerade  ist. 

F8r  J=x  (a — x)  hat  man  also  blos  Maximum,  wenn  x  =  -ä*  a» 

Für  J=x  (a — x)^  hat  man  Maximum,  wenn  x  =  -q~«  Minimum,  wenn  x  =  a. 

Füry=x*  (a— xy' „      «  „  «     x==  2  '         "  "     x  =  a, 

Minimnm,  wenn  x=Q,  u. s.w. 

Die  erste  dieser  Grossen  entspricht  der  Angabe,  aus  der  gegebenen  Summe  a 
xweier  an  einander  stossehder  Seiten  eines  Rechtecks  das  möglich  grösste  Rechteck 

in  bilden.     Ist  nämlich  x  die  eibe  Seite,  a — x  also  die  andere,  so  ist  die  Fläche 

^  •  a  a 

=x(a — x)  und  wird  ein  Maximum,  wenn  x=-5-,  wo  dann  auch  a  —  x =-2-, sodass 

das  fragliche  Rechteck  ein  Quadrat  ist. 

Eben  so  findet  man,  dass  e'^"  ®  .   ^^<ioax  ein  Maximum  für  x  =  0  (wobei 
man  bis  zum  vierten  Differentialquotienten  gehen  muss).    x^^ax-j-b  ein  Minimum 

ffir  X =  —  -5- ;  —  ein  Maximum  für  x=  e ;  x  e~  ein  Maximum  ist  für  x=a  (a>0). 

n.  Man  soll  die  Werthe  von  x  bestimmen ,  für  welche  y  ein  Maximum  oder 
Minimum  wird,  wenn  immer 

y»— 3xy-2x+x»  =  0. 
Man  hat  hieraus 

2y^-.3y-3i^~2  +  2x  =  a. 

8y 
und  da  für  das  Maximum  oder  Minimum  r-^  =  0 ,  so  ist  also 

— 3y— 2+2x  =  0, 
aus  welcher  Gleichung,  in  Verbindung  mit  der  gegebenen,  x  und  y  bestimmt  werden. 
Man  hat  zuerst 

y  =  "1  (x-1),  also|-  (x-l)»-2x(x-l)-2x+x»  =  0.  x  =  j,  oder  -2. 

y  = —»oder — 2. 

Da  hat  man  2r|iy+2y?^_3^-3il-3x^.+2  =  0 

V.8x^    '     '8x*        8x        8x  8x'  ' 

ond  ~  =  0,  SQ  ist  ~  =  ^   _       (für  obige  Werthe  von  x  und  y). 

2  2 

Für  x  =  -^,  y  =  —  -^  ist  dies  =1 ,  also  y  ein  Minimum;  für  x  =  —  2,  y=2: 

—  1 ,  also  y  ein  Maximum. 

III.  Aus  zwei  gegebenen  Seiten  a  und  b  eines  Dreiecks  das  grösstmögliche 
Dreieck  zu  bilden.     Sey  x  der  Winkel,  unter  dem  die  Seiten  sich  schneiden,  so. ist 

Q_  6'v 

y=  *  absinx  die  Fläche  des  Dreiecks.    Dann  ist  r^=  ^  abcosx ,    -^  = —  ^  a  b 

8y 
»inx,  also  damit  q~=0  sey,  muss  x  =  90®,  d.  h.  das  Dreieck  ein  recht winkliohes 

8*y 
mit  den  Katheten  a  und  b  seyn.     Fürx  =  9Q"  ist  ä~l= —  J  ab,  also  negativ,  mit- 
hin das  Dreieek  ein  grOsstes. 
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lY.  Unter  alien  Reclitecken  ron  gegebenem  Inhalte  a  das  zu  suchen;  das  den 
kleinsten  Umfang  hat. 

Seyen  x  und  z  zwei  aneinander  stossende  Seiten,  so  ist  zunächst  xz  =  a,  also 

a                                                       ,                    ,  2a                            8t       •       2a 
z=  — ;  femer  ist  der  Umfang— .2x-|-2z=:2x+ — =y  und  mithinr--=2 f, 

8*y     4a  8*y 

^— j  =  -  j .     Da  T-»  sonach  immer  positiv ,   so  ist  der  Umfang  wirklich  ein  kleinster. 

Femer  ist  r-  =  0 ,  wenn  2  =  — ,- ,  x  =  V*  »  woraus  auch  z = — =:.  1/a ,  so  dass  das 

ex  X*  ^  X 

gesuchte  Rechteck  ein  Quadrat  ist. 

Fip.9.  V.    AE  (Fig.  9)  stehe  senkrecht  auf  AC;  BC=a  sey 

Jf;  gegeben,  eben  so  AB  =  b;  man  soll  den  Punkt  D  finden,  in 

*\  welchem  die  Linien  BD  und  CD  mit  einander  den  grOssten 

i\  ^  Winkel  machen. 

I     ^  V  ^^  ^  Dass  hier  nur  von  einem  Maximum  die  Rede  seyn  kann, 

"v     'X^ ^  ist  klar;  ein  Minimum  fände  sich,  wenn  D  in  A  w&re,  da 

^  ~"        B       C  da  dann  CDB  =  0  geworden.     Wir  brauchen  also  "blos  den 

eigentlichen  Werth  des  Maximums  aufzusuchen.     Sey  nun  AD==x,  so  ist 

tgCDA  =  ^^,  tgBDA  =  — . 

also  ^  +  ^ ^_ 

tirCDB  =  — Vr-TTT»  »ndem  CDB=CDA  — BDA. 

1    .  b(a+b) 

"^"     X» 
Da  sicher  CDB  ein  spitzer  Winkel ,  so  ist  seine  Tangente  auch  ein  Maximoni, 

a  +  b_  b 

X  T  ax 

wenn  der  Winkel  ein  Maximum  ist,  so  dass  y  = ; — ; — r=   ,  .  ,  . — nr  einMa- 

,    t  b(a+b)     x*+b(a+b) 

ximum  werden  muss.     Daraus 

Dann  ist  tg  CDB  =  ^^^^^^  =    ,     * 

*  2b(a+b)        2Vb(a+b) 

Was  die  beiden  Winkel  bei  B  und  C  anbelangt  (in  dem  Dreiecke  CDB),  so  iit 
.,O«0«-B)  =  -L  =  \/^.^««  =  a-T-b  =  ViTb'  Q-^-t) 


•    a 


_W»+b_W^ 

also     tg(B— C)= — ~ *  +  ''   =oo.B-C  =  90». 

(Man  rergl.  damit  mein  „Handbuch  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie 
S.  113.) 

Man  erhält  dieselbe  Auflösung,  wenn  man  sich  die  Aufgabe  stellt,  den  Punkt  P 
an  dem  senkrechten  Thurme  A£  zu  finden ,  in  welchem  BC  unter  dem  grOssten  Ge- 
sichtswinkel erscheint. 

VI.  Die  Punkte  A  und  B  (Fig.  10),  so  wie  die  Gerade  MN  sind  gegeben;  man 
soll  in  letzterer  G  so  bestimmen,  dass  die  Summe  der  Geraden  AG 4~BC  die  kleinst- 
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A 


mögliche  sey.  —  Daes  es  sic|i  hier  nur  um  ein  Minimum  Fig^lO, 

handeln  kann ,  ist  aus  geometrischen  Gründen  klar ,   eben 

so ,  dass  der  Punkt  C  zwischen  D  und  £ ,  die  Fusspunkte  A 

der  Ton  A  und  B  auf  MN  gezogenen  Senkrechten ,  fallen  \ 

muss.     Sey  also  AD=a,  BE=b,  DE  =  c,  DC=:x,  also  \ 

CE  =  c  —  X ,  so  ist  \/ 

AC=Va«+x»,  BE=  V(c-x)'-|-b».y=  V»*+x'  iTC' 


B 


/i 


y 


+  V(c--x)'+b». 
ey  X 


c — X 


und  wenn  man  quadrirt : 
X«  (c-x)» 


:^0, 


C  —  X 


Va»  +  x»      V(«-x)*+b*' 


t'+x*"'(c-.x)»-|-b 


j.  x«(c-x)»  +  b»x»  =  a»(c--x)Hx*(c--x)*.   b*x»=:a»(c  — x)». 


bx  =  a(c — x),   x  = 


ac 


a  +  b* 


(Man  darf  hier  nicht  bx=:  —  a  (c  —  x)  setzen,  da  b, x,a,  c  —  x  sämmtlick  po- 

bc 
ntir  sind.)     Daraus  c — x='    .  .  ,  d.h. 

x:c— x  =  a:b,  DC:CE  =  AD:BE, 
10  dass  die  Dreiecke  ADG  und  B£C  ähnlich ,  also  die  Winkel  ACD  und  BC£  gleich 
sind.     (Ein  ron  A  ausgebender,  an  MN  zurückgeworfener  und  nach  B  gelangender 
Lichtstrahl  legt  also  den  mOglich  kleinsten  Weg  zurück.) 

VII.    An  einem  Hebel  (Fig.  11),  dessen  Stützpunkt  in  A  Fig-  H^ 

ist,  wirkt  in  B  die  bekannte  Kraft  P,  wobei  AB  =  a;  das  ta. 

Gewicht  der  gleich  dicken  Hebelstange  ist  =:b  für  die  Ein-    ^        JB. | 

heit  der  Länge.     Wie  lang  muss  der  Hebel  seyn ,  damit  an  •  (^ 

seinem  Ende  die  möglich  kleinste  Kraft  y  der  P  das  Gleich-  -P 

gewicht  halte  ? 

Sey  AC;^x  die  Hebellänge,  sein  Gewicht  also  bx,  so  hat  man  Hir  das  Gleich- 
gewicht : 

„,^       X  aP.bx     8y  aP,    b     8*y     2aP 

yx  =  aP+bx.-.  y=  -+---,  ^  =  --^+~.  --,  =  ^. 


10  dau  all 0 


aP  ,    b      „  -*  /^Ip 


ev 


seyn  muss.    Da  g~t^O ,  so  hat  man  für  y  wirklich  ein  Minimum  = 


«  i    ^     2aP 


V 


2aP 

b 


=  V2abP. 

VIII.  In  eine  Kugel  rom  Halbmesser  r  soll  man  detgenigen  senkrechten  Kegel 
einschreiben,  dessen  gesammte  Oberfläche  ein  Maximum  sey. 

Sey  X  die  Entfernung  des  Kugelmittelpunktes  ron  dem  Mittelpunkt  der  Grund- 
täche  des  Kegels,  so  ist  der  Halbmesser  der  letzteren  =  Vr'  —  x*,  seine  Höhe 
=  r4-x,  also  seine  Seite  ==  Vr*  — x»+(r-t-x)'=  V2r(r-H-3[)t  mithin  die  Oberfläche 
y  =  «(r»-x»)+irV?^"x*  VmT+T)  =  «[t»-x»+  V(r  +  l)  (r-x)  V2  rjr+x)] 

...[r»^,.+fr+,)V2Kr=:^)].  |y=«r--2x+V27(r=7)^ 

0  X        l.  2  yx — X   J 

d.k         — 4x  Vr^4-2  V2r(r— x)'— (r-|-x)i/2r  =  0.  4x  V'  — x  =  2(r  — x)  V2r 
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—  (r+x)  V27=(r— 3r)V2i,  16x*(r  — x)  =  (r  — 3x)».2r.  8rx»  —  8x»  =  r»  — 6r»f 
+9rxS  x»+ y  X»  -  ^'x+ ^  =  0. 

Da  für  x=  —  r  die  erste  Seite  =0,  so  lässt  sie  sich  durch  x-f-r  diridiren; 
wirklich  ist  die  Gleichung  auch 

(x+r)fx'-|-rx  +  -g-r»)=0, 

7  1  7         r 

und  da  x' — g-  rx+ g^r'=:0  die  Wurzeln  x=Tgr+ t«  V^*^  ^*^»  *®  ^""^  ~"^» 

7_|-|/17     7_|/i7 

— jg — rr yq — '  ^i®  ^®*  Wurzeln  obiger  kubischen  Gleichung.     WiemÄn  je- 

8y                                                                    7+1/17 
doch  sieht«  iist  g—  nicht  0  für  x=  —  r,  und  nicht  für  x  = r^ — r,*  wohl  aberiÜr 

x  =  — -^- — r.     Also  ist  der  Halbmesser  des  Kegels  =  \/   r* — f — r|- —  I  r' 

=  ~  V190+14V17.  die  Höhe  =  ^~^^^r. 

IX.  Stellen  AG,  BF  (Fig.  12)  zwei  parallele  Wände  vÄ. 
deren  Entfernung  AB  =  a  ist,  und  in  deren  einer  sich  eine 
Oefbung  BC  von  der  Höhe  h  befindet,  so  soll  man  entschei- 
den, ob  ein  Balken  DE,  dessen  Länge  ^1,  zu  der  Oeffiiung 
BC  hineingebracht  werden  könne  (wenn  l^a). 

Man  wird  natürlich  den  Balken  zuerst  an  der  Wand  AG 
_  ^         aufrichten,  ihn  also  die  Lage  DE  annehmen  lassen;  wird  nun, 

indem  E  vorwärts ,  D  abwärts  gleitet ,  die  Erhöhung  BR  des  Balkens  unter  der  Oeff- 
nung  nie  h  übersteigen ,  so  kann  man  ihn  zur  Thüre  hineinbringen,  so  dass  also  der 
grösste  Werth  dieser  Erhöhung  (BR=y)  kleiner  als  h,  oder  höchsten  =  h  seyn 

muss.  Sey  nunBE=x,  so  istER:  ED  =  x  ;  a+x,  d.h.  ER  =  ^37^;  y=VER*^' 

=s  -^  V»'  — (a-fiip,  also  1^  =  V»'-(a+xr  ,    ^-,,  -  ,  ,-- ,  und  da  diei 

=  0  zu  setzen  ist ,  so  hat  man  r 

s    _ 

a[l*-(a+xr]  =  x(a  +  x)\   aP  =  (a+x)»,  x  =  ~a+Val^ 


*  Färx  =  -  r  ist  ^  =  rt[2t -j-  V2r.2r]  =4rf«;    für  x=  16~'  '  8x 

r_(7  +  Vl7)V9— 1/I7_^^_^3^^y^l    welche  Grösse  negativ  ist;  fürx  =  ^""j^ -r- 
8x     8V9+I/17L  V2. J     8V9  +  V17 


=  0. 
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also 


.0-v';;).V^..O-v'-:y. 


so  dass  immer 


yx-wä  2^  J>.  22  2  2 

—  a  ^-.^n 


sejn  muss. 

X.  Man  soll  ein  offenes  zylindrisches  Geföss  von  bekanntem  Inhalte  a  konstrni- 
ren,  so  dass  der  Boden  und  die  Wände  die  Dicke  b  haben,  dabei  aber  möglichst  we- 
nig Material  zur  Konstruktion  verwendet  wird. 

Sej  X  der  innere  Halbmesser  des  Bodens,  z  die  innere  Höhe,  so  ist  der  Inhalt 

=:x';rz  und  da. derselbe  =.a  sejn  soll,  so  ist  z  =  -— |.     Femer  ist  der  körperliche 

Inhalt  des  Bodens  ==(x4-b)^7rb,  der  Wände  ==[(x+b)'ff — x*ff]z,  also  der  ganze 
körperliche  Inhalt  des  Gefässmaterials  == 

bir(b+x)*+«z[2bx+b*]  =  bÄ(b+x)»-f-^(2bx  +  b»)  =  y. 

alio  ^^  =  2bf<(b+x)  — ^(2bx+b^  +  ?^  =  0 

.  ♦     .  .  ab      ab'     ^       r.    .    V       »  ^    1    ^      ^ 

b»if+b^x-^--3-=0.  fr(b+x)-r--,(b+x)  =  0, 

3  33 

und  da  nicht  b-f-x=:0,  so  ist  ff  =  -7,  x  =  A/^  — ,  dann  z  =  — V/     ,= A/      ^ 

d.  h.  es  ist  der  innere  Halbmesser  gleich  der  Hohe  zu  machen.     (Die  Wanddicke  ist 

8*y                ,  4ab  ,  6ab*  ^ 

somit  ganz  gleichgiltig.)     Hier  ist  g-i  =  2bff-| j--\ 4-,  also  >0,  und  man 

hat  somit  ein  Minimum. 

XI.  Man  soll  einen  Zylinder  vom  Inhalte  a  konstruiren,  so  dass  seine  Oberfläche 
die  möglich  kleinste  soy. 

Sey  wieder  x  der  Halbmesser,  z  die  Höhe,  so  ist  x^ffz=a,  z  =  — =.  DieOber- 

2a  dy 

fläche  ist  =:2x'ff-|-2ffxz=2;rx--| =y,  also  mussg—  d.h. 

3 

2a     ^    ^      ,  \  /a 

4äx r  =  0,  2?rx'  =  a,  x=   %/  — 

X*  V    2rt 

>  3  3  o 

•eyn;  daon  ist  '■=^\/^  =  \/^  =  \/^  =  ^\/ {-^=2x,»o  d^>  Af> 

fi(öhe  dem  Durchmesser  gleich  seyn  muss.  (Anwendung  bei  Münzen,  deren  Ober- 
fläche wegen  der  Abnützung  möglichst  klein  seyn  muss.) 

Xn.  Für  einen  Ort  der  Erde,  dessen  geographische  Breite  =:<p  ist,  soll  man 
demjenigen  Stern  (von  der  Deklination  x)  angeben,  der  in  der  kürzesten  Zeit  ron  einem 
gegebenen,  mit  dem  Horizonte  parallelen  Kreise  zu  einem  andern  ebenfalls  gegebe- 
nen solchen  Jüreisö  gelangt. 

Sey  (Fig.  13)  Z  das  Zenith  des  Ortes,  P  der  Pol,  AB  und  CD  die  zwei  mit  dem 


3 
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Ui  +H,  +  ....4-U  +••••  =ü. 

Setzt  man  hier  x-^Jx  an  die  Stelle  von  x,  so  wird  man  Jx  immer 
klein  genug  annehmen  können,  dass  x-{'Jx  die  Ghränzen  annd  b  (b>a) 
nicht  überschreitet,  wenn  nicht  etwa  x  =  b  ist,  80  dass  also  sicher  auch 

Hieraus  folgt,  nach  einöm  bekannten  Satze  von  der  Konvergenz  („Grund- 
züge**  S.27.  X),das8 

Jn^'-\'Ju^'\-  .  .  .  -\~Ju  4"  •  •  •  =^tJ, 

n 

"27"^  Jx  ■^•"  •  •  "^  Jx  "^ Jx' 

Diese  Gleichung  ist  richtig,  Jx  mag  noch  so  klein  seyn;  lässt  man  also 
Jx  immer  kleiner  werden,  und  es  nähert  6ich  dabei  die  erste  Seite  einer  be- 
stimmten Gränze ,  d.  h,  ist  die  unendliche  Reihe 

8x"^8x"^"'^  8x^ 

O  FT 

noch  konvergent,  so  kann  diese  Gränze  keine  andere  seyn  als  r—   und   man 
kann  also  sagen ,  dass  aus 

ii,,4"''i+  •  •  •  +ö  + . . . .  =u 

n 

folge  8x  ^  8x  ^  •  •  •  ^  8x  ^ 8x  ' 

allgemein  — --\ -+  .  .  .  H -+  .  .  .  .  =  — ^, 

8x        8x  8x  8x 

in  80  ferne  alle  hier  vorkommenden  unendlichen  Reihen  konvergent  sind. 
Dabei  werden  die  Gränzen  der  Konvergenz  der  letzteren  Reihen  in  der  Regel 
enger  seyn  als  die  der  ersteren,  wie  sich  schon  gezeigt  hat,  da  wir  bereits 
x  =  b  für  die  zweite  Reihe,  wenn  nicht  geradezu  auszuschliessen ,  doch  zo 
beanstanden  gezwungen  waren. 
Ist  aber  die  unendliche  Reihe 

8  g,  ,  8  n^  . 

8x'^8x"'" 

konvergent,  ihre  Summe  also  endlich,  so  ist  die  unendliche  Reihe 

••  n,+n,+ 

eine  stetige  Funktion  von  x  (§.  1),  mithin  (analog  §.  16)  ißre  Summe  U  in- 
nerhalb der  Gränzen  der  Stetigkeit  immer  dieselbe  Funktion  von  x. 
Einige  Beispiele  mOgen  ^as  Gresagte  erläutern. 

r.  Es  ist  i-|.x+x»+ +x"=-- r  • 

'         '  X — 1 

Setzt  man  hier  n-|-l  für  n  und  differenzirt,  so  ergibt  sich: 

Verfahrt  man  mit  dieser  Gleichung  in  derselben  Weise ,  so  ergibt  sich : 
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1.2+2.3x+8.4x»+..:.+(n+l)(B+2)x  . 
(n+2)(n4-l)x°'^-«(n+3)  Cn+  l)x*^*+(n+2)  (n+S)»""^  — 2     . 

^^ ^ -^ (x-1)«   . ^— ^- •"•«•^• 

II.  Da  nach  §.17 

e    =cosxH~i9inz,  e        ^e-e    =e  Cco8x-t~iuAx), 

so  ist  etwa      e^         ^=e      ,  ^  =  e       '^[cos(r8in^)-^i8iii(rsiii^)J; 

ferner  (co«f>-t-t8m^)  =Ve^    )  =e  ^  =cosn9-t-i8{nn9. 

S«tat  man  also  in*  der  Reihe  des  §.J  7*  fQr  e    :  x  :;=  r  (cos^-J-Lsin  qp),  so  ist,  unter 
Beadhtang^  dieser  Formehi; 
rcMo      ,    .      V  j  .  reoi9  .  .    ."     v     ,   ,  rcosy^-irsiny  ,  r»eot2»+ir*sin2y  ,     . 

-    ,  rcosv  ,  r*cp829  ,      "  ,  .^liny  ,  r^8ia2y  ,  T 

=  i+-j-+-y-2-+ +l-r +-t:2^+ •  •'• -1 

Da  nun  an»  A4-pi=A'-f  B'i  folgt  A=rA'.  B=:B',  indem  ja  A— A's=:(B'— B)i, 
lUo  wenn  man  qnadrirt:  (A  — A')'^— (B'— B).\  (A— A')*+(B'— B>?=0.  und 
eine  Summe  zweier  Quadrate  nur  Null  ist,  wenn  jedes  Null  ist,  so  hat  man 

^   1  xc<y»  ,  x*cos2»  ^  «.J»««*f>.      >  w. '  v' 

1  +  '  j[       I j-Y — H -^      ^cos(x<m9r>, 

X8ia9>      x*sin29   ,  zeoiA  .   y     .      ^      - 

— j 1""!"^ ^ ~*        ^sm(xsin9»),  ^ 

was  auch  x  und  ^  seyn  mögen.     (Man  rergl.  ,, Grundzüge **  S.34.).   Hieraus  folgt: 

,  xco8(n+l)f>.,  x.*tb8(n-(-2)^  ,                8"(e****^cos(xsln9)} 
cotnv+- J T-= — : — h = 1 ^-^» 

.  ex 

i8in(n  +  l)9  ,  x»8in(n+2)v  .  8'(e*!^^*^8ii]k(x8iny)) 

^  ^-^  6x 

Speziell  fUrn  =  1 : 

eomH r"^'^ '■       +' . .  =e       *^[co89C08(xtm9)  —  >ln^wn(xsin«p7J?=    , 

xcoa»        r    .  '     I     1      .        I   X8in29>.  ,  x'sindf)   ,'  xeofo»  .    r    •      _i_    1 

e^^co8[xsHi9»  +  |i],  8inf>H —^H r-^ [-...=  e       *^8m[x8iii»  +  rt. 

Ul.   Aus  der  Analysis  ist  bekannt  („Grundzüge*'  S.'64),  dass 
^eno  die  Faktorenzahl  ins  unendliche  geführt,  wird.     Hieraus  folgt : 
^^  also ,  wenn  man  differelizirt : 

=T""^*[?~r»+2^«^:r?+ä^:^»^ }     . 

M  nun  x^<n\  so  ist  (§.  17.  I) : 
DanwB  folgt  (für  x^  <  n^y, 
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gg  Reihen  lOr  eotg  z  .nnd  die  BencfiiUiMbeii  Zahlen. 

1      ..  TJ    .   »*    1   »*  ^  *•   I 
cotez:^ 2zl  — ,4--ri  ~r^~«  "TZ?  I   •  •  •  •  -• 


i       ±*       X*       x"^ 

1  X*  X*  .    X* 


1 


Setzt  man  nun  * 

2tt— 1  2» 

j:S+2T.+^+--=      i.2...2n     •  <'' 


-SO  folgt  hieraus  (fSr  x* <»■'): 

1       2»B.x     2*B,x»     2«B,x» 

.eot«x=---j-^-.j-2r4~rrnr-"--      (^> 

Die  Zahlen  B|, 33,65,....  heissen  die  BernottlUaohen Zahlen.  DaC^Orund- 
züge''  S.  26,  Vir)  die  Reihe  (a)  konyergirt  f)^r  2n>l,  so  sind  diese  Zahlen  endlich 
und  bestimmt. 

Um  für  die  BemouULschen. Zahlen  eine  Bestimmung  zu  erbalten,  beachten  vir, 
dass  aus  (b)  folgt : 

»inx  r.       2*BiX*      2*B,x*  T 

eosx  =  — 1^1— y^2 l74---;-J' 

d.h.  (§17): 

1.2^1. .4   "'"V    i..3^i...6        JV      1:2     ITTX     ••;/ 

Multiplizirt  nüan  auf  der  zweiten  Seite  und  setzt  dann  beiderseitig  die  Koeffi- 
zienten gleich  hoher  Potenzen  einander  gleich,  so  erhält  man;^ 
2«B,^      1      _   V 


1.2^1.2.3      1.2* 
2*B,      2*Bi        1  1 


1..4       1.2  '1.2.3      1.6  1..4' 

2    B.  2        B  ,  2        B  1  o«i>  1  1 

2n— 1 tn~3 .       1         1 2iir-5  1  .  2'B^  1.1 

1...2n        1....2n  — 2   1.2.3"''l....2n-^4*  1...  6      "-  1.2  '  1..2n— l^l,.2n+l 
1  11  2ii 

=  ±  1-^2^ •  "^"^  <*»  *  1...2n+l  +  TTTTIS  =  +  1...2n+l'  ^'""'  "■»  **  "'"**" 
Glieder  auf  die  erste  Seite  bringt  und  dann  durch  2  diridirt : 
2B,  1 


1.2      1.2.3 


=  0. 


.2!B,_2B,    _1 2    _ 

1.4      1.21.2.3"*"l..6 

2        B,           2        B               1  2        B.     ^        ,                     «„ 

_^ 2a— 1  2n— S         1        j 2n--6  1  •    ZB^ 


(0 


1...2n  1...2n  — 2 '1.2.3^1...2n  — 4*   1...5  *  -  1.2     17720—11 

Hieraus  folgt:  B.  =  -,  B,  =-.  B.  =^.  B,  =~.  B,.=  ^,  ®"=273Ö'  ®"^6' 
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Aus  (a)  Iblgt ,  dass  da  gewiss 


mit  uncndL'ch  wachsendem  n  sich*  mdbc  hud  mehr  der  Einlieit  nähert,  dian  habe 

(2B.Ä  loo  ^ 

■to-fi  l'g'"2n         \ 

2n— l  . 

^^  ^'•B^*(2o  +  m2n+2)-=^'  W 

B^ 
M  dast  also  bald  g-^ — >>  I  sejn  muss »  d.  h.  dass  später  die  Bemoollischen  Zahlen 

fortwährend  wachsen.     Es  lässt  sich  nunmehr  auch  die  Konrergenz  der  Reihe  (b) 

bestimmen.     Der  Quotient  zweier  auf  einander  folgender  Glieder  ist : 

4B     .   i» 

(2n+l)(2ii+2)B^_^' 

also  da  dim  mit  unendlichem  n  zu  — j,  wegen  (d),  wird,  so  muss  3t  "^t  sejm,   was 
wir  bereits  obM  gesehen. 

Da  ' '         tgx  =  cotgz— 2ootg2z,  so  ergibt  sich 

2^(y^1)            2*(2*~1)             2«(2>--l)  ' 

tgx=       j.^.    ^**+-   1...4     ^»*+     1...6'®»^+ ^'^ 

wobei  aber  jetzt  I  "^  J  '^  ^  ^J^  muss,  weil  man  die  Reihe  für  cotg2x  angewendet. 

För  die  Bemoullischen  Wahlen  lassen  sich  leicht  noch  andere  Rekursionsformeln 
angeben,  ron  denen  wir  jedoch  nur  aoch  eine  ableiten  wollen.  (Vergl.  §.  113.) 
Aas  der  Gleichung 

.    r  1       1      .    ^  "i     «o»»      1     ^  X   .    1   . 
^     ^*'U""2^*«2J=-r~Y^*«2-+2-""" 
erhält  man,  wenn  man  die  unendlichen  Reihen  einsetzt  und  dann  die  Koeffizient^ 

gleich  hoher  Potenzen  ron  x  einander  gleich  setzt: 

_tH-i  '  ^»-i       1      .         ^»n-^  1 .    B^        1  1  In-f-i 

1..2n-f2      1..2n*1.2'*"l...2n  — 21..4      '"^l  .21..2n"""*"l..2n+2"*"l  ..2d+2 

^J^  1 2a-fi         .  n 

T*  1...2n  +  l""1...2nH-2      1...2n-f  2' 


1..2nr2"''l...2n-2*l..4      *    *    -  1;2' 1..2b""-1...2n+2' 
^  wennman  mit  2.1.2. ..2n4-l  multiplizirt: 
B.   9.^,      »    ;-;^_L,%«-/o_     ,x     »  /o_  .  ,N    /«_    ox  ®^       (2n+l)...3 


i  2p+1     B^  (2iH-H^n(2n— 1)  .  B^  (2p+l)..(2n— 3)  . 

**     1     ""2"  1.2.3  ^T  iTTS  ••-"T^1.2..,2n-1 


]  00  Foaktio&ea  mehrertr  nnabhiagig  VertadexKdiMi. 

Hierau»  folgt ;  B^    A-J_ 

1  •  f "  2' 
Bj    _6^_B,    5.4.8       2 
1  M.       2  '1.2.3""  3  ' 


B,    ^_B^   7.6.5      B,    7. 6. .3      S 
11        2     1.2.3"'"  3  '  1...6  "■  4  • 


Siebenter  jiUbsclmitt 

Pifferentialquotienteh  für  Funktionen  mehrerer  unabhängig 
Veränderlichen.     Vertauschung  dieser  letzteren. 
,     Analytische  Anwendungen. 

§.  28. 
So  wie  wir  seither  immer  vorausgesetzt  haben,  es  scfy  .nur  eine  einzige 
unabhängig  Veränderiiche  vorjianden,  können  wir  auch  annehmen,  emeurösse 
u  hänge  von  mehreren  Grössen  x,y,  z,. ..  ab,  welchq  letztere  gegenseitig 
vollkommen  unabhängig  von  einander  sind.  Man  kann  also  eine  jede  belie- 
bige dieser -letzteren  sich  ändern  lassen,  ohne  4ass  desshalb  die  andern  sic^ 
ändern  müssen.  Eine  Orösf^e,  die  nun  von  mehreren  andern  abhängt,  also 
eine  Funktion  derselben  ist,  wird  ähnlich  der  Bezeichnung  in  §.7  durch  f(x, 
y,z, . ..)  zu  bezeichnen^  seyn,  wo  ^j, y, z, . . .  diejenigen  Grössen  sind,  von  denen 
jene  abhängt.  In  diesein  Falle  werden  nun,  eben  da  jede  der  unabhängig 
Veränderlichen  sich  ändern  kann,  ohne  dass  desshalb  auch'  die  übrigen  eine 
Aenderung  erleiden,  wahre  partielle  Diflferentialquotienten  (§.  7)  auftreten, 
80  dass  also  wenn  u  =  f(x,  y,  z, . . .)  man  die  Grössen 

8n   «o    eo    -      8^     8'n     e*n     8»a       8^a     b*n   * 

öx'öy*  8B'""öx*'8x8y'  8~y»' 8x8e' 8y8i'  8a> 

bilden  kann.     Die  Bildung  derselben  geschieht  genau  nach  den  Irtiheren  Re- 
geln, ist  also  keinem  Anstände  unterworfen.  Von  den  partiellen  Differential- 
quotienten höherer  Ordnung  gilt  natürlich  das  bereits  in  §.  12  nachgewiesene 
Gesetz ,  däss  die  Ordnung  der  Differentiation  eine  ganz  willkürliche  ist. 
Besteht  zwischen  drei  Veränderlichen  x,  y,  z  eine  einzige  Gleichung 

f(x,y,z)  =  0,  (a) 

SO  ist  vermöge  derselben  eine  der  drei  eine  Funktion  der  zwei  übrigen,  indem 
zwei  Veränderliche  ihren  Werthen  nach  müssen  gegeben  seyn,  ^he  man  den 
Werth  der  dritten  verriiöge  ^er  Gleichung  (a)  zu  ermitteln  im  Stande  ist. 
Sey  also  z  als  Funktion  von  x  und  y  angesehen ,  so  kann  man  x  sich  ändern 
lassen,  ohne  dass  y  sich  äadert,  und  y,  ohne  dass  x  eine  Aenderung  erleidet. 
Mit  anderen  Worten,  man  wird  die  Gleichung  {a)  nach  x  differenziren  dür- 
fen, wobei  y  konstant  ist,  und  nach  y,  wobei  x  konstant  ist.  .  DsraiiB  fUgt 
(vergl.  §.  8) : 
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woraus  r-  ,  ^,  d.  fa.  die  partiellen  Differentialqüotienten  von  z  nach  x  und 

y,  folgen.  Differenzirt  man  diese  Gleichungen  wieder  nach  x  und  y,  «o  er- 
halt man  (§.  12): 

8x»"^   8x8z8x"^8z*  LqxJ  "^8z8x»""    ' 

8*f         8»f    8»       8»f    8»  ,  8»-f  8z  8.»  ,  8f.  8»g 
8x8y"*"8x8i  8y"^8y8z  8x"*"8  z*  8x  8y^8x  8x6y  "    ' 

e»f .     8»r  g-«  .  8'^  r8z-\'    8j8*z 

äy*"^   8y8z  Sy'^'ez»  UyJ  "*"8z  8y»":    ' 

,         8*z      8*i      8*z-, 
woraus  dann  r-^;,  s~^»  s^  folgen,  u.  g.  w.   . 

8x-    8y8x    8y'  . 

Bestehen  allgenieiq  zwischen  den  n  Veränderlichen  X| ,  x, « — ,  x^  die 

m  Gleichungen 

fp^  (X| ,  X) , .  .  .  . ,  X  "^  =  0,  \ 

n/         '  i 

wom<ii,  so  sind  in  Folge  dieser  Gleichungen  m  der  Veränderlichen  ab- 
hängig von  den  n .—  m  übrigen,  welche  letzteren  aber  vollständig  unabhängig 
von  einander  sind.     Sind  so  z.  ß.  x^ ,  x, , . . . ,  x^  abhängig  von.  x^^^ , . . . ,  x^, 

so  darf  man  die  Gleichungen  (b)  nach  jeder  dieser  letzeren  Veränderlichen 
differenzireo,  wenn  man  dabei  beachtet,  dass  X|,...x  Funktionen  derselben 
smd.     llan  erhäit  dann  m(n — m)  Differentialgleichungen  der  ersten  Ord- 

nung  zur  Bestimmung  der  Differentialquotienten  ^^   , . . . ,  ■—; . . . ;  z — -"^ , 

m+l  n  .m+1 

.. .,  -^  ,  die  in  derselben  Zahl  sind.     Diese  Gleichungen  Ijab^n  die  Form: 

a 

8^-8x4  ^89  8x,,  ,    89®*m,8»      ^      . 


8xt  ax    '  &X,  bx    '  '  8x     8x    '  dx 

•  r  r  m        r         •    r 


wenn  g)an  hier  für  r  setzt:  m-j-lyHi^-S,...,  und  für  9  dann 9)1,9)2» •••>9>n' 
Wie  man  eben  so  zu  höheren  Ordnungen  aussteigen  kann ,  ist  klar«     AU  Bei- 
spiel wollen  wir  die  Gleiohung 

x»+y^+z»  =  r* 
betrachten.    Man  zieht  aus  ihr  (r'  konstant) : 
..    8x      ^       ,     8x     ^    :   .r8«-\'  ,     8*8     ^   8«8e  ,       8»»       ^   t^t^^V 

e»i_^'^as8*s'     8»x  8«   8»x       8«8»s  ,       8»i  _^   8»g8i.     8»  8*8 

■^■»7>-^'*8^8x*'T-»8i«-"'^ri8^"^8^87»"^*85^       •8y»8r^^8y8^ 
.       ••«        A  o^'Ö'x  /    8»x     ^ 


nch  zu  den.  früheren  Untersuchungen  gehörig,  mag  doch,  des 
spitflifB  Gibmidis  wegen,  hier  noch  die  Entwicklung  von 
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— -  f(a+aXf  b+/?x,  c-Ky^^.  •  •  •  •) 
8x  . 

gegeben,  werden ,*  wo  ä,  b,  c, ...,  a, /?,/,.. .  Konstanten  sind  und  x  die  unab- 
hängig Veränderliche.  let  a+«x  =  y,  b+/?x  =  z,  c+yx  =  n,  .  .  •  .,  so 
ist  (§.12): 

—  f(a+ox.b+/?x,c+yx,  ...)  =  — «-!-—/?+  — y+ 

da  g^=«>  8^=/^»  ex~y  °*  ^'^^    Hieraus  folgt: 

Man  kann  diess  auch  in  folgender  Form  schreiben: 
welche  Bezeichnung  wohl  von  ^selbst  verständlich  seyn  wird.     Allgemein  ist 


8x" 


Gesetzt  nämlich ,  dieser  Satz  gelte  furn==r,  so  gilt  er  auch  f&r  n==:r 
-|-T-.     Denn  ist 


ö'^ 


^f(a+«.  b+^x ).=  (^«+^^+. . .  .Jf, 


8x 


.eist  A_f(a+«,b+^x )=A  j(^«+^±^^....J^j    ^ 

=  "87l87"+8^^+-J^+''8^l8^"+8l'»+--J'+-- 

wodurch  nun  unsere  Behauptung  bewiesen  ist,  da  für  r = 2  der  Satz  gilt  (§.  10). 

§.29. 

In  §.  14  haben  wir  gesehen,  in  welcher  Weise  dieDfjDrereniialqnotienten 
auszudrücken  sind,  falls  man  för  die  seitherige  unabhängig  Veränderliche 
eine  andere  wählt.  Für  den  Fall  mehrerer  unabhängig  Veränderlicheit  lässt 
steh  dies  eben  so  leicht  nachweisen. 

I.  Sc^  zunächst  z  eme  Funktion  zweier  unabhängig  Vecänderliehen  x 
und  y,  und  man  führe  für  diese  zwei  andere  u  und  v  ein,  ,di€  mit  x  und  y 
zusammenhängen  durch  die  Gleichungen 

9(x,7,n,v)=:0,  ^(x,7,a,v)=:0,  (a) 

so  folgt  aus  (a),  dass  x  und  y  Funktionen  sind  von  u  und  v,  während  leistere 
Grössen  von  einander  unabhängig  sind.    Denmach  hat  man  (&  t) : 
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8ii''8xeu"^8y  8u'    8v  ""8x  8  t;~^8y  jB  v*     "        ^^ 

Die  Werthe  von  r^,  t^,  ^,  ^  folgen  (nach  6. 28)  aus  den  Gleichun- 
gen  (a)r  setzt,  man  sie  in  (b)'eiD,  so  kann  man  hieraas  die  Werthe  von 
— ,  ^,  ausgedrückt  durch  r-,  ^  finden.  Differenzirt  man  die  Gleichungen  (b) 
wieder  nach  u  und  v,  und  beachtet  dabei,  dass  r~,  5-^  im  Allgemeinen  von 

0  X   cy  ^ 

X  und  y  abhängen,  weiche  Grössen  Funktionen  von  u  und  v  sind,  so  erfadlt 
man  (§.12): 

an*      ex'VSuJ"^   8x8y  8a8o"^8y?V8nJ  "^8x8^l«"^8y«^l*'• 
_8U__8^8J8J     _8^r8j8y  ,  8^8y^      8^^ 

eu8ü      8x»8u8t;'^8x8y  V8u6v  '  8v8uJ  '  8y*8!r8ü'*"8x8u8v^8y8u8ir 
8^_8»xr8x^'        _e^8x8y     8»zr8y'\»     8z8»x  .  eg8«y  . 

e»»     8x»UvJ  "^    8x8y8v8v"'"8y*V8«/"*"8xef;*"^8y  8v*' 

,  ,        8'x     8*x     8*x    8»y     8*y     8*y      -   ,.  r  \  ,1 

woraus,  nachdem^,  q^*'^*^  ^*'  ödZ'  8T*  "^^'^  *^*  (*>  8^*^«^"  '*"^' 

ji^TT--*!.  Ö*«      8*x     8»!  .      8*«      8*1     8*x  j^  IX    ri  w 

die  Werthe  von  — ,.  g^.  — ,  m  g^,,  ^^^^^  ^^  ausgedrückt,  folgen.     Wie 

man  hier  zv  höheren  Ordnungen  aufsteigen  kann ,  ist  klar. 

II.  Es  kann  sich  ereignen ,  dass  wenn  z  eine  Funktion  der  zwei  unab- 
hängig Veränderlichen  x,  y  ist,  man  flir  die  drei  Veränderlichen  x,.y,z  drei 
andere  r,  9,  tfß  einführen  will ,  wobei  dann  (jp,  tfß  als  neue  unabhängige ,  r  als 
abhängige  Veränderliche  angesehen  werden  muss.  Gewöhnlich  kennt  man 
dann  x,  y,  z  als  Funktionen  von  r,(jp,i/;;  im  allgememsten  Falle  hätte  man 
zwischen  r,  9, 1//,  x,  y,  z  drei  Gleichungen  : 

ftfr.v.*.^y.»>==0,  ft(r,0»,ip,x,y,z)  =  O,  fi(r,9,^,x,y,x)3sO/  Cc) 

vermöge  welcher  ^,  r-,  ....  durcli  Differentialquotientien  von  r  nach  9  und 

tff  auszudrücken  sind.     Differenzirt  mad.  jede  der  drei  Gleichungen  (c)  nach 
9  und  tf;,  wobei  beachtet  wird,  dass  -r  eibe  Funktion  von  g>  und  i^,'dessglei- 

,  ,  .,         88      8i8x,8z8y88      8z8x,8z8y       ^^    «^i^jju 

chen  X  und  y,,und  dass  z— =^  r — \-E-^*r-  =  r-  z — Hsr^^,    so   erhalt 
^'  8f>      8x8f>'8r8f>    8^     8x8^     fry8.^ 

man  sechs  Gleichungen,  von  denen  die  zwei  ersten  sind: 

H  ll  1  8fi _,  8^  8^      H  8j    '  8^  r8jj-8^ 

8r8ii'^8ii"*"8x.8g>-'^8j8v      8z  V.8x8»'^8y8f»J"'    '. 

8r  8^"*  8^  '   8x8ip'^8y8^"'^8z  V8x8.V'"*"8y8^J 

und  die  vier  anderen  hieraus  erbalten  werden,  wenn  man  f^,  f,  für  f|  setzt. 

¥\-    1.  j-  "'  i.    ni  •  i.  j-i.  ux  ö«     8y    8x     8y     8z8x,8z8y 

Dorch  diese  sechs  Gleichungen  drückt  man  5— .  5-^»  r-»  o   •  s-aT"»  «^  «-.• 

®  8f>     dg>    dfl»     8<»  ,8x8f»     oyoip 

8sftx8zST 

z-  i — H5-  Q    durch  die  übrigen  Grössen  aus,  und  kann  dann  aus  den  beiden 
Ol  89     8y  89 

8  z    d  z 

letzten  Werthen  — ,  r- -finden.     In  dem  gewöhnlicheren  Falle,  da 

x=r4(r»9>,ip),  y  =  f,(r,ii,<»),  •  =  f,(r,9»,ir»^. 

bestimmt  man  zunächst  nach  Nr.  I  ^-,  t-  durch  rr-»  r~  und  bifdet  dann  diese 

ox   oy  vf>   oi^ 

letzteren'  direkt  aus  der  dritten  Gleichung. 
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Man  sieht  hieraus  leicht,  wie  man  sich  zu  benehmen  habe,  wenn  Funk- 
tionen von  mehr  als  zwei  Veränderlichen  gegeben  sind.  Wir  wollen  daher 
an  einigen  Beispielen  das  Verfahren  erläutern. 

1)  In  den  Gleichungen 

^88        8«     ^     8e  ,     8e      _    8»i,e»E     ^  ,. 

*87~^a~x=^'^-^+^8-y  =  ^'e?+87'=^^  <^>    . 

sollen  X  und  j  -durch  die  neuen  unabhängig  Veränderlichen  r  und  o)  ersetzt  werden, 
wobei  x  =  rco8tt,  y  =  rsmtt. 

Hieraus  folgt :  . 

8x  8x  .  8y       .         8y  8*1     .       8»x  ^  8»x 

rr^"^^'^'    8^=-"">«'    rr  =  ""'   8^  =  "~*-  8?  =  ^'    878i^-*^-*'    8"^ 

=  ^icos«.  ^=;0.  g^^  =  C08«.^,=  -r»in«.u.8.w.. 

. ,.     8e      88  ,  ÖS  .         8i  8e    .        ,8z 

mithin  ^-  =  — co8»+r-ain»,  r— =  — r-rsinw+^rcosÄ, 
8  r     8x  '  8y  8«  8x  8y 

8»s     8««    .  .      r^  8*8  .^    _i_Ö**  •  t 

;^  =  --,cosU+2^^yCosc..in«+^s.u««. 

8*8  8*8       .  .  8*8     ,        ,  ,    I     .     I     Ö*2      .         ^  Ö8     . 

— -r— =  —  V— irsin«co«»+rT— T—  (cos'»  —sin'«)  +s~~i'S">«C08« —  r—  sin» 
8r8«  8x*  '     8x8y  «8  y*  8x 

.88 

+  ^cot«, 

8y  . 


r— •  =  r— irsin'Ä  — -2  r— ^r »m«)CO»«)  +  ^— £-r*C08*Ä  —  r-rcos«  -r-r— 

8ä*     8x»  8<8y  '  8y*  8x  8y 

Demnach: 


un- 


8  8     8s  8  z  suitt     8  z      8s.        ,8z  coftc» 

8x     8r  8«     r    •    8y     8r  *  8«     r 

,8*8,8*8       irÖ*«.8*8^       -^88  ,88.      ^      «rö*«  I  Ö*»A        Ö« 

'  87»+8^*='  l8r*+8?J~a8^^-  +  8;^.*"> 
-    Also  ist 

.88^   8_8_8j      88        88__    8^   £f  I  ^_Ö^»a-J.— -4-i   — 
*8y      ^8x"'8«>''ex"*'^8y""'';8r'8x*"*"8y*^er*'^r*  e«»"^  i'B  t' 
d.  h.  die  drei  Gleichün^n  (e)  sind: 

ÖS      ^      88      ^    8*8  ,     1    8*8   ,    1    88^^  ,  ,. 

8-;^=^'  ^8-r-^'  87*+^  8;;*+Ti-r=^^'  ^^> 

2)  Man  soll  die  Grösse  \/  I  +  f^  )  "^^  (  «^  J  **^<>""*n»  indem  für  die 

abhängig  Veränderlichen  x,  j  die  neuen  <p,  \p  eintreten  und  als  abhängig  Veränder- 
liche r  erscheint,  wobei 

z  =  rcot9Cos^,  y  =  rcosf>siD^,  8  =  rsinfp. 

„.      ..8x8r  8x8r 

Hier  ist     ;r— =  5— cos^tfco«^ — rsinfpcos^,  r— =  t— co8«pco«ip — reos^sin^, 

8y     8 j  8  7      8r  , 

r—  =  r— cosfpsin^  — rsin^sinv»,  ^  =  5— co898in^+rcos«pcosi^, 

88      8r_,        88      8r  .       , 

.    8^'=8^"*"*'8^  =  8i»"'^+'^»*- 

n_«u  ö«     888x,888y    88      888x,888y 

Demnach  wegen       7— =  r—  z — hr-  tt^,  ^r-  =  7r'  :: h^—  ^'' 

®  8f>     8x8»'8y8»    8^     8x8^^8y8* 

8  r .     ,  8  8  re  T.  .    ^        ,  8  8  re  r  .    ^  . 

09  ■  ex  VC9  '.  ■     -/^  oy  V.0^  ^ 
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er   .  8a  rCr  ^  ,  82  rCr    .        ,  "V         . 


Hierans: 


8^      8 

8x 


r— «m^-f-I  r— 8mf>  +  rC08f>  ICOS^COB^ 
0  V  .    VC  9  J 


8 


woraus  folgt: 


COI 


cosfpl  T— «089  —  rsiny  J 

•      8r  ,  r^T  .       M  ^ 

8 ö^[» Vo» ^ .  . 

8ir~"        '        *         r®'  .     ^  * 

cot  ^  I   r—  cos  9  —  T  810  f>  J 

91  g—cosf)  -^rsm«)  I  -[-|  ^"Wn^+I  r—  8m9>  +  rco8f>  I  cos^  cp8V'  I 

-+- ■  — ^  — cos  ^-|- ■  —  810 9  +  rco89  I  CO89  Bin  1^  ■ 

r8r  .      ^ 

C08f>l   r— C089>  —  r81D|l  1 

cos  II I  —  C08|P  —  rtin9>  j 

3)  Sej  u  eine  Funktion  der  drei  Verilnderliehen  x,  7^  z  und  man  .soll  in  der 
Qleicbimg 

8«u  .  8*u  .  8*u_.^  .^ 

8T«+8T*+87«^^  ^^' 

die  drei  nnabbiaigf^  Veräaderlielien  i^^j^z  durcli  drei  neue  r,  ^,  tf;  ersetzen,  wenn 

z  =  fco89eo8i//,  y  =  rco8|i8iD«^,  s  =  rsiB9^ 

u      u  XI..      öx  8x  .  8»x      ^    8*x 

Man  baibier  ^=eos9co8^,  r— = — rsingocosif;,  ^-5=0,^— p-^-=— siwjficosV», 

j^^=i:-7-cosg)8inV>.u.  s.w.     Femer  .-• 

«J!8o8x.8ii8y,8u8»     811  ,8a        .  ,        ,8u. 

8r"8^xrr+87e^+8-7rr"^ri*^"*'^^*'''  +  87''*^'^"^+8^""^' 
1?    8n8x  ,  8u8y  ,  8u8i  8«    .  8n    ;  "    ,  8u 

8^"8l8-i+878i^8l8~9  =  -el^'""^'°*'^-^8^"*'^^^"'''  +  rz''''^^ 
*?_8ii8x  .  8u8y  ;  8n8s  8u  .        ,  8u 

,^'P^8i8;p+8^r^+8^-^==-8V^»^*?"^+8^'^^~*^*^' 

^?-.rö*aÖx  ,     8»n  8y  .    d»«  8i^.  ,    f  8*a  8x  .  8»a8y  ,     8*0   81^ 

^''rl87«8"~r+8r87rr+878^rrj^^**^'^+  lei^e^+SyTr+eTdl  8  rj 

i- r-^  V  4^  S--~  COS  *  f>  Sin  ^  COS  ^ + 2^—^  8inf>  cos^  cosH-2  r-fi- «in  ♦><»«»"«>  ^^ 
.,       «'«  oxcy  »       .8x8e  cycs 

L?_      /-8»u8x  ,     8»n    8y  ,     8*n*8i^  8n  ./"8*u8x 

8»a  8y  .     8*«    8  «^      ,  8n  ^        .   /"  8*n    ;8x  .     8»tt    8.y 

8?  8i+8y8^  e^J  '•«»^•i»'^-  87  '^^•^•*"'^  +  l?78;  8^818^  8^ 
8'a8s'\  8  a 


e»- 


+ 


.8*a8«*\  8a    . 
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<?x                            cy'                           ex*  cxcy 

—  2-: — r-r* aD9  eos^amip — Z- — t-w  amptmpuaip — :— reotiicos» — r—reoi  f 

CTCz                                   tyfi  tx  fy 

c  z 

e»B        rfc»nex      e*a  er      e»«  iz\  in  ,  /^  e»a  ax 

dfr*           Vtx*  8»  '  di&y  81p      fcxti  fci^^  *x  ^       Vtxty8^ 


.   e'n  fcy        e»n    &  xA 


8q 
ex  8y  cxoy  ex 

e« 

—  -  reot^sinii», 
woraus  leicht  folgt : 

Po    2. 8'p       I     ^j_A  ^_±      en    e*ii    e'a    8*ii 

8r»'^r»  8»*"^f*cof*9»ef»»'^  r   8r      r»  ^'^f»""  8  x^'^aj«'^?  «*' 
so  dass  die  Gleiclnuig  (f)  ist 

8»a      2  8a       1   8*a  1       8«tt       1         ?^_o 

8r*"*"  r   8r'^r«  8»»"^r»co»V8^*      t«**8»~' 

^       ^  ^        8'a^2  80       1    8»(rii) 

oder  wenn  man  beachtet,  das»  T~t~\ a~  = S~r~* 

8  r*       r   8  r       r      8r* 

1    8»(ro)       1   8»n  .        1       8U       1         l?..« 

f     8r»    "^r*  8v»'*"f»co.V»^*      r»*«''»»"" 

4)  Sind  X,  jr,  z  die  drei  rechtwinklichen  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes 

im  Ranme ;  x',  J^  z*  die  ebenfalls  rechtwinklichen  Koordinaten  desselben  Pankteü 

fiir  andere  Axen ;  n  eine  Funktion  ron  x,  j,  z,  so  ist 

(r:)'+G-;)'+G-:)'-fö)"+G")"+G-0" 

8^8^tt8Mi_8^  8^      ,       8^ 

8x*     "^     8y»     "^     8  z»     ~     8x'»    "^  ay**    "*"     8 «'«" 

Man  hat  nämlich  bekanntlich : 

x  =  a-t-a,x'+b,y;  +  c,»',      a,»+*t*+&i*=  L  *im-Wb,+CtCi  =0, 

y  =  ^+a,x'+b,y'4-f,«'.      b,»+V+b,-*  =  l.  aii,+btN+CiC,  =0. 

s  =  7+a,x'+b,y'+c,«%      q»  +  c,»-hc,*=  1,  ••t,  +  b,m-c,c,  =0. 
Mithin 

ex*  ""  8  x8x<"^8y  8x^"^8  z  Sx'""  8  X**  "*" 8  y  *•  "^8  1  *•• 
8u      80  8u-      ,  811^      8u      8u       ,  80   .    ,  8n 

8?  =  8^^*+87^"^8l'^'  e^^Tx'^+a^^'  +  ai"*' 

8»n         ,»••  .      ,8»u^     ,8»ii  ,  ^  8*n  ^^  8»u    .  -;^  ^     8»n 

8T^="^  r^+^'V*^*«  8-p^^^*>878^+^•*••878^+^••^878;• 
8"^==^*  8-^+*^  87+^  8-?+2'*''  8T8i+^^'''  aTa:^^^^*'^  8^8^' 

p  =  "*  87«+^«8T*+^'   87«  +  2^^87rz  +  ^^'>8Trz  +  ^^^ 
woraus  die  Richtigkeit  der  angegebenen  Sätze  g^anz  unmittelbar  folgt. 
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§.30. 
Will  man  die  Sätze  des  §.  J6  auf  Funktionen  mehrerer  Veränderlichen 
aosdehnen,  so  nnterliegt  dies  keinerlei  Schwierigkeit.  Sey  nämlich  f(x,  y, 
z, . . .)  eine  Funktion  der  unabhängig  Veränderlichen  x,y,z,. . .  und  man  will 
f(x-|-h,y-|-k,z+l>...)  nachPotenzen  undProdukten  der  Grössen  h,k, I, .... 
entwickeln,  so  selze  map  h  ==  aV,  k  =  ak^  I  =  aP, . . .  und  betrachte  f (x-^ah^ 
y-f-ak',  z+al', ...)  als  Funktion  von  ««,  die  etwa  mitF(a)  bezeichnet  wer- 
gen  möge.     Nach  der  Formel'  (26)  in  §.16  hat  man 

r(«)==F(0)+yF'(0)+j^F-(0)  +  ....+j^F^0)+y-5^ 

n  ^ 

worin  F  (0),  P  (0), ....  F"(0)  die  Werthe  von  F  («) ,  ^f^, . . . ,  ^-^     fihr 

«=0  bedeaten.     Gemäss  §.^  ist  aber,  wenn  x-f-«b'  =  x',  y+«k'  =  y', 
f\-aV  =  zi : 

also,  wetan  man  hier  er = 0  setzt,  wodurch  x',  y',  z', . . .  in  x,  y,  z, . . .  übergehen : 
und  wie  man  leicht  sieht : 

«•  >■  (0)  =  (Ah+Ak+ll  +  ...)'f(x.y.^  .  .  .). 

Denmach: 

fU+b.y+k.i+l....)  =  l(x.y,.....)+(^T»+^k+^l+;..)£(x.y....,.) 

:  (36) 

+Tr:;r(fx''+fy^+Ä'+->"^ > 

^l...(n4-l) 
wo  Q  der  Werth  von 

ist,  wenn  man  nach  geschehener Differenzirung  f&r  x,  y,  z, . . .  setzt:  x-|- 9 h, 
y+öh,  z+öl, . . .,  und  S  zwischen  0  und  1  liegt. 

Setzt  man  in  (36)  x  =  y==z  =  ...  =  0,  und  statt  h,k,l, ...:  x,  y,  z,..., 
so  erhält  man : 


^h. 


M,...)  =  f<0,0A.-..)+(~^x+^y+-^i4-...J  f(x,y»«....) 

+i:2U^+8^y+8~.-+-A'<''''''-^ 

i  (37) 
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wo  der  angehängte  Zeiger  0  bedeHtet,  dass  man  in  den  vorkommenden  Dif- 
ferentialqaotienten  (nach geschehener Differenzimng)  x^^O^  y  =  0,  z  =  0,... 
zu  setzen  habe,  und  wo  Q'  d^r  Werth  derOrösse 

ist,  w^nn  man  in  den  Differentialqaotienten  für  x,  y,  z,...  setzt  @x, 6y, 9z, .. . 
Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  die  Formeln  (36)  und  (37)  In  ähnlicher 
Weise  gebraucht  werden  können,  wie  die  Theoreme  von  Taylor  nnd  Mac- 
Laurin,  doch  wollen  wir  uns  dabei  nicht  weiter  aufhalten  und  nur  einer  An- 
wendung der  Formel  (36)  gedenken. 

Sind  nämlich  die  Grössen  h,  k,  1, . . .  so  klein ,  dass  man  ihre  höheren 
Potenzen  und  Produkte  vernachlässigen  kann,  so  ist 

f(x+h.y+k.«+l,...)==f(x,y..,,.0+^^+~k+~l+..... 

Diese  Formel  wird  namentlich  dann  angewendet,  wenn  man  die  kleinen  Aende- 
rungen  von  Grössen  berechnen  will,  welche  von  mehreren  anderen  sich  um  wenig  än- 
dernden abhängen ;  wie  z.  B.  bei  der  Bereehnüng  des  £influsse8  der  Beobachtungs^hler 
auf  die  Resultate  in  der  Trigonometrie  (rergl.  mein  ^^andbuc]^  der  eben,  und  sphär. 
Trigonometrie**,  erste  Abtheil.,  S.Abschnitt,  zweite Abth.,  T.Abschn.).  Die  dortigen 
Formeln  sind  ganz  nach  dem  Obigen  gebildet.     Aus 

c  =  acosB-t-bcosA 
folgt,  wenn  a,  b,  A,  B  um  ^a,  z/b,  ^A,  JB  zunehmen,  und  man  diese  GrGssen 
klein  genug  annimmt,  um  ihre  Produkte  zu  yemacid&ssigen,  da 

6c  8c  8c  8c 

—  =cosB,  —  =  co8A.  —  =  --a8inB,   —  =  — bsinA: 

c+^o=  acasB+bco8A-|-cosB  Ja-|-co8A  Jb — asinB  JE — b«inA^A. 
Jc  =  cosB Ja--|-coiA/^b  —  asinBJB — bsinA^A.  ' 
(Das  Weitere  sehe  man  in  dem  angeführten  Buche.) 

Eine  weitere  Anwendung  der  obigen  Formeln  kann,  ähnlich  wie  in  §.22. 
VI,  bei  den  Formen  -^  für  Funktionen  mehrerer  Veränderliehen  vorkommen: 
Seyen  nämlich  f(x,y),  F(x,  y)  Funktionen  von  x,  y,  die  f&r  x  =  a,  y^=b  lu 
Null  werden ,  so  wird  Jf*   .  in  diesem  Falle  zu  ^.    Setzt  man  nun  zunächst 

F(x.y)  0 

x=:a+h,  y=r"b-|-lt,  so  wird 

f(x,y>^f(a+h,b+k)  ^^^'^^"t^8^^+8^'^+8r»r:g+8"787^''"^e?  1:2+  •' 

F(x.y)     F(a+h,b+k)"",.    . .  ,  8F        8F        8»F  b'    .    ^'F  8'F   k»  ' 

F(a,b)+g^h+g^k+^j-^+5^hk+^  j  2+- •• 

wenn  man  in  den  Differentialquotienten  für  x  und  y -setzt  a  und  b.  Da  liier 
f(a,bX==0,  F(a,  b)=0,  so  fallen  in  Zähler  und  Neimer  die  ersten  Glieder 
weg.  In  dem  Bleibenden  hat  man  dann  h,k  gleich  Null  zu  setzen;  man 
sieht  jedoch,  dass,  oMe  zwischen  h  und  k  eine  Beziehung  festZQstellen,  hier 
gar  Nichts  zu  entscheiden  ist.  Sey  also  k==ah,  so  kann  man  dann  Zähler 
und  Nenner  durch  h  dividiren,  und  wenn  man  nunmehr  h  =  0  setzt,  so  ist: 
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8J  •  8_f 
f  (a,b)^  ex"^"8y 
F(a,  b)      8F        dF 

wo  in  den  Differentialqaotienten  x  =  a,  y  =  b-gesetzt  werden  mass.  Ist  nicht 
^=0,  ä~  =  ^»  so  bleibt  wegen  des  willkürlichen  a  diese  Grösse  immer  noch 

unbeetimmtj  bestimmt  wird  sie  aber  auch,  wenn  —  =  0,  r— =  0.     Wären  die 

oy  0  y 

Wer  Differentialqaotienten  erster  Ordnung  0 ,  so  ^üsste  man  2u  denen  der 
zweiten  Ordnung  gehen  und  hätte  : 

8»f  .       8»f         ^f   , 
f  (a,  b)     8x»"^   8K8y"'^8  y'" 
F(a,  b)""8F         8*F         8»F    ^*    >  ' 

8x*"^    8xey'*"^8y»"     . 

u. s.w.     Wie  man  bei  mehr  als  zwei  Veränderlichen  verfährt,  ist  hieraus 
schon  klar. 

Z.B.  die  Grosse 

-      ,  l(x)~l(y)  '     ' 

x-h2y-3 
..    0  ^  ,  ,      „.      .     8f      1     8f  1     ÖF  8F     „     ^ 

wird  ^iürx=l.y=l.     Hier  ist  g^  =  Y' 87==""7' 8^  =  ^' 87  =  ^'  rürx=l. 

j=  1  sind  diese  Grossen  1 ,  —  1 ;  1 ,  2,  so  dass  der  Werth  des  obigen  Bruches  = 

1  — g 
l+2a 
worin  a  ganz  willkfirlich  ist.     Da  diese  letztere  GrOsSe  für  a  =  l  Nun  ist,    für 

tt= —  -A-  unendlich  gross,  so  kann  also  ■_.  o^ 3  für  x  =  l,  y=f  1,  alle  möglichen 

Werthe  haben.         _ 

(x+y)?  0  8f        fff 

DerBmoh    ,:,    ,  wird  -^  für  x=0,y  =  0;  für  diese  Werthe  ist  5- =  0, 3- =  0, 

ir-T7  .0  ».7         »  8x         8y 

8F     ^   8F     ^    d»f     „    8»f     „      8»f       „    8*F      „    8*F      ^     8'F        .^ 

»i  =  ^^e^  =  ^'8l?  =  *'8?  =  ^'8l8^  =  ''ä7v=^^8T'  =  ^'^"^  =  ^-^    ^' 
der  Werth  ^s  Bruches  gleich 

2+4a+2a»  _  (!_+«)' 
2+2a*       ""  l+o»"' 
Diese  CrrOsse  kann  oflbnBar  nie  aegatir  werden;  ihr  kleinster  Werth  ist  0  für 
a= —  1 ;  um  ihren  etwaigen  grOssten  Werth  zu  finden^  setze  man  ihren  Differential- 
qnotienteii  nach  a  gleich  Kuli,  und  hat: 

(l4-«)(i+««)— «(l^-a)»==0.  a.h.  l  +  a==Ooder  l  +  a«--a(l+o)  =  Ö. 

a-|-l  =  0  gibt  a=— 1,  das  Minimum;  1+a*— a(l+a)=:0  gibt  1— a==0, 

'2*  (x+y)* 

a=l ,  also  das  Maximum,  das  mithin  ^  =  2  ist,  so  dass    ,  .  ■  ,  für  x=0,  y=0 

nicht  unter  0  und  nicht  fiber  2  seyn  kann. 

siBX — tiny  0  '       8  f  8  f 

Der  Bruch -■ wird  zu  -^  für  x=y.     Aber  r-  =  co«x,  --  =  —  cos  y, 

z  —  y  0  *  öx  öy     • 

dF       ,  8F 

5-"  =  l't  S^  ==-^  1 »  also  för  y  =:x  ist  der  Bruch  = 

ex  oy  "^ 

cosx — acösx      cosx(l  —  «) 
1  — a  1—0 
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Der  Bruch 

4x*+8y+»--l 
skix+tgy+l(z) 

wird -5.Ärx  =  e.y  =  0,z  =  l.     Für  diese  Werthe  ist  ^^  =  0,    0^  =  3.^^=1. 

r— =  1 ,  ^-.-  =  1 ,  ^—  =3  1 »  also  der  Bruch  ffleich 

OS  oy  o«  "•  ■ 

wo  a  und  jS  ganz  willkürlich  sind 
Endlich  wird  die  GrOsse 

C08^(»-("y)  —  COs'b 

(x+y)«-z« 

zu-^,  wenn  y=x,  z=2x.     Hier  ist  r-  =  — 2co»2x8in2x,  r-s»  — 2cos2x  8in2x. 

0  "  0  X  cy 

?-  =  2oo«2x8in2x,r-  =  2.2x,  -r-  =  2.2x,^-=:  —  2.2z,  alsoderWerth^MBiuches: 

8s  ox  oy  OS 

—  cos2x8ip2x  —  acos2xsin2x+/>co82x8iD2x  C082x8ip2x     l-H« — ß 

_______  __         _         .    i^^_ß*     . 

.            co82xsii|2z          Bin4z 
so  dass  der  Werth  des  Bruches  für  x=y,  z=:2x  i»t;  — = ~ T"^* 

§31. 

Sey  f  (x,  y,  z,.. .)  eine  Funktion  der  unäbhilngig  Veränderlichen  i,  y, 
z,...,  80  sagen  wir,  dieselbe  erlange  für  x  =  a,  y=b,  :z  =  c, ..  einen  gross- 
ten  Werth,  wenn  f(a,  b,  c, . . .)  grösser  ist  als  die  Werthe  von  f  (x,  y,  z, . . .), 
worin  x,  y,  z, . . .  nar  wenig  verschieden  sind  von  a,  b,  c , . . . ;  dagegen  wird 
f  (a,  b,  c, . . .)  ein  kleinster  Werth  seyn,  wenn  diese  Grösse  kleitier  ist»  als  clie 
so  eben  angegebenen  Werthe  (§.  24).  Um  gun  die  Werthe  a,  b,  c, . . .  zu  er- 
halten, sey  im  Allgemeinen  x  =  a+au,  y  =  b-f-/^u>  z  =  c-f-yu,.,..^  wo  a, 
ß^y,,..  willkürliche  Konstanten  sind,  u  aber  sich  ändern  kann.  Nach  un- 
serer Etklärnng  ist  nnn  die  Grösse 

f  (a+ou,  b-H/Ju,  c+yu,  . .  .) 

ein  Maximum  oder  Minimum,  wenn  ^  =  0  ist.     Setzt  man  zur  Abkürzung 

f(a+ou.b-f-/9u,  c+)'tt,...)  =  F(u), 

80' erlangt  also  F(u)  für  u=0  einen  grössten  odör  kleinsten  Werth.  Daraus 
folgt '(§•  24),  dass  F'(u)  für  u  =  0  Null  seyn  muss,  d;h.  dass  F''(0)  =  0  ist 
Ist  dann  F"(0)>0,  so  hat  F(u)  einen  kleinsten  Werth  erreicht;  ist  F'(0) 
<0,  einen  grössten;  wäre  F^'(0)  =  0,  so  müsste  atich  F''(0)  =  0  seyn, 
uad'das  Zeichen  von  F*(0)  würde  angeben,  ob  man  ein  Maximum'oder  Mi- 
nimum hätte,  u.  s.  w. 

Nun  ist  (§.  28)  allgemein  -        . 

WO  man  für  a+au,  b+/?u,  c-j-yu,...  wieder  x, y, z, .. .  gesetcthat.  Set«t 
man  hier  u  =  0 ,  so  heisst  dies  für  x,  y,  z, , . .  setzen  a,  b,  c, . . .  Daraus  folgt 
zunächst 
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F'(n)  =  ^«+g^^+^y+ 

und  da  für  u = 0,  d.  L  x = a,  y  =  b,  z  =  c, . . .  diese  Grösse  Null  seyn  muss, 
was  auch  immer  die  ganz  willkürlichen  Grössen  a,/9, /, ...  sind»  so  wird  dies 
nur  dadurch  geschehen  können,  dass  jedes  Glied  fbr  sich  Null  ist,  d.  h.  dass 

man  hi^:  8x~      8y"   '  8^~    ^*^ 

Bestimmt  man  uun  aus  diesen  Gleichungen  x,  y,  z, . . .,  so  werden  die  so 
erhaltenen  Wertbe,  in  fj(x, y,  z, . . .)  gesetzt,  letztere  Grösse  zu  e|nem  Ma- 
ximum oder  Minimum  machen  können,  d.  h.  die  Werthe  a, b,  c,...  seyn,  die 
man  oben  gemeint  hat.  Ob  dies  der  Fall  ist,  und  welches  der  beiden  ein- 
tritt,  entscheidet  das  Zeichen  von  F'^(O).  Ist  nämlich  bei  ganz  beliebigen 
f^ißfYf"  ^i^  Grösse 

in  der  man  x=a,  y:=b,  z=c, . . .,  wie  diese  Grössen  aus  (a)  folgen,  ge- 
setzt hat ,  positiv,  soist  f(a,b,  c, ...)  ein  Minimum;  ist  sie  negativ,  so  ist 
f  (a,  b,  c,  • . .)  ein  Maximum.  Wie  man  diese  so  eben  allgemein  ausgespro- 
chene Bedingung  näher  fassen  kann,  wollen  wh:  nun  an  spezielleren  Fällen 
zeigen. 

I.  Seyen  zunächst  nur  zwei  unabhängig  Veränderliche  x,  y  vorhanden 
and  a^b  ein  zusammengehöriges  Werthepaar  für  x,y,  gezogen  aus  den  Glei- 

8  f  %  f 

chuDgen  —  =  0,  ~  =  0.    Die  zu  untersuchende  Grösse  (b)  ist  hier 
die  wenn  x = a,  y  =  b  gesetzt  wird.,  zu 

Aa^+2Baß-{-Cß' 

werde,  worin  also  A,B,C  die  Werthe  von  ^^^\  ^^^-^,  ?^^fiirx=a, 

*  ''  8x*         ox8y  8y  • 

y  =  b  sind.     Da  nun  identisch ,  wenn  ß=ma: 

und,  wenn  f(a»b)  «in  Maximum  oder  ein  Minimum  seyn  soll,  diese  Grösse 
immer  dasselbe  Zeichen  haben  muss,  was  auch  a  und  /?,  oder  a  und  m  seyen, 

(B 'V '     B*    I  AP 
m+— j ^ —  immer  dasselbe 

Zeichen  haben,  da  a^C  sicher  immer  dasselbe  Zeichen  beibehält,  was  auch 

m+— j ^—  für  alle  m  von  demselben  Zeichen 

seyn»  so  muss  nothwendig  B* — AC  negativ  seyn.  Denn  wäre  B*— AC  po- 
sitiv, also  — ~5 —  auch  positiv,  so  mache  man  m  nur  =  —  ^,  alsof  m-f  —  J 

=  0,  und  obige  Grösse  wird  = -^ — ,  also  negativ;  macht  man  dagegen 
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m+~J  > — ^i —  sey ,  so  fallt  jene  Grösse  positiv 
aas,  hat  also  ein  andetes  Voraeichen  als  vorhin.   Ist  dagegen  B* — äC<0, 

B«— AC         .^.         ,       f      i^V     B»— AC.  .. 

SO  ist gi —  positiv,  also  ■  m+— J ^1 —  immer  positiv«  was  auch 

m  sey.     Für  den  Fall,  dass  B' — AC  =  0,  wäre  ,die  nämliche  Grosse  = 

m-H^  j  ,  also  fflr  alle  m  positiv,  ausser  für  m  =  — -^,  wo  sie  Null  wäre. 

In  diesem  Falle  hätte  man  eine  weitere  Untersuchung  nöthig,  wie  wir  so- 
gleich sehen  werden ,  nachdem  wir  im  Augenblicke  diesen  F^dl  werden  ans- 
zuschliessen  haben. 

Es  folgt, nun  aus  dem  Vorstehenden,  dass  f(a,b)  weder  ein  Maximum 
noch  ein  Minimum  seyn  kann,  wenn  B'  — AC  positiv  ist.  Ist  dagegen 
B'  — AC<0,  so  wird  man  ein  Maximum  haben,  wenn  G<0,  da  dann 

a*C  rr™"^  n"J ^i — J  ininier  negativ  ist;  ein  Minimum  dagegen,  wenn 

e>  0.  Da  jetzt  B'— AC  <  0 ,  also  B  ^  <  AC ,  und  B'  sicher  positiv  ist»  so 
müssen  nothwendig  A  und  C  dasselbe  Zeichen  haben,  also  beide  positiv, 
oder  beide  negativ  seyn.  Ist  dies  nicht  der  Fall ,  so  hat  man  weder  Maxi- 
mum noch  Minimum.  .  Eben  so  kann  jetzt  keine  der  Grössen  A  oder  C  Null 
seyn,  da  sonst  B' — AC  =  B^  also  positiv  wäre. 

Für  den  Fall  nun  endlich,   dass  B'  —  AC  r=  0   wäre,   würde  zwar 

KB  '\^      B*— A01 
m+^ J ^ — ^J  fiir  alle  m  dasselbe  Zeichen  haben,  wie  0,  also 

dieselbe  Regel ,  wie  so  eben  für  B' — AC  <0  gelten,  ausser  für  m  =  —  7^. 

wo  obige  Grösse  0  würde ,  und  man  nicht  wissen  kann,  ob  diese  Grösse  po- 
sitiv oder  negativ  ist.     In  diesem  Falle  hätte  man  in 

zu  setzen  /9=ma  =  —  -— a,  x  =  a,y  =  b,  und  es  müsste  dieselbe  ö  werden, 

wenn  man  ein  Maximum  oder  Minimum  haben  sollte.  Würde  für  dieselben 
Werthe  dann  ' 

positiv,  so  hätte  man  wirklich  ein  Minimum,  wenn  auch  C>9;  würde  diese 
Grösse  negativ»  so  hätte  man  ein  Maximum,  wenn  auch  C  <0. 

Im  Allgemeinen  wird  man  jedoch  in  diesem  Falle  besser  thun^^  auf  an- 
derem ;Wege  sich  die  Gewissheit  zu  verschaffen ,  ob  ein  Maximani  oder  ein 
Minimum  vorbanden  sey  oder  nicht. 

n.  Gesetzt  zweitens  -man  habe  drei  Veränderliche  x,  y,  s,  and  seyen 

a,  b,  c  die  zu  einander  gehörigen  Werthe  derselben,  wie  sie  aus  r—  =  0, 
g-  =  0,  ö--  =  0  folgen.     Die  Grösse  (b),  nämlich 
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87««  +^-i87"^+8T«^ +-^878x"''+^878^«y+8-T»y 
w«rde  SU  Ao*+2BaiJ+C/i^*4-2Doy4-2E^y-hFy*,  .  («)  - 

wenn  man  .fiir  x,  y ,  z  die  Werthe  a,  b,  c  einsetzt.  Man  setze  nun  ß=u\a^ 
y  =  na,  80  ist  diese  Grösse  (c)  gleich  .  .     "  . 

«»[A+2Bm+Cm»+2Dn+2Emn+Fn*J=Fa»[n«H-2r^^)ü+5^^^ 

(E»>^CF>m*+2(ED  — BF)m+D'-^Ari 

F»  J 

^^tf     1  Eni+D^'     E*-r-CF  r    ,  .  ^(ED— BF)      .  D»— AFI» 

^(f     ,  Em+D-\»     E»— CFrr      ,  ED  — BF-\»      /"ED— BF^'  ,  D»— AFlf 

=••^1"^^— J F-^Ll^^^ErrcFi-UcTcFj  +ErzcFj| 

-  *vff^     Em+D^^     ^'^^^ffm     EP--PF"|^     (ED^BF) MD '— AF) (E '-CF)"|| 
-aT||^n-h      j.      J  p,    LL"*  '  E»-CF  J  ~  (E»-CF)«  Jf 

Da  nun  a'F  sicher  immer  sein  Zeichen  beibehält,  so  muss  auph  die  in 
den  Klammem  befindliche  Gifcse  immer  dasselbe  Zeichen  hltben ,  was  auch 
m  ond  n  seyen^     Dazu  ist,  wie  in  L,  notfawendig,  dass 

£«'—  CF rr     ,  ED— BF^>     (ED— BF)»— (D*-a3p)(E*— CF)T 
F«       Lv'^E*  — CfJ  (E»^CF)*  J 

immer  negativ  sey,  was  auch  m  sey,  so  dass  die  hier  in  den  Klammern  be- 
findliche Grosse  für.  alle  m  immer  dasselbe  Zeichen  haben  muss,  und  zwar 
das  positive','  da  nothwendig  (wie  in  I),  wenn  sie  dasselbe  Zeichen  haben 
soll,  (ED— BF)*— (D*  —  AF)(E'  —  CF)< 0,  also  die  eingeklammerte 
Grosse  positiv  seyn  wird.  Mithin  muss  E^— CF<0  seyn,  und  es  hat  dann 
endlich  die  Grösse  (c)  dasselbe  Zeichen,  wie  F.  Daraus  folgt  nun,  dass 
wenn  ein  Maximum  oder  Minimum  vorhanden  seyn  soll,  nothwendig 

E»— CF<0,  (ED  — BF)»— (D*— AF)(E*-CF)<0 

seyn  muss;  ist  dann  F<0,  «o  hat  man  ein  Maximum;  ist  dagegen  F;>0, 
ein  Minimum.  Da  E*<  CF,  so  haben  C  und  F  dasselbe  Zeichen;  da  weiter 
(ED— BF)*<(D»— AF)(E»— CF),  so  haben  auch  D^— AF  und  E'— CF 
dasselbe  Zeichen,  d.  h.  es  ist  D' — AF<  0,  so  dass  auch  A  und  F  dasselbe 
Zeichen  haben«  För  den  Fall  des  Maximums  oder  Minimums  haben  also  A, 
C,F dasselbe  Zeichen,  ferner  istE'  — CF<0,  D»— AF<Ound(ED— BF)' 
— (D*— AF)  (E'  —  CF)  <  0.  Fällt  eine  der  eben  negativ  vorausgesetzten 
Grossen  positiv  aus,  sa  hat  man  weder  Maxinium  noch  Mmimum;  fölk  eine 
oder  die  andere  gleich  Null  aus ,  so  muss  man  sich  durch  besondere  Unter- 
suchung versichern ,  welcher  Fall  hier  eintrete. 

Man  ersieht  aus  dem  Vorstehenden  i^chon ,  in  welcher  Weise  die  Unter- 
suchung fortgeführt  werden  kann ,  ohne  dass  wir  die  nothwendig  weitläufigen 
Formeln  hersetzen. 

Dieaf«r,  Dü^reatial- «.  latefnü-Rechnoa^ .  8 
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§.32. 

Gesetzt  x^jXj, . . .,  x^  seyen  fi  Veränderliche  und  F(x^f  x,, . . .,  x^^)  eine 
Fanktion  derselben;  zugleich  bestehen  aber  zwischen  den  n  Veränderlichen 
noch  die  r  Gleichungen : 


^|(Xi,  X,,  .  .  .  .,  Xjj)  — V,.  .V 


=..( 


wo  r<n,  und  wo  es  femer  nicht  gerade  erforderlich  ist^  dass  inr jeder  der 
Gleichungen  (a)  alle  n  Veränderlichen  vorkommen,  nur  sollen  sich  diese 
Gleichungen  nicht  widersprechen,  und  auch  nicht  der  Art  s^yn,  dasa  einige 
der  Veränderlichen  aus  ihnen  bestimmt  werden  können,  da  in  diesem  Falle 
diese  Veränderlichen  bestimmte  Werthe  hätten,  also  nicht  mehr  veränderlich 
wären.  Man  soll  nun  die  Werthe  von  x^,  x,,...,  x^  bestimmen^  so  dass 
F(X|,...,  x^)  ein  MaxiAmm  oder  Minimum  wird.   * 

Der  zunächst  sich  darbietende  Weg  scheint  hier  zu  seyn ,  vermöge  der 
Gleichungen  (a)  r  der  Veränderlichen  durch  dft  n — r  übrigen  auszudrücken, 
ihre  Werthe  in  F  (X|,...,  x^)  zu  setzen,  und  dann  diese  Funktioi^  von  nr-r 
unabhängig  Veränderlichen  nach  §.  31  zu  behandeln.  Dieser  Weg  ist  aber 
nicht  immer  der  kürzeste ,  noch  der  bequemste^  und  wir  woUen  desshalb  den 
folgenden  einschlagen. 

Seyen  vermöge  der  Gleicfaungen  (a)  die  Grössen  X|,X2,...,x^  als  Funk- 
tionen der  unabhängig  bleibenden  x^^,  x  .,,...,  x^  betrietchtet/also  F(X|, 
Xj, . .  i ,  x^)  eine  Funktion  dieser  unabhängig  Veränderlichem  und  der  davon 
abhängenden  x^,...,  \,  so  werden  nach  §.31  die  Differentialquotienten  von 
F(X|,...,  x^)  nach  sämmtlichen  unabhängig  Veränderlichen  Null  zu  setseo 
seyq.  Beachtet  man  dabei,  d^ss  x^,...,  x^  Funktionen  jener  sind,  so  erhält 
man  (§.  7) : 

8F     ext     .    8'F     8z,     ,  ■     8J      ^'r    ..     8F    ^ 

8x,  8x^;"^ax,  8x^,"^--;-"^  8-x,  8x^,"^"8x^,        ' 

8F     8x,         8F     8x,  8F     Q»r     ,     8F     _       - 

8x:8x^,-*"8x,8x^,"<"-';-"^8x,8x^,"^8x,^,-    •>     W 

8F.8X,         8F  8x,  8F   K  ,   8F_^ 


Die  hier  vorko^imenden  Differentialquotienten  g'^  ,..,  j—  ,  ^^      , . . .., 


8x,   8x„     •    8x,  8x,    '  •     8x,  8x,   '  8x; 

exj  ÖXi  P«| 

3.,...,     j.  sind  aus  den  Gleichungen  (a)  zu  entwickeln,  indem  man  jede 

8x,  öx,       . 

näcb  x^^ , . . . ,  x^  differenzirt  (§,  28). 
Padurch  erhält  man : 
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8x.8x,+«"^8„8x^.^---"f^8x.  8x^4T8v(.,"    ' 

8i.  8x^,-^8i.  8x^,^""^8x,  8x^,^8x^,-'''  )    (c,) 

öx,8x„^8i.  8x."^---"^8x,  8x^"^'8i.~^- 
Öf*    8x,        8^    8x,  8flt»,    ^^     .     8y, 


8x,  8x^,     8x.  8x,^,  8x,  8x^,  '^x^, 

8»,  8x,     8i»j  8j^  ,  ,8».,  ^  ,  8^  _^ 

8 X.  8x."^8^  8X, "^  •  •  •   -^8 X,  8 x. "'■8X. -* 

!^  JiL-4.^  _«i!_^  I   »»r      8X,  8», 

8x.  8x^,-^8x,  8x^,^-----"^8x,  8x^,-^8x^4-    • 
»»,  8x,  ,  8»,.  8X,  ,       ■     ,  8^,  8x,      8»;  ' 


(c,) 


(c,) 


8xt  81^   '  -a»,  8x^  '  •  8  X,  8x,  '  8>[^ 

Diese  Gleichungen  sind  der  Anzahl  nach  f(n  —  r),  eben  so  Viele,  als  zu 
bestimmende  Differentiaiquotienten ,  so  dass  die  letzteren  aus  denselben  ge« 
nau  bestimmt  werden  könnten.  Statt  aber  die  Bestimmung  derselben  un- 
mittelbar vorzunehmen,  wollen  wir  zunächst  jede  der  Gleichungen  (c^)  mit 
einer  noch  unbestimmten  konstanten  Grösse  Iq  multipliziren ;  eben  so  jede 
der  Gleichungen  (c,)  mit  k,  ,••.••!  jede  der  Gleichungen  (c,)  mit  k^.  Von 
den  nmmaehr  erhaltenen  Gleichungssystemen  (Ci),(cs), . .  • . ,  (cj  wollen  wir 
die  erste  Gleichung  jedes  Systems  zur  ersten  (b),  die  Kweite  jedes  Systems 
zur  zweiten  (b) , ,  die  letzte  jedes  Systems  ^ur  letzten  in  (b)  addiren, 

8  JL- 

dabei  nat&rlich  die  Glieder,  welche  dieselben  Differentiaiquotienten  ^/^  , . . . 

haben,  zusammenziehen,  und- nun  aonehmen,  k^,  k],.>.,  k,  werden  so  be- 
stimmt, dass 

SF  ,.     8v.   ..    8»,  ^''-ft 

8^+'''  81:+'^  8-^+- •••+^'  n:=®' 

8x,T''t  8x.^'^8x,  +  - •••+•»  8x.--'>    (d) 
8x, ^"^  8x,+'^  8x, +•  •  •   ^^^  8 X, -°- 

Alsdann  gibt  die  angedeutete  Additiim  ganz  unmittelbar,  dass 

8F      |\     8»,  8»,  »».       » 

8f     I  .      8»»  8»;     ,         _i_v     **».  _o    1      , 

il4-k.8».  ,k   8f,  .        *  8» 

8' 
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seynmiiss.  —  Die  GieicluiBgeD  (d\  (e),  nebst  (a),  ^  tkr  Anzahl  sack  d-H 
sind,  reichen  zur  Bestimmnag  der  n-^r  ünbekannteii  Zt*--*'  ^a*  ^>-*-»  ^r 
Tollkommen  hin,  m  da?s  man  dieseBiea  dam  beafitaen  wkd.^  Beachtet  man, 
da^  die  GWichongen  (d)  und  (e)  nichts  Anderes  sind  als  die  pattidkn  Dif- 
ferentialqaotienten  der  Grösse 

nach  den  Grossen  x^ ,  x, , . . .,  x^,  die  man  als  Ton  einander  anabhangig  an- 
sehen vurde,  so  kann  aian  folgende  mechanische  Regel  anfsteilcn :  ^Ist 
F(xj,...,  x^)  eine  Funktion  der  n  Yerinderiichen  x^,-..,  x^,  Se  eiat  Maxi- 
mum oder  Minimum  werden  soU ,  and  bestehen  zwisdiea  diesen  Yerandtf- 
liehen  noch  die  r  Gleichungen  (aX  so  addire  man  za  F{X| , . .  ^  x^)  Se  ersten 
Seiten  der  Gleichungen  (a),  nachdem  jede  mit  einer  Konstanten  kg»  k,,..., 
k^  mnltiplizirt  worden.     Von  der  so  erhaltenen  Chrösse 

F-rk,»,-hk,»,i-...-rk^^^ 

setze  man  die  partiellen  Difierentiaiqootienten  nach  x^>  x,, . . .  x^,  wobei  jede 
dieser  Grossen  als  unabhängig  angesehen  wird,  Kall,  and  erhalt,  nebst  (aX 
die  ZBT  Bestimmung  der  Unbekannten  nfithigen  Gleichangen.**  ^ 

Man  erhalt  nämlich  hiederch  die  CHeichnngeii  (d)  and  (eX   Eiaige  B^ 
sfMcle  mGgen  das  in  §.  31  und  32  Gesagte  erbateni. 

§33. 
'  I.  Unter  allen  ebenen  Dreieckeii,  welche  deasefbea  üarfbag  a  hahea,  das  in 
Sachen ,  welches  die  ■SgtiA  grasste  Fläche  a  hat. 
Xf  7,  a — X — T  die  drei  Seiten,  so  ist 


■*=  ^  s(a~2x)  <«-2y)  (2x-f  2y-«). 

16«* 
M>  da»»,  da  n .  also  aadi ein  Mstimuwi  sejn  soll,  aan 

r  =  (a-2x>  (s-2t)  (2x-h2y-^a> 
ein  Maünoni  zu  scUen  hat.     Hieraas  Mgt: 

J^  =  -2U~2y)(2x+2y-«)-r2(a-2x)(Ä-2y). 
^^=--2U-2i)(2x-r2T-Ä)-r2(s-2x)(Ä-2y), 
^,  =  -8(t-2y>,r^  =  -h4(2x-|-2y-a>-4{s-2y)-4|a-2x). 

C 1  ClCT 

d*r 

Also  nM»s  sejn 

-(s-2y)(2xn-2y-^)-h(*-2x)(«-.2y>=0.(a— 2y)(4x+ly— 2a)=;r0. 

—  (a-2x>(2x-i-2y— s>-h(a~2x)(a-2T>=0.(a— 2x)C2x-h4y— 2«)=0. 
also  da  nicht  x=:|n  oder  J=^a  sejn  kann: 

4x-r2y— 2a  =  0.  2x-r4y— 2a  =  0.x  =  y  =  Ja,a— x-y  =  Ja, 
d.  h.  das  Dreieck  ist  gleichseitig.     Fir  diese  Werthe  ist 

»^  _8a       &»r  4a     »^  _  p «a 

^~  3'    tx^y""-        3'    ey'~  S' 

•  Keine  der  Gf^atm  k  darf  akrigcv  =0  aMitUan. 
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also     B' — AC  =  -g g--  = g-,  d.h.  B'  —  AC<0,  und  da  A  und  C  nega- 
tiv, so  hat  maä  wirkliah  ein  Maximum  (§.  31. 1), 

II.  Das  reohtwinkliohe  Parallelepiped  Tom  Inhalte  a  zu  finden,  das  die  kleinste 

Oberfiftche  u  hat 

a 
Drei  an  einander  stosseade  Kanten  seyeji  x,  y,  -~,  so  ist 

8n  a  .  8a  a  ^       a         ^ 

so  das«  das  Parallölepiped  etn  Würfel  ist     Hier  ist 

*8r»-^-'^'*8i8^-*'*8y»""^' V8i8yJ  ""8T»  8  y»"^"' 8x»^^'  . 
also  hat  man  ein  Minimum. 

ni.    Die  kürzeste  oder  längste  Gerade  zwisdien  zwei  Kurven  in  einer  Ebene 
ZV  Sachen. 

Sejen  x,  j  die  Koordinaten  des  Endpunktes  dieser  Geraden  für  die  erste  ^  ß,  a 
für  die  zweite  Kurre ,  so  ist  y  eine  Funktion  Ton  x  wegen  der  Gleichting  der  ersten 
Konre;  ß  eine  Funktion  Ton  a  wegen  der  der  zweiten  Kurve.  Ferner  ist  das  Qua- 
drat der  Entfernung 

(x—a)*+(y  — /8)*  =  tt  =  Max.  oder  Min. 
Hier  ist  ' 

worin  die  Diflbrentialquotienten  aus  den  Gleichungen  der  zwei  Kurven  zu  ziehen  sind. 
Aus  den  Gleichungen  des  Maximums  oder  Minimums 

z-«+(y-^/9)?^=:0,x-«+(y-/»?^  =  0,  (a) 

nebst  jenen  Kurrengleichungen  zieht  man  die  tVerthe  Ton  x,  y,  er,  ß,  bestimmt  al^io 
die  Gerade  vollständig.  Soll  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  vorhanden  seyn ,  so 
nmss  für  die  gefundenen  Werthe : 

[• +H  H]'-  [• +(H)'+ <»-«  m  ['+(19"-"-«  «0<» 

seyn.  Aus  dea  Gleichungen  (a)  folgt  leicht ,  dass  der  Punkt  (cc,  ß)  in  der  im  Punkte 
(x,y)  an  die  erste  Kurve  errichteten  Normale  liegt;  eben  so  der  Punkt  (x, y) 
in  der  im  Punkte  (er,  ß)  an  die  zweite  gezogenen  Normale ,  so  dass  also  die  kürzeste 
oder  längste  Gerade,  wenn  sie  rorhanden  ist,  auf  beiden  Kurven  senkrecht  steht. 

IV.    Aus  Tier  gegebenen  Seiten  a,  b,  c,  d  soll  das  mOglich        ^'  ^^• 
grOsste  Viereck  (Fig.  14)  gebildet  werden. 

Sey  X  der  Winkel,  den  die  Seiten  a  und  b,  y  der,  den  o  und  d 
mit  einander  machen ,  so  muss  in  den  beiden  Dreiecken,  in  denen  p 
fDiagonale)  roilMmnt: 

p*  =  a»+b»—2abcosx,  p»z=c»-(-d»  — 2cdcMy, 
ao  dass  also  a*-)-b'— 2abeosx  =  c*4-d*— 2cdcoiiy 
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ikjtfTä' 


aeyn  wird.     Ferner  ist  der  Fl&cheninhalt  des  Vierecks  <~  ^  -, 

^ab8inx-4T  ^cdsiny,  "  i; 

welche  GrOsee  ein  Maxinnim  sejn  muss.  Gemäss  §.  32  hat  nMÜTna»  die  Diüsrential- 
quoüenten  nach  j  und  x  Ton 

iab«inx-|-icd8iny+k(a*4-b*— c*— d«  — 2abco8x  +  2cdcosy) 
Null  zu  setzen,  d.  h.  man  hat: 

^aboo8X-|-2kab«nx  =  0,  ^cdcosy — 2kedsiny  =  0. 

,_.  .  cosx     .  ,   cosxsiny      ^      .  ,  .  ^    ' 

Hieraus:        k  =  — »r-: — ,}cogyH — tt-. — =^  =  0,  sinxco8y+coixsaiT  =  0, 

4  8inx    ^  28mx 

d.h.  sin(x+y)  =  0,  x+y  =  Äj 

da  nicht  x-f"y  =  0  oder  27r  seyn  kann.   Also  y  =  n  —  x  undco8y=.  —  oesx»  mithin 

a*-UV--c*— d* 
a'+b*  —  2abco8x=c*4-d*+2cdcosx,  co8X:?=  —  '■    ^  . — rr — ,* 

2(cd-+-ab)' 

welche  Gleichung  x  bestimmt;  j  ist  dann  =Tr—  x.  (Um  das  VietedL  kann^  wegen 
x-f-y==^,  ein  Kreis  besehrieben  werden.) 

y.  Man  soll  einen  abgekürzten  Kegel  bilden  so ,  dass  der  obere  Öialbmesser 
=  m  mal  dem  unteren ,  seine  Oberfläche  gegeben  =  a  und  sein  Inhalt  der  möglich 
grösste  sej. 

Sey  X  der  untere  Halbmesser,  y  die  Hdhe,  so  ist  jnx  der  obere  und  also  die 
Oberfläche  

a  =  x*ÄH-mVÄ+i(2irx+2mÄx)J/y-J:(x2:ttx)S 
a  =  ii[(l  +  m»)x»+(H-m)x  Vy«+(m-f)»x»]. 

Der  Inhalt  ist  J;ry(x'+mx'+m'x')=J;ryx'(l+m+m'),  und  diese  Grösse 

ist  ein  Maximum,  wenn  yx'  es  ist.     Also. hat  man  die  Difl^erentialquotienten  Ton 

yx«+kii  [(l+n,»)x«+(l+m)x  Vy«+(l-fn)V-~-] 

nach  X  und  y  Null  zu  setzen.     Daraus 

•     2xy+2k,*(l+m»)x+k5r(l  +  m)VFfTrr-„0^+!E^^^ 

Vy  +(1— m)  X 

^,         kit(l+ni)xy     ^^ 

Vy'+Xi~°>)»x» 

Hieraus  folfft  k«  = — 77^-^^ — r — ^ • 

und  wenn  man  dies  in  die  erste  Gleichung  einsetzt : 

'  2(l+n")x      Vy»+(l-m)»x»      y»+(l~m>»x»      x'Q-b»)'      ^    ,, 
^  y .—  — ; — j .  ■ —  — — — —  ^  O ,  d.  o. 

l+m       y^  y  y 

2tl+»)y'-2(l-|-m«)i  Vy»+(l-m>'x»-  lj'+(l-w)'«'j(l-hp)-»*(l— i»>^(l-hp)=  « 
(l+m)I>'— 2(l-iii)»iT-2(l+m')xVy'+(l-n>)'x*^0. 

oder  wenn  man  durch  x'  dividirt  und  I  —  I  =z  setat: 

(l-fm)[£-2a-m)']=2(l+m')V«-|-(l-m)'. 
worwu  durch  Quadrimng : 

(l-J-m)» [.'-4(1  - ii,)%+4(l -m)']  =  4(lri-m«)'[«+(l  - »)^. 

z  -4|(l-m)  +^^-jj^|.  =  — (,+„).      

,        (1+m*)        16(1— iii)*in» 
"       *(l+ii.)''-        (l+m)»      • 

=  ^jip^  [l  +  n»*±  Vn>'(l-in')'+ (l+m«)«  J 


Beitpiale  ittr  die  BeetiqiimiDg  des  Maximams  oder  Minimiuns.  ]  ]9 

Da  z  ==  -31  S^padip  lieh  hieraus  — -,  also  y  in  x  ausgedrückt,  und  dann  ergibt 

ih  auider  Gleichung  >= ff  [(l+m»)x^+(I+m)x  Vy*+(1  --in)'x'  selbstx. 
i  Vm^O  — m^+(l4"^*)*^lH""'*»  *o  ir>l*  ^"J^  ^  obere  Zeichen;  ist  also 


ist 


1+m    T     L      _ 


fiEi-rni'+a+iii)  Vi'+(i-«)^' '  ~ 

Für  m=:l  folgt  hieraus  ^==2,  7=2x1  x=\/~^  (vergl.  §.  26.  XI).  Für 
:=0   hat  man  einen.  Tollständigen  Kegel  und  es  ist  A.=2V2,    7  =  2-1/ 2.x, 

V  «(1+8)  "2  V    Ä- 

VL  Eine  Zisterne  soll  eine  bestimmte  Menge  Wasser  aufnehmen  können  und 
der  Form  eines  rechtwinklichen  Parallelepipeds  hergestellt  werden  so ,  dass  die 
MVe  Verkleidung  möglichst  klein  ausfalle. 

Also  ist ,  wenn  x,  7,  z  die  drei  an  einander  stossende  Kanten  sind ; 

xys  — a  =  0,  xy+2xf +27»= Minimum. 
J)araa8  wie  frflher: 

y+2z+kyi  =  a,  x+2f+kxs=s0,  2x+2y+kxy  =  0,  xys  =  a. 

Man  zieht  hieraus 

y-x.+ks(y-x)  =  0.  (y-x)  (l  +  ks)  =  0, 

1 
i0  7=xoder  l+kz=0;  im  letzteren  Falle  k=——,  7-)-2z— 7=0, 2z=0, 

!•  unmOglieh  isti;  also  7=:x,  dann 

x+kx»  =  0,k  =  -~,  x+2f— 48  =  0,  f=~x;|-  =  a.  r=V2a.  y  =  1/2a, 

s=  ~|/2a. 


Allgemeine  Annierkmis« 

§.  34. 

Im  Yorsteheoden  haben  wir  die  nichtigsten  Lehren  der  Differentialrech- 
ng  auseinander  gesetzt,  so  wie  die  hauptsächlichsten  analytischen  Än- 
ndungen  derselben  angegeben.  Wir  haben  dabei  die  Betrachtung  der 
ränzwerthe  als  das  Fundament  des  Ganzen  angesehen ,  dabei  jedoch  auch 
shrfach  auf  die  Bedeutung  unendlich  kleiner  Grössen  hingewiesen.  In  letz- 
rer  Beziehung  wollen  wir  nun  noch  einer  kleinen  Abkürzung  gedepken,  die 
m  aich  sehr  oft  erlauben  kami ,  wodurch  dann  die  Rechnung  sehr  erleich- 
rt  und  verebfacht  wird. 

Ist  e  eine  unendlich  kleine  Grösse  (§.3),  so  ist  €^  als  das  Produkt  der 
'ei  unendlich  kleinen  Grössen  e  und  e ,  begreiflich  selbst  unendlich  klein, 

dem  aber  auch  unendlich  klein  im  Verhältniss  zu  e,  denn  der  Quotient  — 
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ist  =£,  also  unendlich  klein,  und  ein  Bruch  ist  nur  imeiidlicli  klein,  wenn 
sein  Zähler  unendlich  klein  ist  im  Verhältniss.  zu  seinem  Nanner  Oder  letzte- 
rer unendlich  gross  im  Verhältniss  zu  ersterem.  Eben  so  ist  e*  anendlich 
klein  im  Verhältniss  zu  e'  n.  s.  w.     Sind  überhaupt  a,/},)f, ....  nneiidlicb 

kleine  Grössen  derselben  Art,  d.  h.  so  dass  die  Quotienten  -^,  ^«  ....  end- 

lieh  sind,  so  sind  a^  /}^  . ..,  aß,  ay,. ..  unendlich  klein  selbst  im  Verhält- 
niss zu  a,  /?,/,... .  Diese  Betrachtongen  haben  nun  auf  die  Unterscheidung 
der  unendlich  kleinen  Grössen  in  yerschiedene  Ordnungen,  geffihrt.  So 
iät,  wenn  e  unendlich  klein  der  ersten  Ordnung:  «'  unendlich  klein  üer  zwei- 
ten, e^  der  dritten  u.  s.w.    Allgemein  ist  j»  eine  unendlich  kleine  Grösse  der 

n**"  Ordnang  in  Bezug  auf  e ,  wenn  der  Quotient  ~^  unendlich  klein  ist  f&r. 

m<n,  dagegen  aber  unendlich  gross  fiir  m>n;  f&r  m  =  n  wird  er  endlich 
und  bestimmt  seyn. 

Dies  vorausgesetzt,  wird  man  nun  die  oben  berührte  Abkürzung  so  aos- 
sprechen  könden,  dass  man  sagt,  man  dürfe  in  der  Rechnung  die  un- 
endlich kleinen  Grössen  höherer  Ordnung  neben  dienen  niederer 
Ordnung  vernachlässigen.  Der  so  eben  ausgesprochene  Satz  ist 
allerdings  nichts  Anderes ,  als  die  Methode  der  Gränzen  in  kürzere  Form 
gebracht ,  er  erfordert  aber  (wie  freilich  Alles)  gehörige  Aufmerksamkeit, 
und  wird  auch  nur  dann  erst  zur  vollen  Klarheit  kommen,  wenn  man  die 
Fundamental-Anschauungen  der  Gränzmethode  nie  aus  den  Augen  verliert. 
Wir  wollen  an  einigen  Beispielen  zeigen,  in  welcher  Weise  er  angewendet 
werden  kann. 

J.  Gesetzt  ein  Körper  bewege  sich  geradlinig  aber  ungleichförmig  (§.  13. 
Fiff.  13.  IX)  und  sey  in  der  Zeit  t  nach  M  gelängt  (Fig.  15),  so 

j  M~y  dass  V  seine  Geschwindigkeit  in  diesem  Funkte ,  und  x 

der  bereits  ;?urückgelegte  Weg  AM  sey.  Sicher  ist  nunx  =  f(t),  da  der 
Weg  X  sich  ändert  mit  der  Zeit,  und  schliesslich  bloss  von  ihr  abhängt,  da 
die  wirksame  Kraft  gleichfalls  als  Funktion  der  Zeit  angesehen  werden  muss. 
Sey  nun  r  eine  unendlich  kleine  Zeit,  die  aut^  t  folgt,  so  wird  man  das  Recht 
haben  anzunehmen ,  die  Geschwindi^eit  v  bleibe  in  dieser  Zeit  r  unverän- 
dert dieselbe,  so  dass  also,  wenn  in  der  Zeit  i  der  Weg  MN  zurüjckgelegt 
wird,  der  natürlich  auch  unendlich  klein  ist,  MN  =;vir  seyn  wird.  Nun  ist 
aber  AM  =  /(t) ,  also  AN  =  f (t  +  z) ,  mithin 

.MN  =  f(t+f)-f(t)=tr(t)+j^r(t+es)  (8.i6), 

so  dassdiese  Grösse  =  vr  ist.  Aber  v  ist  unendlich  klein,  also*!"'  eine  un- 
endlich kleine  Grösse  zweiter  Ordnung  im  Verhältniss  zu  r,  so  dass  man  das 

Gh'ed  2"  r'(t-j-©r)  sogleich  gegen  das  erste  weglassen  kann,  und  also  hat 
Man  sieht  leicht,  dass  dieses  Weglassen  vollkommen  gerechtfertigt  ist, 
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and  eben  so,  in  wie  veü  die  so  eben  gegebene  Ableitung  und  die  in  §.13«  IX 
verwandt  sind. 

II.  Als*  weiteres  Beispiel  wollen  wir  die  Gleichung  der  Wärmebewegung 
in  einem  dtnnen  Stabe  aufstellen. 

Die  Grondannahmen ,  di^  wir  dabei  machen ,  sind  die  folgenden ;  Be- 
zeichnen wir  mit  k  die  Wärmemenge,  welche  in  der  Zeit  l  durch  einen  Quer- 
schnitt, dessen  Fläche  =1,  strömt,  wenn  die  Länge  des  Stabes  =  1 ,  und 
der  sich  gleich  bleibende  Temperaturontenffhied  seiner  Enden  .=  1  ist,  so 
nehmen  wir  an ,  dass  in  der  Zeit  t  dorch  d«n  Querschnitt  w ,  wenn  die  Stab- 
länge L  und  der  sich  gleich  bleibende  TenqpeFatnrunterschied  seiner  Enden  u 

ist,  die  Wärmemenge  -^^  ströme,  welche  Annahme  desto  richtiger  ist,  je 

kleiner  a>,  L,  t,  u  sind.  Man  kann  sich  hievon  in  folgender  Weise  überzeugen. 
Dass  wenn  Zeit,  St^länge,  Temperaturunterschied  der  Enden  des  Stabs 
und  Querschnitt  desselben  sämmtlich  =  1  sind,  durch  jeden. Querschnitt  des 
Stabes  dieselbe  Wärmemenge  fliesse,  ist  wohl  klar,  da  ja  die  Enden  immer 
denselben  Temperaturunterschied  haben ,  also  auch  immer  dieselbe  Wärme- 
menge durch  den  Stab  geht;  in  der  Zeit  t  fliesst  also  kt  durch  den  Quer- 
schnitt 1,  k(»t  durch  den  Querschnitt  co,  und  kwtu  durch  denselben,  wenn 
u  ^er  Temperaturunterschied  ist ;  zum  Mindesten  ist  die  Annahme  die  ein^ 
fachste,  es  sey  die  durchströmende  Wärmemenge  dem  Temperaturunter- 
schiede proportional.  Bis  jetzt  war  die  Stablänge  =  J ;  da  durch  jeden 
Querschnitt  immer  dieselbe  Wärmemenge  strömt,  so  wird  die  Temperatur 
im  Stabe  proportional  mit  der  Länge  abnehmen,  also  in  der  Mitte  nur  halb  so 
viel  vom  Anfangs  verschieden  seyn,  als  am  Ende.  Würde  daher  der  Stab 
auf  die  H|lfte  reduzirt,  und  es  sollte  noch  dieselbe  Temperaturdifierenz  herr- 
schen, so  müsste  die  durchströmende  Wärmemenge  das  Doppelte  seyn,  also 
überhaupt  umgekehrt  proportional  der  Länge. 

Sey  also  (siehe  Fig.  16)  r  die  Temperatur  zur  Zeit  t  in  dem  Querschnitt 
bei  M,  AM  =  x,  der  Querschnitt  des  Stabes  bei  M  gleich  co,  MN  =  $  un- 
endlich klein,  r  eine  unendlich  kleine  Zeit,  c  die  spezi6sche  Wärme  des  Stabes, 
d.h.  die  Wärmemenge,  welche  nöthig  ist,  die  Gewichtseinheit  vom  Material 
der  Stabes  um  1  ®  der  Temperatur  zu  erhöhen ,  q  das  spezifische  Gewicht 
des  Körpers,  und  die  Wärmemenge  1  gleicli  der  Wärmemenge,  welche  die 
Gewichtseinheit  Wasser  um  1  ®  in  ihrer  Temperatur  erhöht.  Das  Gewicht 
des  Körperstückchens  MN  ist  w^g,  und  da  i;  eine  Funktion  von  x  und  t  ist, 

so  wird  nach  der  Zeit  t-j-r  die  Temperatur  in  M  seyn  (§.15):  «t»-|-g^  "^ 

+  1^«^'+-..,  so  dass  sie  um^r-hi^T^-f ...  zugenommen  hat.     In 

der  ganzen  Ausdehnung  von  MN  kann  man  zu  einer  bestimmten  Zeit  die 
Temperatur  als  dieselbe  ansehen,  so  dass  also  in  dem  Gewichte  <oig  die 

Temperatur  in  der  Zeit  t  um  r-ir-|-.. .  zugenomnien  hat,  wozu  die  Wärme- 
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menge  cm^Q  ( -^''+  •  •  •  j  nöthig  war.  Ist  nun  zur  Zeit  t  die  Tempei^tur  in 
M  gleich  i;,  60  ist  sie  zu  derselben  Zeit  in  Nrr-j-g— iH-ig~i4M"-"»sö  dass 

und  mithin  in  der  Zeit  v  durch  MN  (von  M  gegen  N)  eine.  Wärmemenge 
strömen  wird ,  ausgedrückt  durch 

{ --'••l.n+'«?'+  -J- 

welches  also  die  Wärmemenge  ist,  die  in  der  Zeit  t  durch  den  Querschnitt 
M  geflossen  ist.  Diese  Grösse  ist  natürlich  eine  Funktion  von  x;  so  dass 
ipan  die  Wärmemenge ,  welche  in  derselben  Zeit  durch  den  Querschnitt  in  K 
strömt,  finden  wird,  wenn  man  hier  x  in  x-j-$  übergehen  lä88t.  Dadurch 
wird  dieselbe 

mithin  strömt  durch  N  weniger  als  durch  M  die  Menge: 

"Ä[-fö+  )]+<"ff.[-fö+  )]+  ="i^0-r3+' 

wo  P<len  Faktor  $'r  enthält  Diese  Wärmemenge  bleibt  in  dem  Körper- 
stückchen MN  zurück.  Ist  nun  y  diejenige  Wärmemenge,  welche  in  der  Zeit 
l  durch,  die  Flächeneinheit  bei  einer  Temperaturdifferenz  1  ausstrahlt,  so 
wird  MN  in  der  Zeit  t  durch  Ausstrahlung  verlieren  w$r)ft;^  wenn  w  der 
Umfang  des  Schnittes  in  M  ist,  und  das  umgebende  Mittel  die  Temperatur 
0®  besitzt.     Also  bleibt  schliesslich  noch  in  MN  zurück  die  Wärmemenge : 

Diese  nun  ist  es ,  welche  die  Temperaturerhöhung  in  MN ,  von  der  wir 
früher  gesprochen,  hervorbringt,  und  da  hiezu  die  Wärmemenge  cm^Qt 

I  T-+  *  •  •  )  nöthig  war,  so  müssen  diese  und  jene  gleich  seyn,  so  dass 
d.h.  wenn  man  beiderseitig  durch  ^r  dividiit: 

P  8  v 

Nun  enthält  t-  den  Faktor  J  noch,  femer  die  nach  r-fconmiendenGlie- 

der  den  Faktor  r;  da  £  und  v  unendlich  klein,  so  fallen  also  diese  Glieder,  als 

unendlich  klein,  weg  und  man  hat  einfach 

8  r.    8v"v  8»  ^ 

Gewöhnlich  sind  k  und  m  für  den  ganzen  Stab  konstant,  und  man  hat 

.  .     8»v  81»    8t>       k   8*v       wy  *    _. 

dann  ^-er«-"^*'^'"^^' ^1  =  ^^  87*-^/'  ^^  ^ 

welches  die  gesuchte  Gleichung  ist.     Es  ist  wohl  nicht  schwer,  einzusehen, 
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wie  man  das  hier  Angegebene  .in  anderer  Form  hätte  aassprechen  können, 
um  es  mit  den  immerhin  zu  Grunde  Hegenden  Gränzbegriffen  auch  der  äusse- 
ren Form  nach  in  Einklang  zu  bringen. 

III.     Wir  wollen  uns  nun  irgend  binen  Körper  und  im  Innern  desselben 
einen  Punkt  M  denken,  der  jedenfalls  von  der  Oberfläche  i^,ie. 

weit  gentig  entfernt  sey,  um  nicht  nach  Ansäen  Wärme        ^  .  ^' 


^, 


4> 


strahlen  zu  können.  Am  Schhisse  der  Zeit  t  sey  i;  die 
Temperator  des  Punktes  M ,  dessen  rechtwinkliche  Koor- 
dinaten X,  y,  z  seyen.  Denken  wir  uns  durch  M  ein  recht- 
winkliches  Parallelepiped  MK\  gelegt,  dessen  Kanten 
MM'  =  ^x,  Mls=Äfz^  MMt=^y  parallel  mit  den  Koordinatenaxen  und 
nnendlicb  klein  seyen ;  sey  q  das  spezifische  Gewicht  des  Körpers ,  c  seine 
spezifische  Wärme  in  dem  betreffenden  Punkte  und  bei  der  Temperatur  t;,  so 
wird  die  Temperaturerhöhung  in  dem  Elemente  JxJyJz,  fn  der  (unendlich 

kleinen)  Zeit  Jt  betragen:  ~-^t+P,  wo  P  den  Faktor  ^t*^ enthält;  dazu 

ist  die  Wärmemenge  CQjxJyJz  T^^ft+P  )  nöthig,  wobei  wir  voraussetzen, 

dass  die  Temperatur  in  dem  elementaren  Körperchen  JxJyJz  für  dieselbe 
Zeit  überall  dieselbe  sey,  welche  Voraussetzung  nur  wahr  ist,  in  se  ferne 
eben  IfK^i  unendlich  klein  ist.  Diese  Wännemenge  ist  nun  gleich  der  durch 
Zofloss  von  dem  übrigen  Körper  erhaltenen  Wärme,  oder  gleich  der,  die  in 
das  Element  geflossen,  minus  der,  die  wieder  abfloss.  Sey  also  wieder  k  die 
innere  Leitungsfahigkeit,  so  wird  durch  die  auf  der  Axe  der  x  8enkr^chte 
Fläche  MNM^Ki,  welche  die  Temperatur  r  hat,  in  der  Zeit  ^t  die  Wärme- 
menge — k^y^z^tr~+R  j  geflossen  seyn,  wo  R  den  Faktor //x  enthält, 

indem  nian  diese  unendlich  kleine  Fläche,  deren  Inhalt  ^y^z  ist,  als  zu  einem 
Stabe  von  der  Länge  Jx  gehörend  ansehen  kann.     Durch  die  Fläche  M'M'^ 

N'^^  fliesst  demnach  ab :  —  ^y^z^t|kg^+kR+~(k|^-f  kR)jx+...|. 

da  sie  aus  der  «vorigen  hervorgeht,  wenn  man  blos  statt  x  setzt  x-|-^x. 
Daraus  folgt,  dass  von  dem  mit  der  Axe  der  x  parallelen  Strome  Wanne  im 
Elemente  bleibt: 

-kJy2f../t[J^+R]+JyJz2ftjk5^+kR+^(k^+kR)4i  +  ....j 


8 


OÖ 


ox 


wo  R'  den  Faktor  Jx  enthält.     Ganz  eben  so  bleibt  von  dem  mit  der  Axe 
der  y  parallelen  Strome  (Flächen  MNM'N'  undMiNtM'tN'i):  JxJyJzJi 

^f  kg-^j4-^x^y^z^tS',  woS'  den  Faktor  Jy  enthält,  und  von  dem  mit 

der  Ate  der  z  parallelen  (Flächen  MM'M^M'j  undNN'NtN't)r//x.yy-/z</t 

^^^^JxJyJzJiV,  wo  T'  den  Faktor  Jz  enthält.    Pemnach  ist 
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+R'  +  S'+T'1, 

P 

Dividirt  njan  beidergeitig  mit  JxJ^^JzJt^  beachtet  sodanD,  dass  -jt  des 
unendlich  kleben  Faktor  //t,  R^  den  J%,  S^  den  //y,  T  den  Ji  erhält^  80  ist: 

Ist  k  im  ganzen  Körper  konstant,  so  ergibt  sich: 

^^rt=^L8T»+87+w      ^^-^    • 

IV.  Wir  wollen  annehmen,  derKOrper  bestehe  aas  konzentrischen  Kugelschicfa- 
ten  derart,  dass  in  jeder  Schichte  die  Beschaffenheit  desselben  überaH.  dieselbe  sej, 
sich  aber  von  Schichte  zu  Schichte  ändern  kOnne ;  ferner  wollen  wir  annehmen ,  es 
sej  ursprünglich  die  Temperatur  in  allen  Punkten,  die  gleich  weit  Yom  Mittelpunkte 
abstehen,  dieselbe  gewesen,  so  wird  sie  es  auch  später  bleiben  und  also  v  nur  tod 
r,  d.  h.  der  Entfernung  vom  Mittelpunkte,  abhängen.  Die  Grössen  k,  c«  ^  werden 
sich  von  Schichte  zu  Schichte  ändern,  in  derselben  Schichte  wollen  wir  k  als  kon- 
stant  Toraussetzeh.     Alsdann  ist  (§.  29  Nr.  3) : 

''et       r      8r»  ^    ' 

V.  Besteht  ein  KOrper  in  ähnlicher  Weise  aus  zylindrischen  Schichten  und  be- 
ziehen wir  die  Koordinaten  eines  Punktes  auf  ein  Koordinatensystem ,  das  wir  das 
zylindrische  nennen  können  und  das  durch  die  Formeln 

x  =  rco8o>,  7  =  r8in«,  z^z 
ausgesprochen  ist,  wo  r  die  Entfernung  des  Punktes  von  der  gemeinsehafHichen  Zy- 
linderaze  bezeichnet ,  o)  den  Winkel,  den  r  mit  der  Axe  der  x  macht,  so  ist  (§.  29 

^'•^^•*    •  8T*+8?=8V"^Trr' 

wenn  wir  wieder  voraussetzen,  es  sey  v  von  a>  unabhängig.     Also  ist  jetzt: 

wo  wir  c,  (>,  k  innerhalb  derselben  Schichte  als  konstant  yoraussetzen.  Ist  zugleich 
V  Ton  z  unabhängig,  d.  h.  setzen  wir  Toraus ,  es  sey  zu  einer  bestimmten  Zeit  in  glei- 
cher Entfernung  von  der  Axe  auch  dieselbe  Temperatur ,  so  Ist 

öi;     ,  r8*u  ,    1   8v-|  ^-,. 

VI.  (Bedingung  wegen  der  Gränzen.)  Angenommen,  der  Körper 
befinde  sich  in  einem  Räume,  der  beständig  dieselbe  Temperatur  $  habe.  Sey 
weiter  u  die  Temperatur  an  der  Oberfläche  des  Körpers,  mit  der  er  jenen 
Raum  berührt,  «  ein  (unendlich  kleine)  Element  derselben,  k  der  Koeffi- 
zient der  innern  Leitungsfahigkeit,  y  der  der  An88trahlnngsfahigkeit(Nr.n). 

Die  Wärmemenge,  welche  im  Zeitelemente  J  t  durch  m  strömt,  ist — k  -g^  c*  ^  t, 

wo  n  dieJ>^ormale  an  die  Oberfläche  in  dem  betreffenden  Punkte  bedeutet 
(was  ganz  wie  in  Nr.  IL  bewiesen  wird);  die  Wärmemenge^  dio  durch  das- 
selbe Element  ausstrahlt,  ist/(u — lf)mJty  sodass,  indem  diese  Mengen 
gleich  seyn  werdeu : 
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Die  Nonnale  ist  dabei  nach  dem  äusseren  Theile  des  Kdq)ers  gerichtet. 

Wir  wollen  uns  nun  durcb  denselben  Anfangspunkt  der  Koordinaten,  auf 
den  sich  die  Koordinaten  x,7,z  beziehen,  drei  neue  senkrechte  Axan  denken, 
die  wir  mit  L|  M,  N  bezeichnen  wollen,  und  wovon  die  N  parallel  sey  mit  der 
so  eben  bezeichneten  Normale.  Seyen  A,  A^  H*  die  cosinus  der  Winkel ,  die 
L  mit  den  Axen  der  x,y,z  macht;  /ii,f*',/ii"  dieselben  Grössen  für  M;  i,y,i" 
f&r  N ;  femer  1,  m,  n  die  Koordinaten  eines  Punktes  (x,  y,  z)  fttr  die  neuen 
Axen,  so  ist  (§-'29,  Nr.4):       . 

und  n  hat  dieselbe  Bedeutung ,  die  ihm  in  r-  zukommt.     DeQinach  (§.  29)  : 

8n""8xen"^8y  8n"^8E  8n"    ex"^    87"*"      8z' 

80  dass  für  alle  Punkte  der  Oberfläche : 

seyn  mnssi^  wo  also  i,S\S'^  die  cosinus  der  Winkel  sind,  welche  die  nach 
Aussen  gerichtete  Normale  mit  den  Axen  der  x,  y,  z  macht. 

Für  den  Fall  einer  ebenen  Oberfläche,,  die  parallel  ist  mit  der  Axe  der  x,  ist 
«^=«"=0  und  d=±l,  80  dass 

±k~-hr(«-0  =  0,  (a) 

wo  die  Zeichen  +  gelten ,  je  nachdem  die  nach  Ansäen  gerichtete  Normale  mit  der 
poritiren  Axe  der  x  den  Winkel  0  oder  180®  macht. 

Ist  die  betreifende  Oberfläche  die  einer  Kugel  Tom  Halbmesser  r  und  ist  der 

X  ▼  s 

Mittelpunkt  Anfimgspunkt,  so  ist  d=±— ,^=±  — ,  d"=±—,  wo  das  obere  oder 

untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  die  Normale  dem  Mittelpunkt  ab-  oder  zugewendet 
ist.     Also  ist 

^eaawA  +k^+y(u-e  =  0.  (b) 

wo  für  r  der  äalbmesser  der  begränzenden  Oberfläche  zu  setzen  ist. 

Ffir  den  Fall  eines  Zylinders,  bei  dem  der  Mittelpunkt  der  Grundfläche  Anfangs- 

pnnkt,  die  Zylinderaxe  Axe  der  z  ist,  hat  man  d"=0,  d=± — ,  d'  =  ±  — ,  wo  r 
der  Abstand  des  Punktes  Ton  der  Zylinderaxe  ist,  so  dass* 

•H+-l7+-S-:=±(fH+l5|)=*r,'<''-+''' 

nndalso  ±k~+7(u  — ö  =  0.  (c) 

Vn.  (Bedingung  bei  Berührung.)  Steht  ein  Körper  in  Berührung 
mit  einem  andern,  so  wird  die  durch  ein  Element  des  einen  Körpers  fliessende 
Wärmemenge  oflTenbar  gleich  der  seyn,  die  durch  das  mitjenemm  Berührung 
stehende  Element  des  anderen  Körpers  fliesst    Sind  also  u,  u'  die  Tempera- 


*). 
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turen  der  Elemente;  k,  k^  die  Koeffizienten  der  inneren  Leitangsfahigkeit  für 

beide  Körper,  so  sind  diese  Mengen:  — kg^co^t,  — k'-j-co^t,  wo  n  sicli 

aaf  die  Normale,  die  beiden  Elementen  gemeinschaftlich  ist,  bezieht.    Dem- 
nach ist 

WO  nmi  die  Normale  beliebig  gerichtet  seyn  kann.  Es  versteht  sich  wohl 
von  selbst,  dass  wenn  die  berührenden' Körper  anfanglich  sehr  ungleich  er- 
wärmt waren,  diese  Gleichung  fUr  den  Anfang  keine  Geltung  hat,  und  erst 
dann  richtig  ist ,  wenn  die  Temperaturungleichheiten  sich  einigermassen  aus- 
geglichen haben ,  was  jedoch  ziemlich  rasch  geschieht. 
Für  berfihrende  KugeUchichten  hat  man 

6  r  6r  ' 

fUr  berührende  Zylindersohichten  dieselbe  Gleichung ;   für  ebene  Schichten ,  die  auf 
der  Axe  der  x  senkrechten  stehen  : 

öx-'' ex- 
Ist  nun  femer  k  der  Koeffizient  fiir  den  Uebergang  der  Wärme  aus  dem 
ersten  Körper  in  den  zweiten,  so  ist  Jl(ur— uOod'^t  die  Wärmemenge,  die  in 
den  zweiten  Körper  durch  das  Element  tt  eindringt;  dieselbe  muss  aber  gleich 

8u 

der  aus  dem  ersten  Körper  apsstrOmenden ,  d.  h.  gleich  — kg-  ia  Ji  seyn, 
so  dass  also  neben  obiger  Gleichung  noch  die  Beziehung 


8u 
k3-  =  X(.'-«) 


bestehen  muss. 


\ 


Zweites  Buch. 
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j 


.4 


f. 


Achter  Abschnitt 

DaB  uBbestimmte  Integral 

§.35; 

Die  iDtegralrechnuig  ist  das  Umgekehrte  der  Differentialrechmiiig,  und 
stellt  sich  somit  zur  Aufgabe,  aus  dem  bekannten  Differentialqtiotienten  einer 

Grösse  letztere  selbst  zu  ermitteln.     Ist  also  r-^  =  f  (x) ,  und  f  (x)  bekannt, 

so  lehrt  die  Integrafareehnung  die  Grösse  y  zu  bestimmen,  was  sie  durch  das 

Zeichen  y=yf(x)dx  darstellt,  und  dasselbe  liest:  y  ist  das  Integral 

▼on  f(f^  naob  z.    Das  angehängte  dx  ist  also  abermals  (§.  3)  ein  blosses 
Zoielw^i  da»  anzeigt,  es  sey  x  die  unabhängig  Veränderliehd,  nach  der 

int^grirt  wird.    Eben  so  ist  /f(u)  du  das  Integral  vonf(u)  nachu  u.s.w. 

Aus  dieMD  Erklärungen  folgt  ganz  unmittelbar,  das& 

Denn  /f(x)dx  ist  diejenige  Grösse,  deren  Differentialquotient  f(x)  ist,  so 

dass  also  die  erste  Gleichung  nichts  Anderes  ist ,  als  der  Ausdruck  dieser 

Erklärung;    i^^dx  oder  /p(x)9x  sagt,  man  solle  diejenige  Grösse  su- 

eben,  deren  Diflferentialquotient  P(x)  sey;  diese  ist  aber  gewiss  f(x),  so  dass 
(üe  zweite  (oder  dritte)  .Gleichung  eben  so  richtig  ist. 

Ehe  wir  nun  weiter  gehen,  haben  wir  uns  die  Frage  zu  stellen,  ob  das 

Zeichen  /f(x)dx  ein- oder  vieldeutig  sey,  d.h.  ob  es  nur  eine  einzige  Funk- 
tion von  X  gebe,  deren  Differentialquotient  gleich  f(x)  ist,  oder  mehrere. 
Gesetzt  es  sey  F'(x)  =  f(x),  "so  ist  sicher  /f(x)9x  =  F(x),  und  wenn  es 
Hoch  eine  andere  Funktion  von  x  geben  würde,  die  ebenfalls  7f(x)9xwäre, 

^  könnte  man  sie  gewiss  durch  F(x)4-9>(z)  vorstellen,  wo  9)  (x)  der  Unter- 
^hied  von  F(x)  und  jener  andern  Funktion  wäre.     Ist  nun 

yf(x)8x  =  F(i)-+:9(i). 
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80  ist  nothweudig  f(x)  =  F'(x)  +  9)'(x),  d.  h.  da,  schon  f(x)  =  F'(x),  so  ist 

öx    ~"- 

Demnach  ist  ^^(x)  unabhängig  von  x,  d.h.  eiti6.j(&eilich  ganz)  willkür- 
liche Konstante  ($.  4).    Daraus  nun  folgt,  dass  wena  flun  eine  Funktion  «n 

x:  F(x)  kennt,  fiir  welche  — -^  =  f(x),  man  allgemein  haben  wird: 

ox 


/' 


f(x)8x  =  F(x)+C. 

WO  C  eine  willkürliche  Konstante  bedeutet.  \Va«  nun  diese  Grosse  anbe- 
langt, so  wird  sie,  eben  weil  sie  von  x  nicht  abhängt,  auch  nicht  mit  x  sich 
ändern,  und  wenn  sie  ja  sich  ändern  sollte,  so  kann  dies  nur  dadurch  ge- 
schehen, dass  sie  plötzlich  einen  andern  bestimmten  Werth  annimmt,  den  sie 
dann  wieder  unverändert  beibehält.  (Eine  stetige  Aenderung  von  C  mit  x^ 
d.  h.  eine  Aenderung  um  unendlich  kleine  Grössen  widerstreitet  ja  eben  äti^^ 
Annahme,  dass  C  unabhängig  ist  von  x.)   Da  die  Rechnung  es  vorzugsweise 

nur  mit  stetigen  Funktionen  zu  thun  hat,  so  werden  wir  /f  (x)  3x  so  lange 

als  stetig  ansehen  müssen,  so  lange  f(x)r endlich  bleibt,  was  sich  auch  nach 

§.  1  von  selbst  versteht,  da  ja  dann  der  Differentialquotient  von  /  f  (x)  .9  x 

endlich  ist.     So  lange  also  f(x)  endlich  ist,  wird  /f(x)9x,  d.  h.  F(x)+C 

sich  nur  um  unendlich  wenig  ändern,  wenn  x  sich  um  unendlich  wenig  Ändert, 
und  da  dies  bei  F(x),  als  einer  stetigen  Funktion,  der  Fall  seyn  wird,  so 
folgt  daraus,  dass  auch  eben  so  lange  C  denselben  unveränderten  Werth 
beibehält,  da  diese  Grösse  sich  plötzlich  um  eine  bestimmte  endliche  Grösse 
ändern  würde,  so  dass  F(x)-t-C  sich  alsdann  nicht  um  unendlich  wenig  mit 

X  änderte.  Hat  man  z.  B.  das  Integral  /tg  x  dx,  so  ist  dasselbe  zunächst 
=; — l(cosx),  da     V^    =  —  tgx  (§.5),  also  allgemein 


8x 

/tgx8x  =  — 1(C08X)+C. 

Was  nun  hier  C  anbelangt,  so  wird  diese  Grösse  immer  denselben  Werth 
haben ',  wenn  x  zwischen  den  Gräpzen  —  -r-  und  +  ~  Hegt;  ist  aber  x  > y, 

so  kann  ganz  wohl  C  einen  andern  Werth  haben,  als  wenn  x  < -^-j  da  für 

"ff  1t  3)K 

x  =  y  ja  tgx  unendlich,  also  unstetig  wird;  zwischen  -^  und  -^  wird  frei- 
lich wieder  immer  C  denselben  Werth  haben  u.  s.w. 

^  Man  muss  hierauf  wohl  achten ,  da  man  sich  sonst  in  Schwierigkeiten 
verwickelt,  die  es  nur  dadurch  werden,  dass  man  nicht  in  den  ersten Grood- 
sätzen  vollkommen  klar  geworden  ist» 

Was  die  Bestimmung  der  willkürlichen  Konstanten  in  bestimmten  Fällen 
betrifft,  so  ist  sie  immer  sehr  einfach.     Weiss  man  nämlich,  dass 


»    -1^, 

» 
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|fW8x=F(x)+C, 

und  dass  Rir  x=:a  die  Grösse  /f(x)3x=A  seyn  müsse,  so  ist 

A=3F(a)+C,  C  =  A— F(a). 

Die  Richtigkeit  einer  Gleichang  /y9x  =  z  +  C  wird  natQrlich  immer 

dadurch  bewiesen,  dass  man  zeigt,  es  sey  —  =  y,  und  es  gibt  anch  keinen 

andern  Grund,  dafür.     Die  Zufugung  des  Zeichen^  C  ist  auch  nur  in  sofeme 
nothwendig,  als  man  das  Integral  ausgeroittelt  hat;  so  lange  man  nur  das 

Zeichen  /ydx  anwendet,  versteht  es  sich  von  selbst,  dass  die  willkürliche 

'   Xonstante  zuzufügen  ist.     So  ist  in   /tgxdx  erst  dann  C  zuzufügen,  wenn 
man  — I(cosx)  dafür  schreiben  will. 

OTT  /• 

Dass  femer  aus  g-  =  v folgt  11.=  / v9u  ist  natürlich,  und  die  schliess- 
lich zuzufügende  Konstante  ist  unabhängig  von  u.  —  Aus  §.  4  lassen  sich 
leicht  die  folgende  Sätze  beweisen : 

/af(x)8x  =  a/f(i)8x,y  rf(i)±9(x)±..j8i  =  /n^^  (39) 

wenn  a  eine  Konstante  ist.  Denn  es  ist  etwa  -^  [a /f(x)9x  ]  =ar- /  f(x)9x 

=  af(x),   woraus  sofort  folgt  a /f(x)9x= /af(x)9x.     Die  \rillkilrliche 

Konstante  ist  bei  wirklicher  Bestimmung  dann  noch  zuzufügen. 

Aus  der  Zusammenstellung  (10)  in  §.  5  ergibt  sich  nun  hier  die  folgende: 

/siDx8x  =  — cosx-f-C,  /co8x8x  =  8inx+C,  / — j-8x  =  tgx  +  C,   w^q) 

da  man  durch  Differentiation  d^r  zweiten  Seiten  jeweils  wieder  die  unter 
dem  Zeichen  /stehende  Grösse  erhält.     (Wir  bemerken  hiebe! ,  dass  man 

statt/ — --8x,  7— ; — r8x,  U.S.  w.  gewöhnlich  schreibt /v-4- >  /rr^»*-- Y 
Als  spezielle  JP&lle  daraus  hat  man  etwa : 

/..(=/,..=/,...)=.+c./.».=^+c,/ll.-J.+c, 
/^...=^/-?+o.y2i=-i5."+c./(...+l>=5|-*-^c. 


tt.  1.  w.  9 


132  Integratton  durch  Theile  und  dorefa  Umförmimg. 

Die  Aufgabe,  die  uns  nun  zunächst  vorliegt,  bestellt  darin,  jedes  vor- 
gelegte Integral  /  f(x)dx  entweder  auf  ein  einfaches  in  (40),  oder  doch  auf 

ein  schon  bekanntes  zurückführen.  Wie  bei  allen  umgekehrten^ Rechnungs- 
arten wird  diese  Aufgabe  nicht  in  allen  Fällen  gelöst  werden  können,  so  dass 
man  die  hauptsächlichsten  Metboden  augeben  muss,  nach  denen  man  in  ein- 
zelnen Fällen  zu  verfahren  hat.  Als  fundamentale  Hilfsmittel  haben  wir  nun 
zunächst  zwei  Sätze  anzugeben,  die  wir  fortwährend  anwenden  werden,- und 
ausser  denen  nur  wenige  solcher  Hilfsmittel  zum  Ziele  führen  werden. 

§.  36. 
Der  erste  dieser  beiden  Sätze  ist  in  der  Gleichung 

/y^8x  =  yx-/.^48x  (41) 

ausgesprochen  und  heisst  der  Satz  der  Integration  durch  Theile.  Er 
iässt  sich  ganz  leicht  beweisen.     Es  ist  nämlich 

(38).  also  y*"v'H^''""y^?i^*' 

wo  die  etwa  beizufügende  willkürliche  Konstante  nicht  hingeschrieben  ist,  da 
man  sie  am  Schlüsse  der  Rechnung  immer  noch  zufügen  kann.  Man  sieht, 
dass  die  Formel  (41)  genau  dem  Satze  in  §.  4.  V  entspricht.     Man  kann  sie 

auch  unmittelbar  daraus  folgern.     Da  nämlich 

8(yi)      ^8i        8y^ 

"er^8»"^'8l' 

sout(39)        y^=y*^Fi^'''v'H^*' 

woraus  wieder  (41)  folgt. 

Der  zweite  Satz  istder  der  Integration  durch  Cmformnng.     Hat 

man  nämlich  das  Integral  /f(x)dx  zur  Bestnnmung  vorgelegt  erhalten,  c^d 

mau  vermuthet,  dass  durch  Einführung  einer  neuen  Veränderlichen  z  ]Rir  x 
n)an  seinen  Zweck  leichter  erreichen  könne ,  so  wird  man  statt  des  Integrals 
nach  X  eines  nach  z  zu  bilden  haben.  Offenbar  muss  nänüich  zwischen  x 
•  und  z  eine  Beziehung  gegeben  seyn ,  die  es  möglicli  macht,  X  durch  z  und  i 
durch  X  auszudrücken.     Drückt  man  nun  x  durch  z  aus,  sieht  also  ^  als 

Funktion  von  z  an,  so  ist  die  Grösse  /f(x)dx^  die  wir  durch  D  bezeichueo 

wollen,  zunächst  eine  Funktion  von  x,  also  dann  auch  Funktion  von  z.  Dem- 
nach (§.  5)  : 

8Ü     8ü8x  Öü     ^,  . 

8i=8l[8^'^^8i  =  '<*>' 


so  da«  |5  =  r(x)^.IJ==/f(i)^8., 
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oDdalso  f(('K)bz=^Jf(jt)^b%,  (42) 

WO  in  f(x)^  die  Grösse  x  durch  z  zu  ersetzen  ist     Kann  man  /f(x)  —  dz 

(nach  z)  integriren»  and  ersetzt  dann  z  wieder  durch  x,  so  hat  man  auch 

/f(x)dx.    Die  etwa  biBizugebende  Konstante  lässt  sich  am  Schlüsse  der 

Rechnung;  immer  zusetzen.  Man  sieht ,  dass  (42)  dem  Satze  (9)  in  §.  5  un- 
mittelbar entspricht,  wie  sich  denn  auch  die  Richtigkeit  von  (42)  geradezu 
aus  jenem  Satze  beweisen  lässt.     Man  hatnämKch,  um  (42)  zu  beweisen, 

bloss  zu  zeigen,  dass  der  Differentialquotient  von  /f(x)^dz  nach  x  gleich 

f (x)  ist    ^Nnn  ist 

ax 

Wir  wollen  nun  zunächst  einige  Beispiele  zur  Erläuterung  der  wichtigen 
Sätze  (41)  und  (42)  zufdgen. 

I.  Sey    /l(zJ8x  zu  bestimmen.     In  (41)  setze  man  j=l(x),  t-=:1,  so  ist 
r^  =  — ,  «=  /I8x=^x,  also  yz=xl(x),  2g— =  1,    /sr— 8x  =  x>,  mithin 

yi(x)8x  =  xl(i)-x+C  =  x[I(x)-l]+C. 
Hat  man    /  |l(x)|  8x,  so  sey  wieder  y=l(x)',  gp^  =  1,  g^=  -— .     z  =  x, 
also  z||=2i(x),  A^8x==2  /l(x)8x=2x[l(x)— llisodass 

yi(x)»8x  =  xlfx)»~2x[l(i)- 1]  +  C. 

l(x)°8x,  sohat  many=l(x)  ,--  =  1,  ~=s=       j    -  ,  z— x, 

0  X  V  X  X 

ilM  .     /l(x)*^x=:xl(i)'-n  /l(x)*'~*ex, 

wodyreh  das  eine  Integra!  auf  das  andere  zurückgeführt  i^t.  So  hat  man  für  h=  1, 
2,3,....: 

/l(x)8x  =  xl(x)— x+C. 
'    yi(x)»8x  =  xl(x)»-2  yi(x)8x. 
/l(x)»8x  =  xl(x)»  — 8    /lW*8x. 
/l(x)*8x  =  xl(x)*-3    /l(x)»8x..  ... 

II.  Sey-  Torg«Iegt  /  x*e'8x,  wo  n  eine  positire  ganze  Zsihl  ist.     Man  setze 
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n     8z 


c=e  ,  also  :r^  =  nx      ,z=/e  8x=e  ,  E--=-  =  nx      e    und  hat 

Si  y  8x 

/*  n  X-  n  X  /*  n — 1  x  . 

X  e  8x  =  x  e  — n   i z      e  ex. 


Hieraus  folgt,  wenn  n=:l,  2,  3, 


xe*8x  =  xe  — e  +C, 


/■ 

/x  e  8x  =  x  e  —2  /xe  8x, 
xe8x  =  xe  — 3/xeox 

III.  Man  soll  /"^dx  bestimmei^,  wenn  n  ebenfalls  eine  positire  ganze  Zahl 

X     8  X        1  — n  8  y  X  /*  — a  a'  ^^^ 

ist.     Seyy=e,~  =  ~  =  x     .also^  =  e,    z  =  yx      8x=  — —    = 


z 
8y  e* 


/f!8.= ^+-^  /-Aex- 

Für  n=:l  kann  man  diese  Formel  nicht  anwenden ;  für  n-=:2, 3, . .  aber  gibt  sie: 
/i;8.  =  _^+/^8x./^8x=-^.+l/^8x 

A'  - 

so  dass  schliesslich  alle  diese  Integrale  auf  /  — 8x  zurfickgefÜhrt  sind.      Die  Be- 
stimmung dieses  letzteren  ist  zunächst  nicht  thunlich. 

rV.  Es  sey  rx"l(x)8x  zu  bestimmen,  n  wie  so  eben.     Sey  y:=l(x),  —  =:x", 

8y        1  fn.  x"^'      fdj.  /xV  1        fn.  I  n-H 

8x       X  J  n+1  y     8x  »/  n+l  n+1^  (n+l) 

i,t    ■  /,-,«8x  =  i^>-^.x'H-'+C=^[.(x)-jjlj]+C. 

Ebensofür  /— ^8xseyy=l(x),  ~=x'**',  g|  =  — ,  «=/^  ''8x  = 
(n  —  l)x         •^  •/    X        ^        '     X 

Für  n=l  ist  diese  Formel  nicht  anwendbar,  da  sonst  n — 1=^0  wäre,  und 

auch  nicht  /  x~"°8x  = — r,  sondern  =l(x)  gesetzt  werden müsste.  Für 

J  (ii-l)x"~ 

/-^8x  wird  man  also  im  Augenblick  den  Werth  nicht  angeben  können  (Tgl.VII). 
V.  Seyen  /  x*  »in x  8  x ,  /  x^  cos  x 8  x  zu  bestimmen.  Man  setze  y = x°,  g-=?  jgu,  x' 


r. 


8  X,    also 
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aUo  e^  =  nx       ,  z  =  )_^^3^.  und  hat: 

/n  „  n  /    n— 1  «  /    »  «  n  /    u— 1 

X  sinxdz=: — X  cosx-^n  /  x       cosxex,    /  x  cosxdx  =  x  sinx— n  /  x      sinzdz. 

Daraus  folgt,  indem  man  n— ^1  für  n  setzt: 
X        smxcx=  — X       C08x+(n — ^)/ *       cosxox,/ x       cosx8x=x      sinx — (n— 1) 

/  x        iiinx 

/  X  8inx8x=  —  X  cosx  +  nx       »inx  —  n(n  —  1)  /  x       8inx8x, 
/  X  co«x6x  =  x  sinx+nx       cosx — n(n  —  O/x       co§x8x. 
Fürn=l:  /x8inxex  =  — xcosx+sinx+C,    /xcosx8x  =  X8inx  +  co8x  +  C, 

so  dass  allgemein    ix  cosx  8  x  und    /x  sinxSx  bestimmt  werden  können  in  der- 
.«eiben  Weise,  wie  oben  In  ähnlichen  Fällen.     Mao  hat  etwa 
/x*«inx8x=  —  x*co8x+2xsinx  —  2/8inx8x, 

/x'sinx8x  =  — x*co8x4-3x*8inx  — 3.2/xsinx8x, 

/x*sinx8x  =  — X* cos x+4x* sinx — 4.3/x*sinx8x,  u.  ^.  w. 

-T— j — r  bestimmen.     Man  setze,  gemäss  (42),  x  =  az,  z= — , 

a  -|-x  a 

ex  ^^  1       8x  1  1         1  '        f    8x  f     1      8x^ 

ä —  =a  und  hat  ~-m~\ — «^ —  =   1  1  «2  a** — —  •  1 — i — i*  also  /  -ri — i^^ /  in — iö^ö* 
8e  a'+x'8E     a'-f-a'z*         a     1+z"  ^  a'  +  x*    ,/a'  +  x*8« 

= -j^^-;;~-5=-arc(tg==z)=yarc(^tg=  ^J.  so  dass 

/il!pii  =  iarc(tg  =  ^)+C, 

woTon  man  sich  durch  unmittelbare  Differenzirung  sehr  leicht  überzeugen  kann. 

exx  •/*  Q  8x,8xl  .^  8x 

Setzt  man  in  /cosax8x  :  ax  =•«,  a--  =  1,  t— =  — ,    so  ist  cos  a  x  .  --=: 

cosz  .  — ,  also 

*  /•   .  l    f  1  1 

/cosax8x  =  —  /cosz8z  =  — sin  i -4-0  =  —  sinax  +  C. 
J  9lJ  a  '  a 

Eben  so 


^arc(tg  =  ax)-|-C. 


VII. 


.    Um   /  x"     sinCa+bx*)  8x  zu  bestimmen,    setze  man  a+bx    =  z, 

1—1 8x       -     m— idx       1       m— 1   .    /     I  ,    »vöx       1     .  .  „. 

n  =  »'*        el^i^nr«^        „„(a+bx   )g;  =  ^8mz.  alao  (42) 

/*  «-i      .    ,      .  1     /*     "  «Ott  ,  «»(a+b«*^)  ,  ^ 


mbx        r-  =  l,x 

c  s 


136  Beispiele  Ton  Inti^aÜoB  mitteilt  dieser  SiUe. 

y*  ex  ex 

•m'zoosxdx  setse  man  sinx=:z,  also  cosxr-  =  l  und  sin'xeosxr- 
CS  C  2 

=z%  mithin 

Diese  Gattung  von  Integralen  lässt  sich  allgemein  darstellen.  Ist  näm- 
lich y  eine  I\iiiktion  von  x,  so  heissen  sie 


/' 


w%. 


and  wenn  man  die  Umfonnungsformel  (42)  beaehtet,  so  ist 

yf(y)||8i=yf(y)8y.* 
Sowftre  /i^8x  =  yl(x)»+C,  (y  =  l(r),  reigl.  Nr.  IV)» 


eos^x 


cos*xftioxdxz= 7 — [-C,  (y  =  — cosx). 


/*-?^^^^ai==  ~arcM#in=x)+C.  (y==»rc(ghi=x)),  a.».w. 
vni.  Um  J ^ti^i  zu  bestimmen,  sey  a'4-x'=z,  2x|-^  =  l,  ^g^  =  Y. 


X       8x      1     1 


tftT  =  'ö--Tt^«> 


a,*+x»8x""  2*  z 


Eben  so  tOtJ^^^  »ey  l(x)=z,  -  g;=l ,  ^^  ^^  =  -.  »l.o 

Aach  diese  Integrale  lassen  sich  allgemeiner  darstellen,    ht  nämlich 
z  eine  Fanktion  von  x,  so  sind  sie 

So  ist      /tgx8x=  /-^^8x  =  — I(co8x)+C.(s^co8x,h  =  — 1); 
«/  «/    cosx 

/coigx8x=y-^^8x  =  l(8inx)+C,  (z=slnx,h  =  l); 


8x 


.^       ,  /*_JL^X_  2    12  «       ö*         ,  ÖX  1  8«    •  1 

^   ^yViiip?*^y*+x'==*,2xg^=l,x^^  =  y,:^^=:^ 


*  Kennt  man    /f(x)8x,  so  ergibt  sich  /f(y)8y,  wenn  man  x  mit  y  TerdUischt. 
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Eben  .o        /y=fef, Vi^^T'+C.  (,=.«_,.)5y-5^  =  a«(tg=  ,') 

■  • 


/ 


®*  ^     ^::j+C.  («  =  l(x)),(T«ii^Nr.VII). 


«l(x)"  (m-I)l(x)' 

^    I,      /*•  xBx       .      .  .    ....  (8*         1  .      fty 

X.  Um  /  7jij,\i  n»  bettunmen,  sey  in  (41)  y=e  x,  g^  =  ^  .    >>,  abo  ^ 

=e* +xe"  =  e^i4-x),  «==/^:^,=/-^(u==i+x)=-|=- y:J:^. 


und  mithin 


§.  37. 

Faoktionen -von  x,  welche  die  Form  a+bx+cx'+...  haben,  heissen 
ganze  Fanktionen  von  x;  der  höchste  Exponent  von  x  gibt  den  Grad  der 
Fanktion  an.  So  ist  12-f-8x'  — 9x*-f~7x*  eine  ganze  Funktion  von  x  des 
sechsten  Grades.  Seyen  nun  f(x),  F(x)  ganze  Fanktionen  von  x,  so  seil 
es  sich  am  Bestimmang  von 


A 


8x  (a) 


F(x) 

handeln.  Zunächst  ist  es  nun  aligemein  genug  anzunehmen ,  f (x)  sey  von 
niedererem  Grade  als  F(x).  Denn  wenn  dies  nicht  der  Fall  ist,  so  dfvidire 
man  mit  F(x)  in  f(x) ,  und  erhalte  als  Quotienten  9)(x),  als  Rest  V^(x),  wo 
tf^(x)  von  niedererem  Grade  ist  als  F(x),  so  ist  (39) 

/ii'--/'<»"+/it«" 

worin  ^(x)  von  der  Form  A+Bx+Cx'+...  ist  und  also  integrirt  werden 
kann;  mithin  das  gesuchte  Integral  auf  ein  anderes  zurückgef&hrt  ist,  in 
welchem  der  Zähler  von  niedererem  Grade  ist  als  der  Nenner.  Können  wir 
solche  Integrale  bestimmen ,  so  können  wir  überhaupt  alle  Integrale  dieser 
Gattung  bestimmen. 

Nun  weiss  man  aus  der  Analysis  („Grundzüge*'  S.  138),  dass  F(x) 
immer  in  ein  Produkt  von  reellen  Faktoren  zerfällt  werden  kann ,  die  vom 
ersten  oder  zweiten  Grade  sind.  Die  Faktoren  des  ersten  Grades  haben  die 
Form  x4-a>  oder  (x-f-a)*  und  entsprechen:  die  erste  der  reellen  Wurzel 
—  a  der  Gleichung  F(x)  =  0,  wenn  diese  nur  einmal  vorhanden  ist»  die  zweite 
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derselben  reellen  Wurzel  — a,  wenn  sie  mmal  vorkömmt  Die  Faktoren 
zweiten  Grades  haben  die  Form  [(x+a)'+/J'J  oder  [(x+a)'+/?*]*  mid 
entsprechen:  die  erste  den  beiden  imaginären  Wurzeln  — cc-^ßi^  wenn  sie 
nur  einfach  vorkommen ,  die  zweite  denselben  imaginären  Wurzeln ,  die  je- 
doch mmal  vorkommen. 

Daraus  folgt,  dass  man  setzen  könne : 

F(x)  =  c(x+a)...(«+br...[(i4-«)*+/»l...[(»+r)'+«']''-.-. 
wo  ganz  wohl  nur  Faktoren  der  einen  oder  anderen  Art  vorkommen  können; 

ausser  diesen  vier  Arten  aber  keine  anderen  vorkommen ,  und  die  Grösse  c 

der  Koeffizient  der  höchsten  Potenz  von  x  in  F(x)  ist.     Dies  vorausgesetzt, 

setze  man 

f(i) A__ 

F(x)""x+a'^ 

RR  ß 

^x+b^(t+br^ (x+b)" 

+ )  (b) 

,        Mx+N 

■^(x+«)«+/9«'^ 

P>X  +  Qi       I         P,l+Q»        .  I         ^n'  +  ^. 

+ 

wo  jedem  Faktor  der  Form  x+a  ein  ähnliches  Glied  wie  -33-,  jedem  Faktor 

(xrf-b)''  eine  ähnliche  Summe  von  m  Gliedern  u.s,  w.  zngehört.  Die  Grös- 
sen A,...;  B|,  B,,...,  B^,.^.;  M,N,...;  Pi,Q|,...,  P„,  Qj^, ...  sind  noch 
zu  bestimmende  Ronstanten.  Man  wird  sich  leicht  überzeugen,  dass  diesel- 
ben der  Anzahl  nach  genau  eben  so  viele  sind,  als  der  Grad  von  F(x)  ist. 
Ist  man  nun  im  Stande,  diese  Eonstanten  so  zu  bestimmen,  dass  die  Glei- 
chung (b)  eine^  identische  wird,  d.h.  dass  sie  richtig  ist,  x  mag  irgend 

welchen  Werth  haben ,  so  kann  man  statt  =r^  die  Summe  der  zweiten  Seite 

setzen.  Um  aber  diese  Konstanten  zu  bestimmen ,  multiplizire  man  beider- 
seits mit  F(x),  so  werden  dadurch  auf  der  zweiten  Seite  alle  Nen&er,  da  sie 
sämmtlich  in  F(x)  enthalten  sind,  wegfallen,  und  es  wird  eine  ganze  Funk- 
tion Von  X  zum  Vorschein  kommen;  deren  Grad  um  1  niedriger  ist,  als  der 
von  F(x),-da  in  einer  gewissen  Anzahl  von  Gliedern  der  zweitea. Seite  nor 
je  ein  Faktor  aus  F(x)  ausfällt.  Diese  Funktion  hat  also,  wenn  man  sie 
nach  den  Potenzen  von  x  ordnet,  genau  ebenso  viele  Glieder,,  als  der  Grad 
von  F(x)  beträgt,  *  und  deren  Koeffizienten  die  zu  bestimmendien  Konstan- 
ten, jedoch  alle  in  der  ersten  Potenz,  und  nicht  mit  einander  multiplizirt, 
enthalten;  höchstens  eben  so  viele  Glieder  hat  f(x),  da  diese  Funktion  voo 
niedererem  Grade  ist  als  F(x).     Man  setze  nun  in  den  beiden  Seiten  dieser 

*  Die  aUgemeinste  ganze  Funktion  des  Tierten  Qrades :  a-j-bz4'Ck'-hdx'-(-ex*hit 
fanf  Glieder  o.  8.  w. 
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« 

Gleichung  die  Koeffizienten  gleich  hoher  Potenzen  von  x  einander  gleich ,  so 
erhält  man  genau  eben  so  viele  Gleichungen,  als  zu  bestimmende  Konstanten, 
und  kann  dieselben  also  ermitteln.  Da  nunmehr  die  Glerchung  eine  identi- 
sche ist,  d.  {|.  da  die  beiden  Seiten,  derselben  genau  dasselbe  sind,  so  ist  auch 
(b)  eine  identische  Gleichung.  Einige  Beispiele  mögen  das  Verfahren  er- 
läutern. 

^'^  Sey  p-p^TTg^  vorgelegt.     x»+x'— 6x=:x(x-)-3)  (x— 2), 
7i  — 5      _  A    ■      B  C 

x»-fx*— 6x~  X  "*'x+3"*"x~2' 

7x— 5  =  A(x+3)(x— 2)+Bx(x— 2)-(-Cx(i+3)     • 
=  A(x*+x— 6)+B(x»— 2x)  +  C(x»-h3x) 
=  x*(A+B4-C)+x(A— 2B-I-3C)  — 6A, 
A+B+C  =  0,  A-2B-h3C  =  7.  — 6A  =  -5, 

7x--5      ^  ^  26  9 

x»+x*  — 6x^6x      15(x+3)"^10(x-2) 

6x'  — 2 5x»  — 2 

-•^  x*-^8x»+I8x»-27~"(x-3)»(x  +  l)-     ^^^ 

5x'  — 2  A B  C D_ 

X*  — 8x»+18x*— 27-x— 3"^(x-3)»"^(x-3)3"^x  +  r 

5x»— 2  =  A(x— 3)»(x+l)4-B(x-3)(x4-l)4-C(x+l)+D(x— 3)» 

^  A{x»-5x'+3x+9)  +  B(x»— 2x— 3)  +  C(x  +  1)  +  D(x»— 9x= 
+27x— 27) 

=  x»[A+D]+x*[-5A+B  —  9D]  +  x[3A  —  2B  +  C+  27D]  + 

9A— 3B-(-C— 27D. 
A-f-D  =  5,— 5A4-B— 9D  =  0,  3A— 2B+C+^D  =  0.  9A-.3B+C— 27D=  — 2, 

313  407  133  7 


5x*--2  313  407  133 


3.) 


x*—8x»+18x»-27~64(x— 3)"^16(x-3)»^4(x— 3)»^64(x+l)" 
X*— 3x»— 2x»+5x+2        X*— 3x»— 2x»+5x+^         A      ,       B 


x»-fx*— 2x»-2x*+x  +  l""         (x-fl)»(x— D»        "x  +  l  '  (x+D* 


(x+l)»^x-l^(x~l)*' 
X*— 3x5-2x'+6x+2=A(x+l)»(x-l)*+B(x+l)(x— 1)*  +  C(x-1)= 

+  D(x+l)»(x-l)+E(x+l)' 
=A(x*  -  2x»+ 1)  +  B(x»  -  X*  -  X  -h  t)  -h  C(x»  —  2x  +.  1) 

+D(x*+2x»-2x— l)+E(x'+3x>+3x+l) 
=x*(A  +  D)  +  x»(B  +  2D+E)+x*(— 2A-B  +  C  +  3E) 

-|_x(— B— 2C  — 2D+3E)+A+B-|-C-D-hE; 
A-fD  =  l,B+2D+E  =  — 3.  — 2A— B  +  C+3E  =  — 2,  — B--2C— 2D+3E=5. 

A+B  +  C  — D+E  =  2; 
^335^  1_  17-3 

X*— 3»»--2x»+5x-f2  33  5  1 17       _. 3_ 

x»-J-x*— 2x»-2x»+x  +  l-16(x  +  l)""4(x+l)*      4(x+l)'      16(x-l)'^8(x-l)-' 

8x*  — 5x»  Ax+B  ■    Cx  +  D    . E_ 

^'^  (x»+4)Hx— 5)-  x»+4  '^(x»+4)*"^x-5' 


I 
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3x*-.6x»=(Ax+B)(x»+4)(x-6)+(Cx+D)(x-5)+E(x»+4V 

=  (Ax+B)(x»  — 5x»+4x— 20)+(Cx+D)(x— 5)+E(xH-8xH:l6) 
=  x*[A+E]+x»C-»A+B]+x»[4A-6B+C  +  8E}+xf— iOA 
+4B  — 6C+D]  — 20B— -ÖD+IÖE; 
A-|-E  =  8.  — 5A+B=— 5,.4A  — 5B+C+8E  =  0,--20A+4B— B<H-D=0, 

— 20B  — 5D+16E  =  0; 
,       1273     „      2160     _  148     __      160     «_1260 

^=84r'  ^=1«'  ^"~^*  ^-~^"'  *^— 84r' 

3x*— 5x»  1273X  +  2160     148x  +  180  ,        1250 


(x*+4)»(x— 5)""    841(x»+4)        29[x*+4]»  '  841(x      5)' 
8x*~3x»+S       8x*-3x»+5         Ax+B      .       Cx+D       ,       Ex+F         G 
^•^     (x»+Sx+3)»x~[(x+l)H2]»x~xH2x+8"*"{xH-2x+3)«"^(x»+2xH-8)»'^' 
8x*-8e«+5=(Ax+B)x(x»+2x+3)*+(Cx+D)x(x»+2x+8)+(Ex+F)x+G(x' 

+  2x+3)» 
=(Ax  +  B)  (x»  +  4x*  +  lOx»  +  12x*  +  Öx)4-(Cx+  D)  (xS-2x*-f3x) 

-t-Ex»+Fx+G(x»+6x»+21x*+44x»-f63x»+54x+27) 
=  x»(A+G)  +  x»(4a4-B+6G)+x*(10A+4B+C+21O)+x»(12A 
+  10B+2C+D+44G)4-x*(9A-fl2B4-8C  +  2D-|-E4-630) 
+x(9B+8D+F+B4G)+27G; 
A-fG  =  0,  4A+B+6G=:0,  10A+4B+C+21G  =  8,  12A+10B+2C+D+446 
=  —3.  9A+12B+3C  +  2D+E+63G  =  0.9B+8D+F+B4G  =  0.27G  =  5; 

8x*— 3x»+5  5X+10         ■       67x— 181       .       87x+161  6 

(x*+2x+8)»x ""      27(x»+2x+d)"^9(x»+2x+8)>'''3(x«+2x+3)»"^27x* 

§38. 

Wir  haben  in  %.  37  die  einfachste  Methode  der  Bestimmung  der  Kon- 
stanten angegeben,  wenigstens  in  so  weit  die  einfachste,  als  sie  sich  wohl 
zunächst  darbietet  und  meistens  aach  am  schnellsten  zum  Ziele  f&hrt«  Wir 
wollen  jedoch  hier  noch  anderer  Methoden  gedenken,  nach  denen  dieselben 
bestimmt  werden  können. 

I.  Gesetzt  F(x)  enthalte  den  Faktor  x-j-a  nur  einfach»  so  dass  F(z) 
=  X^4~a)9){x),  wo  9)(x)  eine  gs^nze  Funktion  von  x  ist,  die  nicht  Null 
wird  flir  x=  —  a.     Alsdann  folgt  aus  (b) : 

f(i) A       »(x) 

F(x)""x+»"^»»(x)' 

wo  ^-rl  die  Summe  aller  übrigen  Brüche  vorstellt.     Hieraus : 

f{x)  =  A;^+^W(x+»). 

Ffx)  0 

Setzt  man  hier  x  =  —  a,  so  wird  -4r-  zi  -q-»  »nd  es  ist  der  wahre 
Werth  (§.  22)  gleich  F(— a),  so  dass 

f(-a)  =  AF'(-a),A  =  i|^j. 

Um  das  — Zeichen  zu  vermeiden,  setze  man  F(x)=^(x — a)  fp(x)) 
f(x)        A      ,  ... 

VM  ~  731  "T  •  • '  • »  und  hat 


m— S 
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IL  Es  enthalte  F(x)  den  Faktor  (x— a)*,  d.hirx  =  a  sey  mmal  Wur- 
zel der  61ei<ihiuig  F(x)  =  0,  so  dass  F(x)  =  (x  — a)"9(x),  wo  ^(x)  nicht 
den  Faktor  X — a  enthält.     Alsdann  ist 

m A,  A,  ,      \      ,  »(x) 

f(x)  =  A,l^+A.  ^.+  ....  +  A^--I^ 

(x— «) 

=  A,»(x)  (x-»r~'+A,»(x)(x-»)"~*+...+  A   »(iH-»(x><«-ar. 

vx 

Ferner: 

f(x)-A   ».(x) 

^:^ =  A__^  f.(x)+A__j{x-»)»(x)+...+A.,  (x)(x-») 

+»(x)(x-»)"~*. 
f(jt)-A  »(xX-A       (x— »)9(x) 
= ^Z^, =  A_^_j,(x)+...+A,»(x)(x-«) 

+*(x)(x-»)"~*. 

*  • 

f(x)— A   f>(x)~A        (X— a)f»(x)— ...-A,(x— a)'""%(x) 

= —^ ^^, : =  A,9(x)+^(x)(x-a). 

(x-a) 
Setxt  man  in  dieser  Reihe  von  Gleichungen  nach  einander  x=a,  so 
beachte  man,  dass  in  der  Regel  auf  den  ersten  Seiten  die  Nenner  0  werden, 
so  dass,  weil  i&r  x  =  a  auf  der  zweiten  Seite  etwas  Bestimmtes  tarn  Vor- 
schein  kommt,  aacb  der  Zähler  0  werden  muss  (§.  23,  Note),  und  in 

f(x)-A  ♦(x)-A_     (x-^»(x)-....+A(x-»)"~',(x) 

(x— a) 
för  x'=a  nicht  nur  Zähler  und  Nenner  0  werden,  sondern  auch  die  m~rr 
ersten  Differentialquotieaten  des  Nenners,  also  nothwendig  auch  die  m — r 
ersten  DifFerentialquotienten  des  Zählers,  man  zu  den  m — r-|-l**° Differen- 
tialquotienten gehen  muss.  Aus  §.  10  Formel  (19)  folgt  nun  leicht,  dass 
für  x  =  ai 

^^^,[f(»)-A^»(x)-A^^(x--a)»(x)-....-A^(x-a)""%(x)] 

8x  N 

=  f*~^*  (•)- A_  ♦""^  (.)-A        (m-r+l)  ,""(.)- A      ,(m-r+  J) 

(m— r)«»       ""  (a)— — A  (m— f-|-l).  ..2«j'(a), 

—    - 1  j  —    - 1  ^ 

5^^ =  (pi-r+l)(iii-r)....l. 

Demnach  hat  man : 
f(.)  =  A_.,(.). 

f(a)-A   »'(a)  =  A       •'(»), 
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f'(a)  — A    9"(ä)--2A        9>\ti)     . 

— O = *.-«  •<">  • 

f»(a)— A   »»(»)— 8A    •    »)"(a)-8.2A      ^»'(a) 

n  in— 1  in— 2  .  /  V 

TäTs =  ^— » *  <■>  • 

f"~Va)-A^9"""\a)-(m--l)A^_^1p"'"%)--(m~l)(m--2)A^_^^g>""'(a)--.. 

°|^ . .  .  -(m~l)(m-2)  . . .  2A,y-(a) 

: 1.2.. ..(m-1) =^»*^'^- 

Nun  ist  9>(i)=— ^.  F(x)  =  (x-a)*^(i). 

also  nain  §  10: 

F"(a)=ni(m-.l)...l9(a),  F"'^*(a)  =  (m4-l)m...2v'(a),  f"'^%)=  (m+2)(m-f-l) 

...39"(a) F  "~(a)  =  (2m  — l)(m  — 2)...m^"'""*(a). 

Zieht  man  hieraus  y  (a),  y '  (a), ,  y"~*  (a)  und  setzt  diese  Werthe 

in  obige  Gleichungen ,  so  erhält  man : 

m(m  — l)...lf(a)  =  A    F"(a), 

(m-M)in...2r(a)  =  A   F""*"*(a)+(m-|-l) A        F"(a), 

m  m— d 

(m4-2)(m  +  l)  . .  .3f'(a)  =  A    F°'"*"%)H-(m  +  2) A         F""*'Va)+(m+2) (rn-fl] 

A        F"(a).  ><*'> 

m — 2 

(2m— l)<2m— 2)  . . .  mf""\a)  =  A    P*"~*(a)  +  (2m-l)A     .  r*"'""*(a') 
+(2m— l)(2in— 2)A        F*""^(aH-...+(2m-l)(2m— 2)...(m+l)A,P"(a)., 

aus  welchen  Gleichungen  nun  A^,  A^^^p  .  .  .  .,  Aj  nach  einander  gefunden 
werden, 

in.  Der  Faktor  (x+«)'+/^'  ß^y  nur  einfach  in  F(x)  enthalten ,  also 
F(x)  =  [(x-+-a)*+/9'Jg)(x),  wo  g)(x)  jenen  Faktor  nicht  enthält.  Jetxt  ist 

f(l)  Ml4-N  V;(x) 

F(x)~(x+«)*+/?»'^v(x)' 

f(l)  =  (Mx-fyf)^^_^^j^^_^^,+  »^(x)[(x+«)«+/ga  • 

Nun  ist  aber(x+a)'+/^'  =  (x+a+/?i)(x4-a — /^i)>  und  wenn  man 

Mx+N  AB 

(x+a)'+/?»~x+a+/?i'*'x+a-^.i' 

also  M  =  A4-B|  N  =  (A+B)a — (A — B)/?i  setzt,  so  hat  man  wieder  den 
Fall  I.  vor  sich,  wo  a  =  —  (a+/9i)  ist.  Uebrigens  kann  man  auch  gani 
direkt  verfahren.      Setzt  mau   nämlich  x  =  — «ib/^i»   so   wird  jeweik 

(,+«):^^»  ZU  ^  und  es  ist  also : 

f(~a+^i)={M(-«  +  /?i)+NJ?^^^'±^\  fC-«~/?i)  =  j-M(«+i»i)+NJ 

—  2/?i       ' 
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woraus  M  und  N  gefiinden  werdeu.  Man  sieht  schon ,  dass  diese  Formeln 
nicht  mehr  bequem  sind,  und  dass  dieser  Fall  noch  mehr  eintreten  würde, 

wenn  F(x)  den  Faktor  [(x+a)'4-/^'J"  enthält,  Iso  dass  wir  darüber  nichts 
Weiteres  zufügen  wollen.  —  Uebrigens  gelten  natürlich  die  Formeln  in  IL 
immerhin,  wenn  auch  a  imaginär  ist.  Man  kann  überhaupt  die  quadratischen 
Faktoren  vermeiden,  wenn  man  immer  (x4-«)'+/^'  =  [x+a-[-/^i][x-|-a 
— ßi]  setzt,  und  nun  nach  I.  und  IL  zerfallt.*  Kommen  dabei  auch  imagi- 
näre Grössen  zum  Vorschein,  so  werden  sie  sich  schliesslich  imiäer  aufheben, 
so  dass  nur  Reelles  bleibt. 

Anm.  Aus  der  Formel  (c)  lAsst  sich  ein  analytisch  interessanter  Satz  ableiten,  den  wir 
noch  angeben  wollen.  Gesetzt  nämlich,  es  bestehe  F(z)  blos  ans  den  einfachen  Faktoren 
X— a,  X — b,  X — c,  .  .  .,  und  es  sey 

f(x)         A         _^      _C^^,.,^ 


F(x)     X  —  a     X  —  b     z — c 
f(»)     „       m     p       f(c) 
Cb)'  F'(c) 


'•'**'=F6ÖVÄ^F(b)*  <^  =  :^:^'-''  *•»«• 


f  (a)         ,         f(b)         .         f(c)         , 


(x-»)F'(a)  '  (x-b)F'(b)  :  (x-c)P'(c) 
Bexeiduiet  man  nan  mit  S  -. r„,,  .  die  Sonime  z ^r-=rTT  + 


f(c) 

"^(c~«)F(c)"^ '*"  "*  ^'^*'* 

^        f(x) f(a) 

(x-.a)r(x)-       FW 
SpealeU  für  f (z)  =  1 : 


(x-a)P(x)  (a-r-o)F'(a)    '    (b  — a)  F'(b) 


(x-«)F'(x)  F(a)* 

Entwickelt  man  nun  die  erste  Seite  nach  fallenden  Potenzen  von  a,  so  hat  man 

welche  GrOsse  oiTenbar  der  nach  fallenden  Potenzen  a  entwickelten  zweiten  Seiten  gleich  sejrn 
mnss.    Daraus  folgt,  dass 


r 
Z 


F'  (z) 
gleich  ist  dem  Koeffizienten  ron  —tt  in  der  Reihe ,  die  entsteht,  wenn  man  ^z-r-r  nach  fal* 


« 


lendeo  Potenzen  entwickelt.    Dabei  bezeichnet  2  ^^^j-r  die  Summe  derjenigen  Werthe,  welche 


r 
Z 


man  eifailt,  wenn  man  in  =^  fftr  z  die  simmtlichen  Wurzeln  der  Gleichung  F(z)  =  0  setzt, 
Toranigeeetzt,  dass  diese  Gleldiung  nur  einfache  Wurzeln  habe. 

§.  39. 
Hat  man  in  einer  oder  der  andern  Weise  die  einzelnen  Brüche  bestimmt, 

in  welche  der  Bruch  =j^.  zerlegt  werden  kann ,  so  wird  man  statt  des  Inte- 
grals /-j^  9  x  Integrale  erhalten,  welche  eine  der  folgenden  vier  Formen 
haben: 
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/•A8x     r    B8x         /*   Ml±N     o,     /*       Px+Q       . 

Was  nun  die  Integration  dieser  vier  Formen  anbelangt,  so  ist,  wenn 

8  z 

man  (§.  36)  setzt  x-f-a=z,  g^==  1 : 


J  x-\-K    J  x+%dz         J  %  V     « 


(*) 


^(x+»)       •'(x+a) "         •/  X  •/ 


=  B/.   -8i  =  ®'   ' 


Ferner  ist 


— m+1 
B  B 

(m-l)i  (in-l)(x+») 


/•_Mx+N_  Al(xH-«)+N-M«  /•     x+«       „.. 

Sey  nun  (x+«)»+/?»=2,  2(x4-«)|f=l.  (x+«)' 

/•(x+a)8x  /•      x-fg         8x„         1     /•-8i        1  "r/     .     v,  .  ^ 

Ist  ferner  x4-tt  =  j^z,  ^-  =  8,  so  ist 

Ol 

/* 8r  f 1  8x„         /•      t       ^„         1     /•  81         1        ,.      , 

y  üt^ht^ = y  üt^ömt' ä^''' =y  ^vT?'»»' =7y  ?+i = 7'"^*='^ 


80 

Ferner  hat  man 


/•  öx 

(Q  — P«)  / ~I^- 

Man  setze  nun  (x+a)*+/»'=z,  2(x+a)g|=l,  (x+ä)  J|=|,60 
hat  man 

r   (x+a)ex     _^/-      x+«        ^'ei^  ^  P*  ^  ^ 


1 

2(iii-l)[(x+«)«+|?«f~*' 

Setzt  man  femer  x4-a=/Jz,   0-=/?»  so  ist 


/^     .      8x  /^  1  ^^8r-/*         ^  J?ex^^       /     ^'- 

r^  handelt.    Man  beachte  >BQn,  da^ 
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1       _  1 t\ r     8z       _   /•       8«        _  r   »»8« 

(z'+l)"      (x'-hl)""*      (!+«')"*  ♦^(«'+1)""^ (x'+l)""'~y  (,•+!)' 

ist,  und  setze,  um  das  letzte  Integral  zu  ermitteln  in  der  Formel  (§.  36) : 

y*8T„  /*8a„ 

«g^8.  =  UT_yT-8x 

letzt  u=z,  57= ^.woraus öT^l,  v=  / --= -— - 

(für  1  +2*= y  nach  §.36,  Formel  (42)),  so  ist 

/'   i'8t     ^ I 1         r      82 
(z'+l)"           2(m-l)a+z')"-*      2(m-l)y(^,_^,j— »• 
^i„         /*-l8?— ^ ^^ -+fl-_L_^/       8',      .     . 

4^^^  /      8« ! ■  2n>-3    /•       8i 

V(.»+l)"      2{m-l)(.i+l)-*"^2«-2y(^.^,)-.'  -^^ 

weldie  Foroiijl  .ffir  Bestimmung  des  betreffenden  Integrals  hinreicht     Sie 
gibt,  weim  flfiilln —  1 ,  m — 2 , ...  für  m  setzt : 

/'  '    ik' I .  2m-^6    P fia 
(«*+!)"""*     2(iii-2)(i»+ir""^      2m— 4/  (^,_^i)«^«* 

/8g B 2m  — 7    r       8« 
(i'+l)"""*"2(m-3)(i»+l)"^'      2m-0y  (,,^lj»-» 

/'    8« 2^ 1  f  8» 
(i»+l)*""2.1(x»4-l)"^  2/  «'+r 


SO  da&s 


^81^  y  r     1 .  ^m~a   g»+l      (2m~8)(2m-6)(B<+l)* 

(2m~8)(2m— 6) 8  (<*+ 1)°^* "1  .  (2m— 3)(2m~6) 1         /     _    v 

(2m— 2)(2m  — 5) 4       1  J'^(2m— 2)(2m— 4) 2^^^^"*^ 

Setzt  man  hier  2  =  ^,    so  ist  z»+l  :^  ^±^^\    L^j^-^. 


•  •  •  •  ^^^^ 


— ^ — ^-7,  und  wenn  man  zurücksetzt,  so  ergibt  sich  schliesslich: 


P'+Q       Q^_ P I   Q-P°  i-f» 

[(«+«)'+^»l'  2(111- l)[(x+«)'+(»']"~*  2''*       [(x+«)'+/»']""* 


r     1         .    2m-8    (T+ay+ß*        (2m- 8) (2 m- 5)    [(x+a)'+^»]>  , 
Ijd  — l"^2m— 2*    (m— 2)/?»     "*"  (2m— 2)  (2m— 4)'       (m— 8)/J*      "^ 

(2m— 8)(2m— 6)...8    [(x+a)»+/g«]''""S  .  Q— Pa    (2m  —  8)  (2m  —  5) 1 

'^(2m-2)(2Bi— 4)...4'  2»-4  J'T'    2m-l  '  (2m —  2)  (2m  —  4) 2 

«(lg  =  i±?).  (e) 

So  ist  also  (§.  37)  : 

r8x^-8x»+5  ^  /^     x+2  1     /-  671-181 

y  (x»+2x+8)*x^*"""27y?+2HF3     ^  9  y  (x»+2x+8)«''*^ 

J_  /*  87X+161     ,,  ,   6   /8x_ 
8y(x»+2x+8)»*'  "^27y    X  • 


#• 
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Da  ferner  x'+2x+3  =  (x+l)»+2,  so  wta=l.  ß=V2,  also  nach  (c) 
und  (e): 

f  67»- 181    „  67 62(»+l)        62       i^     ■   »+1^ 

./(i«+^+3)'  "      2[x»+2i-|-3]      x«+2r+3      Vi'^V^~  V^  )' 

C  371+161    . 37_  ,      31(1+1)      rj_  .    3  »'+2i+3-| 

y(i>+2x+3)»  4(x'+2«+3)'''"(x«+2«  +  3)'L2"'"4  2  J 

31    3.1         r  x+l'V       /*8i       ,,  , 

Demnach  • 

A«*-8x'+5  „ s  .  rV»'+2«Tr\  5     .     r   _x+i^        i 

y(x'+2x+3)'x''*~      27*1.  x  J  ~27V2        V*"  VaJ  ~  T 

191+124X  62         r        x+l-^  ,    1       25+e2x       ,       81(x+l)       ,    81 


(xsl     '+^"^  I    ^       ^+^'       I      "<'+'>       I 
\^~  V2  J^8  4(x'+2x+3)'^8(x»+2i+8)^i 

r        x+lA  5    rVn'+2x+8'V         486+217X        .  _      26+62» 

y*-  Vi  )-      27*1.  »  J     72(x'+2»+3)  ''^im'+27+F 


216V2       V  V2 

Eben  m 

6^ ■         1  17 

4(x+lV8(»+l)»      16 


/•  ,«_3««-2»'+5»+2    „        »3,,    ,  ,.   ,        -         .  -.  ,,       ,, 

y,»-.'-2x»-2x'+x+l'>'=i6'<'''-'>-*'--^-^+^^-^^--'^'-^^ 


^    ^-c. 


/ 


8(x-l) 
Zur  Uebung  mOgen  etwa  dienen: 

•  =(x-l)»x), 

yx>+x^^,^-?="-     4x»(x-H)     +8'l;rpij+lnr-J-T""<*g  =  '^ 

,      +C,  (x«+x'-x*-x«  =  x»(x«+l){x+l)Vx-l)), 

,/ 1  +  8^-12*        27*  +54*  ^^81*  +  248^l^^J+^- 

Sobald  noomehr  ein  Integral  anf  die  hier  betnu^htete  Form  redn^irt  ist, 
so  kann  es  als  bestimmt  angesehen  werden ,  da  wir  im  Vorstehenden  alle 
möglichen  Fälle  erledigt  haben. 

Von  den  Formen ,  die  ganz  anmittelbar  auf  die  vorstehende  zurückge- 
führt werden  können,  gehören  zunächst  diejenigen  hieher,  die  Potenzen  mit 
negativen  oder  Bruchexponenten  enthalten.     So  wird  das  Integral 

ax+bx     +CX    ^^ 


/: 


mx     -^-nx+px 

unmittelbar  die  frühere  Form  annehmen ,  indem  man  Zähler  und  Nenner  mit 
X*  multiplizirt     Eben  so  wird  das  Integral 

al/x+bl/x+cx 

öx, 


/: 


e1/x+f|/x+gVx 

wenn  man  x:=z^',  also  r-  =  12z**  setzt,  werden: 
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J    ei»+f«»+g»*  y    e-t-fi*+gx 

und  hat  nun  die  fröhefre  Form.     Wie  man  sich  in  andern  ähnlichen  Fällen 
zu  helfen  hat,  ist  hiemach  leicht  zu  übersehen. 

§.  40. 
Auf  die  in  den  vorstehenden  §§.  näher  betrachtete  Form  lassen  sich  nun 
leicht  diejenigen  Integrale  bringen ,  die  ausser  ganzen  Potenzen  von  x  noch 
die  Grösse  Va.+^x+cx*  enthalten.     Ein  solches  Integral  wäre  etwa: 


h 


ox. 


7x— I2V(Ä+bx+ciy 

Wir  setzen  dabei  voraus,  dass  ausser  dieser  Grösse  keine  andere  ähn- 
licher Art  mehr  in  dem  Integrale  vorkomme.  Dabei  müssen  wir  drei  Fälle 
onterscheiden. 

I.  c:=0,  d.h. die  vorkonunende Quadratwurzel  ist  bloss  VM-^*  Mau 
setze  nun  (§.  38) : 

x/     ,  u  •  u  1   u^»     „     dx     2z  «*  — a 

Va+bx  =  ..a+bx=.\b-  =  2x,-  =  ^.   x=-^, 

so  wird  das  Integral  nach  z  bloss  Potenzen  von  z  enthalten.   Kän[ie  übrigens  ^^ 


V&  +  bx  vor,  so  hätte  man  zu  setzen 

|/(a+bx)=:f#a+bx  =  t  ,  x  =  — y",  — =  — ^ 


/*     8x 
*/--—=  zu  iDtegriren ,  -so  iet 


Eben  so 


.  = -f,  [-g-V(*+bx)'— |-|/(a+bx)»]+C. 


II.  e  >  0.     Man  setze 


Va+bx+cx»=i— xl/c,  a-|-bx+cx»  =  E*— 2sxl/c+€x»,  a+bx  =  «»— 2ex1/c. 
'  =  bT2iv^-8i--         (bH^.V;)«^    ''''^^+Va+bx+ex».Va+b^^x« 

=  «  -  K-^rf^  V<^  =  ^'t.'!V''It''^^  80  wird  das  Integral  auf  die  Form  in 
§.  37  zurhckkonmien. 

Also  z.B.  für  c>0: 

/     _i^_^/    ,_!L.^^  — 81-g/'    <>+^«Vg       iVe-hb»+aVc 
y  V»+bx-hcx»   y  Va+bx-f  cx*ö«         V  bx-HVe+aVc*     (b+2sV«)* 

10» 
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TU.  c<0,  d.  b.  c  negativ.  Setzt  man,  am  dies  deutlich  zu  machen, 
— c  für  c,  so  dass  man  im  Integral  die  Grösse  Va+b*— ««'  l***»  ^o  "'"' 
c>0,  so  beachte  man,  dass 

.+..-„.-.[..-'^-f]=-.[(.-JL)-'-a-]. 

woraus  folgt,  dass  wenn  nicht  b'+4ac  positiv  ist,  sicherlich  a-f-bx  — ex' 
für  alle  möglichen  Werthe  von  x  negativ,  also  Va  +  ^«  — c^*  imaginär  ist, 
so  dass  noth wendig  h^-\-4iSLC>0j  weil  imaginäre  Grössen  in  den  Integra- 
len, wie  man  sie  zu  betrachten  hat,  nicht  vorkommen.     Alsdann  ist 

(b  \^     b*  +  4ac      r         b    ,  -€  /b'+4ac1  P         \>       \  /b»+4acl 

so  dass,  wenn  zur  Abkürzung 

man  setzen  kann 

a+bx— ex*  =  -c(i+«)  («+<»). 
w<i  begreiflich  die  etwa  anzuwendenden  Werthe  von  x  so  sind,  dass  — c(x+a) 

(x-^-ß)  positiv  ausfallt.     Man  setze  nun 

Va  +  bx  — cx»=(x+«)fVc.  a+bx-cx»  =  c«*(x+«)«, 
d.h.  -c(x+a)(x+^)  =  cz»(x+a)«,-(x+/«  =  i*(x+a). 

Va4-bx^cx^  _\ /-(x+/?) 
*^        (x4-a)l/c       "   V       x-f-ft    ; 

wodurch  man  die  gewünschte  Form  erhält. 
AU  Beispiele  wählen  wir: 

y  Va+bx~c?  y  vi+bx-cx«öz     «-iJ  y  «vc  •  i+«v 

/8x  .,  8    ,  -4    /26      „    »  6-/26  6        ,      ^ 


Integral 


+c. 

Anm.  Beispiele  xur  Uebang  werden  wir  nunmehr  selten  rorlegen,  da  die  IntegTahafelB 
deren  in  Menge  liefern,  und  man  des  praktischen  Gebrauchs  wegen  doch  anrathen  muss,  sich 
solche  EU  Terschaffen.  Man  besitzt  in  der  deutschen  Literatur  solche  von  MeierHirscb, 
Sohneke,  Schubert,  Minding  u.  s.  w.  Für  uns  genügt  es  nun,  die  Formeln  aufmstelleD. 
und  an  ein  paar  Beispielen  su  seigen ,  wie  sie  su  gebrauchen  sind. 
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§.41. 

Bereits  io  §.  36  haben  wir  mehrfach  Gelegenheit  gehabt ,  sogenannte 
Reduktionsformeln  zu  entwickeln,  vermitteist  welcher  ein  Integral  auf 
ein  anderes  ähnlicher  Art  zurückgeführt  wird;  diese  Reduktionsformeln  spie- 
len überhaupt  in  der  Integralrechnung  eine  wichtige  Rolle  und  wir  werden 
nun  vielfach  Gelegenheit  haben ,  solche  zu  bilden.  Zunächst  soll  dies  der 
Fall  seyn  für  das  Integral 


/. 


X    (ax*4-y'öx» 


welches  man  ein  „ binomisches*'  zu  nennen  pflegt.     Setzt  man  in  der  Formel 
(41)  des  §.36: 

m-f-l 

y  =  (ax +b),  — äx    alio  ^=anr(ax  +b)       x.-,i  = 


8x  dx    —^-^   '  *-'  ' — m+r 

/    ■ .      n   .    .. 
10  Bt 


yx(»x+b)8x= ^:^^ i+Ty*       (ax  +b)      8x.       (») 

Beachtet  man,  dass  x""*"*=x"x*=x*|  ^^-^^^ 1,  so  ist 

X  ^(ax  +b)      8r=y  |  x  ^  ^(ax  +b)      — — x    (ax  +h)        lax 

=  i-y*x*(ax"+b)'ex— ^y*x"(ax''+b)'"*8x, 
also  in  (a) : 

/*  m,     a  ,  ^.r.       x        (ax  +b)  nr      /*  m,     n  ,  ..r^    ,    nrb    /*«.     »  ,  ,x*^^« 

«  (ax+b)6. -_-r-i.___y,  (»,+fc)8,+_^x  (.x+b)     «i. 

worans 

mithin  da  l-{ — 3771'  =  '°     V|     >  so  ist,  wenn  man  beiderseitig  durch  diese 
Grösse  dividirt: 

/m,    B  ,  ^.r^        X        (ax  +b)    ,        nrb         /* »/    »  •  ,\'— *«  /.x 

X   (ax  +b)  8x  = ■>      ~y  '  +      .     ,  .  ,  /  X   (a«  +b)      8x.         .  (b) 

Setzt  man  r^  1  an  die  Stelle  von  r,  was  man,  da  r  beliebig  ist,  sicher- 
fich  kann ,  so  erhält  man  : 

/m  /     »I   v\'+l  a         *"*      (ax'+b)         .        nb(r4-l)         /*«,     n,  . .  r 
X   (ax+b)       8x=: — _/      /   1.,   H — I        ^      Li/»    (ax+*»)Ö** 

woraus  unmittelbar  folet : 

/■/    *  I  1^;'«           X       (ax  +b)         ,  «+nr+ii+l  /*m,     m  .  w'+'o  /  \ 

X   (ax  +b)  8.= nb(,.H)        +     nbfr+O     /  *   ^"  "^'^      *"       ^'^ 

■   Setxt  man  in  der  Formel  (a)  an  die  Stelle  von  m  und  r:  m  —  n  und 
r-}*  1  >  M  hat  man : 

Jx       (ax+b)      8x  = ^,^^^ irTH^iy*   («+^)Ö«' 

worans 
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DanuB  X— "(ax"+b)'+*=x"-"(ax'+b)(ax"+b)'=ax-(ax'  +  b)' 
+bx"~'(ax'+b)',  80  ist 

+  1) 


X    (ax4-b)8«= , ■  .    '■■ ,    I  ,.   /x   (»x  4-b)  8x ;- 

'    '  8n(r+I)  n(r+l)y  »n(r 


/ 


X        (ax  +b)  8x, 


/ 


woraus  folgt  I  1  ^ t-ttt  I  /  *    <*»  +^)  öx= ■  '     .    'r^ .    ,  ,v 

*   V.  n(r4-l)jy  an(r4-l)  an(r-|-l) 

m — B        n  r 

X        (ax  +b)  8x, 
und  da  l+^T^?,,   ="  .   ,  ,>    ,  so  folgt  hieraus 

/"/     ™  1  v\'ü          »               ^**  +*>)               b(in  — n+1)     /  m~«       n  r 

X    (ax+b)8x  = — -- — ~T j^-j- — ^T-h  /  ^       (ax-fb)8x.         (•) 
a(in+nr4-I)            a(m+iir+l)y 

Setzt  man  in  der  Formel  (e)  m-f-n  an  die  Stelle  von  m,  so  erhält  man 

/n-\-n^     n  .  ,.T^         X         (ax  4"^)  b(ni+l)  /*  "  r     ■  i  .  x',^ 

X       (ax  +b)8x=    ,    _L     I       _i_ ,v .     .      7      11^  /»    (ax+b)8x. 
a(in4-n+nr+l)      a(m+n+nr+lv 

woraus  dann  folgt 

/■*/     »I  .x'^         3L         (ax  4-^)              a(iii+nr+n  +  l)   /*  m-j-n,     n  ,  ^.r^  ,^. 

.     «    ("  +">  «^=  b(m+l) b(a.+  l)       7'       <"  +">  ''•       <'> 

Die  sechs  Formeln  (a)  —  (f)  sind  nun  die  gesuchten  Rednktionsformeln. 
Sie  haben  die  Eigenschaft : 

die  erste :  m  zu  erhöhen ,  r  zu  erniedrigen , 
^   zweite :  m  nicht  zu  ändern ,  r  zu  erniedrigen , 
^    dritte :  m  nicht  zu  ändern ,  r  zu  erhöhen , 
vierte :  m  zu  erniedrigen ,  r  zu  erhöhen , 
fünfte :  m  zu  erniedrigen ,  r  nicht  zu  ändern , 
„    sechste :  m  zu  erhöhen ,  r  nicht  zu  ändern. 
Man  wird  leicht  einsehen,  dass  dieselben  in  allen  Fällen,  mundr  mögen 
positiv  oder  negativ  seyn ,  genägen ,  um  das  vorgelegte  Integral  auf  ein  ein- 
facheres derselben  Art  zu  reduziren.     Die  obigen  Reduktionsformeln  sind 
übrigens  nicht  anwendbar,  wenn  : 

111+1=0,  in+nr4-l=0,  r+l=0, 

da  in  diesen  Fällen  die  Nenner  zu  0  werden.     Diese  drei  Fälle  müssen  also 
besonders  erledigt  werden. 

1.)  Sey  m+ 1  =0,  also  m=  —  1 ,  so  ist  das  vorgelegte  Integral 

tax'+b)'8x    ' 


ß 


Ist  nun  r  eine  ganze  (positive  oder  negative)  Zahl,  so  gehört  das  Inte- 
gral zu  den  in  §.37  näher  betrachteten;  sey  also  r  allgemeiner  ein  Brach 

=  ^,  so  dass  das  vorgelegte  Integral  gleich 
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/^ 


ist.   Man  setze  nun  ax°+b  =  z*  also  x=  l  ^^ 1   ,  5^  =  ~-i  ^ ) 

""  *=^^'~'(^)'    .(ax"+b)"=/.80i8t(§.36): 


1 
1 

n 


welches  Integral  nun  wieder  zu  §.  37  gehört  und  also  nach  der  dortigen  Weise 
erledigt  Wjcrden  kann,  da  ß  und  a  ganze  Zahlen  sind.     Schliesslich  ist  dann 

z=:^(ax*+b)".     Tst  r  eine  ganze  Zahl,  so  sey  ß=r,  a=l ,  und  ax"  -f-  b 
=  z ,  wodurch  dann 

X  n  y  z — b' 

2.)  Sey  r+l=0,  r==-^l,  also  das  vorgelegte  Integral 

rx*8x 

•/axVb* 
so  kann  es  imiUer  leicht  auf  die  Form  des  §.  37  gebracht  werden.     (§.  39.) 

a 


3.)  Sey  endlich  m4-nr-|-l=0,  so  setze  man  (t. 36),  wenn  r=  -: 


1  1 

ax +b=x  »  ..  x=  I I    ^b"(z  — a)    ",5-;= («  —  a) 

■I 

(ax+b)  =x   z'^  = 11^,  X    = — ,  alio 


X   («X -i-b)"8x  =  —  / -. -x'. «       (i  —  »)       8«  = 


-fb  '       y.«+^'(.«-a)' 


81. 


]  52  Bebpiel«  für  die  BMtinimaitg  binomittltM  lotograle. 

Daaberm+nr+l=0,    &o  ist  ^!^+r=;r  0,  5^±i -f  l' -f.  r  =  t, 


n 
also 


welch  letzteres  Integral  direkt  zu  denen  in  §.  37  gehört     Schliesslich  ist 
g  =  f    '  T    )    •     Für  ein  ganzes  r  ist  /?=r,  a=\ ,  also 

^      X       -^^ 


'+k 


£iiuge  Beispiele  mOgen  das  Verfahren  erläutern. 

/•  x*ex  1 

r-T zu  bestimmen.     Hier  ist  m=5,  r  =  — 5-,  n=r2,  ar= — I, 
Vä*— X*  ^ 

b=a^  und  also;  wenn  man  m  erniedrigen  will,  nach  Formel  (e): 

i 

/'  x*8x x*(ii'--xy     4a*    r X» 

Auf  das  letzte  Integral  wendet  man  dieselbe  Formel  an,  in  der  m=:3  ist,  und  bat 

f     x' ^  x*(a-— xT  .  2a»    /"    x8x 

y  Va"^^*  *  3       ^3yyir:7» 

Das  jetzt  noch  rorkommende  Integral  ist  bereits  in  §.  36.  IX  bestipimt,  gleich 
— Va*— X*,  so  dass 

y8x 
-777===  zu  ermitteln,   wird  man  die  Formel  (f)  anwenden  und 
x*V*  — X 


finden : 


i 

y'      8x  x-*(a*— x)        3     f      8x 

t 
/*       8x         ^      x->(a*-~x»)^  .^1      /*      8x 

/«•VJ::?  2a»      "^2a>y,vpiT*' 

Um  das  letzte  zu  bestimmen,  sey  ^a^ — x'=z,  a*  —  x*=ä',  x*=a*— x^ 


8x_  1   8x__       z        — z 

c    —  ""■*!  —  s    "~*  ~~~^ —  "1      i»  also 
8z  X   8z  x'      a'— z** 


öz  X   0z  X*     a'— z" 

zVaTZ^-y  *  ez    Vi?^^y  *'-«*'  «y  *•-»•"■      »ay  a+. 
.1     /•8z        1,        ,       1  ,/    .    ^       J   irV«?^*— a-\ 

+ray^=2i^<'-*>-2i^('+*>=2ilv:^iq:;> 

und  also  

./x«Vi*=i*~'~      -*»•      U*-    2«'x'-r    16a»'\yiir?-(.J^' 
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/x*8x 
(2  *-\~S)*  ermitteln.     Nach  Formel  (c),  worin  m  =  8,   n  =  3, 

r  =  --5,  ai=2,  b=3: 


f    x*ex  xn2x»+8)  -         1    f    x'8x 

y(2x»  +  3)»~  36  "^12/ (2x»  +  8)*' 

f     x*8x  x*(2x» 


-,  (in=r8,  n=3,  r=— 4,  a=2,  b=3,m+nr-|-il+l=0). 


/"    x'frx  X*  ri       2x»+3T  ■ 

•^  yt2x»  +  3)»~9(2x»+3)«L4"^     36     J"^ 

/x'öx  i 

^  ...  bestimmen.     Hier  ist  m  =  3,  n  =  8,  r  =  —  — ,     also 

iD4-nt-|-l  =  0,  so  dass  nach  Nr.  3 : 

i+x-=xv,^==jyi^,x=— L-==(x»--ir*.  ^=^T'^'~^>"''  '^^^^ 

«dda(|.88):  _i_  =  _i___i_^ 

so  ist  

-rC,         

und  da  )\^^''^'^  =  (Vl-hx*)  +x*) ' ,  so  ist  auch. 

Vl-J-x'-rX* 

/#^-i'<"+vr+r.)+o. 

V«   Auf  die  hier  betrachtete  Integralform  kommt  zunächst  das  Integra) 

yCax+brCa'x  +  b'/öx 

zurück«     Setst  man  nämlich  ax4-b  =  z,  x=.-^^^,  ^-  =  — ,  so  ist 

'  a      OS      a 

y(ax+b)*(a'x+bO'  8x  =  Lf^'^Q^+l^'^^y^z. 

welches  Integral  zu  der  in  diesem  §.  betrachteten  Gattung  gehört. 
Dessgleichen  lässt  sich  das  Integral 

y(a+bx+cx»)'8x 

auf  dieselbe  Form  redoziren.     Da  nämlich 

SO  setze  man  x+:r-  =  «,  r— =  i,  x  =  s  — 5--, 

2c  8s  2c 

und  bat  yja+bx+ex»/  ö«  =  c'yj|^x*+i^|^*y  8s, 

welche»  Integral  zo  den  oben  betrachteten  (ro  =  0)  gehört 


sin    xeot  xdx. 

C         r       .       f<.        A»n»c        /*coix8x      PZx        fhx        f     8x 

/8x,    /co8x8x,  /8mx8x,   / ^^8x,   / — : ,    / -: — ,    / ,    / -: . 

J         J  J  J  cosx        J     sinx      J  finx    J  tmi.    J  nnx  cosx 

Aber  /9x=x,  /co8x9x  =  8iHX,  /fiinx9x  =  —  C08x(§..35), /?5-59x 

=  — r(co8x),  /^Q".  '  =  l(8mx)  (§»36),  so  dasa  bloss  die  leisten  drei  In- 
tegrale  zu  bestimmen  bleiben.     Nnn  ist 

A-^^=  /— V  =  /~Ü=tgx)  =  l(«)=l(tgx); 
yrinxcosx     y  tgxco8*x     J    i^       ^  '        ''       ^^  ' 

/sinx       2  /    .    X        X      /iiiiiootiV2         J       ^  V      2j 

»^  «^    am— C08—     •^ 


«n-cosg 


/l^=-/^;.=T-'-«;4-'_-[<l-iO]='[-a+10] 

da  tg  (-J-ff  + -i- x)  =  cotg  (^  — ^ X  J  und  1  cotg (^^-^  X  )  = 

-itsCr-O 

Die  Integrale  /  tg'*x9x,  /cotg"  9x  können  gleichfalls  nach  diesen  For- 
meln redozirt  werden. 

Aus  (a)  oder  (d)  nämlich  folgt  (fär  n  =  —  m ,  oder  m  =  —  n) : 

/•                  II— 1      /» 
cotg  x8x=: ^^-j /cotg      x8x. 

Wenn  man  will ,  so  können  als  besonders  zu  benutzende  Formeln  auf- 
gestellt werden : 

.1»  sin       xco»x  ,  m  — 1  /  .  «— J 

sm   x8x  = /  tin       x8x, 

m  m  J 

8ill    X8X  = r-T h"-T-T   /•«  X8X. 

/n  ^        8iDXC08      X  ,  n — 1  /      B— a  _ 
C08X8X=: H #C08         x8x, 

/«  -  8mxco8      X  ,  ii-f-2  /* 

Beispiele  hiezu  liefern  die  Integraltafeln  in  Menge! 


C08         XOX. 


§.43. 
I.  Die  Integrale  der  Form 
/f(l(x))— ,  /f(e*  )«'  8x,   /f(co8x)smx8x,    /f(iiiix)eois8x, 

wo  f  ein  beliebiges  Funktionszeichen,  kommen  auf  /f  (z)  9  z  zurück,   wenn 
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man 

e 


setzt  z  =  l(x),  e*  ,  cosx,  sinx, . . . ;  das  Integral  /f(e')  9  x   ^nrd   för 
*  =  z,x  =  l(z),g-  =  ^,  zny— ^u.8;w. 

II.  Gesetzt  ferner,  es  sey  P  eine  Funktion  von  x,  so  dass  man  /  Pdx 

nach  den  bisherigen  Methoden  ermitteln  könne,  und  sey  /P8x=  Q;  femer 
z  eine  Fnnktion  von  x,  so  dass,  wenn  man 

»etzt,    R,  S,  .  . .  .  bekannte  Funktionen  von  x  sind,  so  ist  nach  §.  36: 

Pi  8z  =  Qs  — o/Qb       e^öx, 

/*    b-i8e^        ^  «-1     ,       ,^/V    »— »8e. 
Qt        g^8x  =  Rz       — (n-DjrR«        g^8x, 

Re     ^8x  =  Se       -(n-2)ySE        jj^8x. 

« 

also  /Pz*  dx  bestimmbar. 

Sey  z.B.  P=l,  z=l(x),  r-  =  — ,  so  ist 

Q  =  x,  R  =  x,  S  =  x 

also      y r(x)'8?  =  x  nw'— nl(x)*"*+ii(n  — I)l(x)*"*—  ....  ±ii(ii-.l) 2l(x) 

:Fii(n-l)...  1]  (S.36). 

8e  1  r 

Sey  weiter  P=I,  z=ar6  (sinx),   also  o~  =  ^/      '  ^*      /P8x  =.  x  =  Q, 

R=A;^===— Vrr7«.   S=-  /8x=-.x,  T=Vr3p also 

/(are(Bin=:x))'8x  =  xare(tin=:x)*-— o/q  g^t'     8x, 
yQ  ||e*"*8x=  —  Vn:7»arc(8m  =  x)"" -(n  -  ^yR«"""'  ^^8x , 

ilso«b<Uieh        />rc(sin  =  x)'8x  =  arc(ghi  =  x)'rx+  "Y^"'*-    "tn  —  lM 
•/  L        arc  (sin  =  x)      arc  (sio  =r  x)* 

n(n^l)(n-2)Vl-x«.  1  .  ^ 

arc(iio  =  x)«  -r....J-|-^. 

III.  Setzt  man  in  der  Formel  (41)  des  §.36:  y  =  e*^,  g^=cosbxoder 

.   .  1       8y  az         siobx     ,  cotbx  .  ^ 

sinbx,  also  T-i  =  ae    z  =  — r—  oder r— >  so  ist 

8x  b  b     ' 

/•a     .    ^       e   sinbx      »  /*  "^  v   o 
e   eo8bx8xx: iT/ •  •iabx8x, 

/»» .  .^    o           •    coibx  .    a  /*  M     ,    ^ 
e    slQbx8x= r TT-/«    cotbx8x. 


160  Das  Integral  / — '-^ ;;«». 

J  (a+bcosx) 

WO  A,  B,  C  noch  zu  bestimmende  Grössen  sind.  Hieraas  folgt  dnroh  Diffe- 
rentiation: 

f-f-gcoix        A.[co»x(a-)-bcosx)  +  (n  —  l)btiii*xl  ,      B-fCo«iz 

(a+bcofx)  (a+bcotx)  (a-fbcotx)' 

d.h.  wenn  nwö  Bin 'x  =  l — cos^x  setzt: 

€+gco«x  =  (n— l)bA  +  Ba+(Aa+Ca+Bb>coix+(Ab-|-Cb  — (n  — l)Ab)cot»f. 

Bestimmt  man  aleo  A,  B,  C  so,  dass 

(n— l)bA+aB  =  f.  aA+aC+bB=:g,  bC^(n— 2)bA=Ö, 

*•*•      '  ^^(a-DCa'-b«)*  *^"?3:F;^-  («-.i)(»»_b»}'  *^ 

80  ist  obige  Gleichung  identisch  und  die  öieidhung  (a)  folglich  richtig.  Ver- 
möge derselben  ist  das  Integral  erster  Seite  auf  ein  ähnliches  redozirt,  in 
welchem  nun  B  und  C  ad  die  Stelle  von  f  und  g  treten,  damit  die 'Rechnung 
.wieder  nach  den  Fortnein  (b)  zu  führen  ist. 

bie  eben  angegebene  Reduktionsfonnel  ist  unbrauchbar,  weimn=l, 
oder  a*=:b\  da  dann  die  Formeln  (b)  nicht  benützt  werden  können.  Diese 
Fälle  hat  man  desshalb  direkt  zu  erledigen. 

II.  Sey  zunächst  a  =  b,  so  ist  das  vorgelegte  Integnü 

J  a"(l-hco8x)*         J      a'(l4-co8x)'  a'/  (l+oo»x)*     aV  (l+cotx)""*' 

80  dass  man  diese  letzteren  Integrale  zu  bestinunen  hat  Man-aetce  ^  =  2z, 
l-|-cos2z==2co8*z,  seist  ''* 

/'       8x        __  f  ^^^     ^     ^     f  ^^         f        '^*  1     r     8i 

(l4-«o«x)      «^  2  cos    X     2     •/  CO»    B    •/  (l-j-cofx)*~       2**~«'  cot        x 

welche  Integrale  nach  §.  42  erledigt  werden  können. 
Sey  weiter  b  =  — a,  also  das  Integral 

/^  f+gcosx  e.^_'/^+g-'(^-"<^o*')g^i^^+g /*     e»         g /"     '»« 

•^  a(l-co8z)  «^        a(l-:-co8z)  a   «^  (l—cotz)       a»'  (1— eoix) 

worin  ™der  für  x  =  2  z : 

(1— cosx)       2      *^  sin    X     »^  (1— cosz)  2     «^  sin        « 

III.  bt  weiter  n  =  1 ,  so  ist 

/V+gcosXg^_ ^  /* 8x /*cosx8x 
a+bcosx  •        y  a-f-bcosx       y  a-|~bcoBz* 

Da  feiner  /"  ««ll,  =  /f  1  _  __± lex. 

y  a+bcosx    y  vb      b(a+bcosx)y 
y  a+bcosx  b  b     y  a-f~bcosz 

SO  dass  bloss  das  letzte  Integral  zu  bestimmen  ist.  Man  setze  nun  cosx==z< 
—  8inxr~  =  1,  r-  = : —  =  +  ^  .  ,  wo  das  obere  oder  untere  Zei- 

Ö  X  8x  sm  X        '     V/j^x» 

eben  gilt,  je  nachdem  sinx  positiv  oder  negativ  ist,  so  ist 

a+bcosx        V(ft+b«)VT^^«* 


/*       fix 

Das  Integral  / —r~—     .  liji 

welches  letztere  Integral  nun  nach  §.40  bebandelt  werden  muM.    Man^etzc 
also: 


u-  —  1    fcz  4u 


VI— «'^l  1  — -TTrr  l'^^TXT»  *  +  fe«=  e^, ,  mithin 

Sind  nun  a  —  b  und  a  +  b  beide  positiv ,  so  ist  diese  Grösse 
=  ^-^--==  arc ^tg  =  tt V/ ^3|g J ;  sind  weit^'b~a  und  a-j-b  eben  so  beide 
positiv,  so  ist  sie: 

Da  aber  u  =  —1:7-  -  \  ^ZT^  =  \/  flTeTsi  "  *  ^^^^'^  Y'  ^^^  ^^^  °^^^'^ 

X  X 

Zeichen  zu  wählen  ist,  wenn  cotg—  positiv,  das  untere,  wenn  cotg-    nega- 
tiv, indem  n  immer  positiv  ist,  weil  X/'T^'i^.nnd  1  —  z  es  sind,  so  ist  jetzt  also 

/a+bco«x  \/a*  — b*        ^  -      V   a  — b/        ^^ 

yrVb  — a±  Vb+acotg^x 

_~-  A  I =-    1,  a'<b'. 

Vb»~a*    Wb-a-f  VbT^cotg-/ 

Was  nun  die  Doppelzeichen  anbelangt,  80  gilt  zu  Anfang  das  obere, 
wenn  sinx>0,  das  untere,  wenn  sinx<0;  im  Ausdruck  das  obere,  wenn 

co^g  Y>Ö>  ^^8  untere,  wenn  cotg-ö-<0.     Da  aber  für  sinx>  0,  cotg    - 

auch  >0,  fÖr  8inx<0  auch  cotg  y<0,  so  gehören  die  oberen  Zeichen  zu- 
sammen ,  eben  so  die  unteren ,  und  da 

,rc(tg=-a)  =  -arc(.g  =  «).  l(^)--    "'(if^)' 

i'o  hat  man  endlich 

8x  .2  /  X     ^     /a+b\  ^ 


=  ± 


A 


4-bcotx  y/a'  —  b 

^  y^  1/^»""^+ VbTäcutg  *  X 

Vb»'^^'     VVb"=^- Vb+^cotg-.y/ 


-l-C.  a'<b',  b>0. 


IV.  Das  Integral 

'*  f+gsinx 


J  (a 


bx 


(a-|-bsinx) 


wud  hlr  X  =  — +  z  zu  / — -^ ;^8z 


(a  +  bcofjz) 


und  ist  also  dem  Vorstehenden  gemäss  zu  behandeln. 

Dieiifer,  Diff)»reiiti»l- a.  latefitü-RechnuD;.  11 


}g2  Differentiation  unter  dem  Integralf«ichen. 

Das  Integral 


fi 


sinx  8x 


(a-f-  beosx) 

wird  für  cosx  =  z  zu 

8z 


/; 


(a  +  bx/ 


und  ist  also  nach  den  früheren  Methoden  integrirbar.     Aehniich  ver^iält  es 

/*   cosx8x                                          /*     dz 
^,  das  für  sinx  =  2  zu  / ^   wird.  — 
(a+bsinx)                                            J  (a+bz) 

Auch  das  Integral 


(a +l>  COS  X +c  ain  x) 

wird  auf  das  frühere  reduzirt ,  wenn  man  setzt 


/ 


b  c 

b  =  rcosa,  c  =  r8incr,  r=  y  b*  +  c*,  eo8a=  — ,  sina= — , 

woraus  a-|-bcosx-|-csinx=a-j-r(cosacosx-|~sin«sinx)=a-|-rcos(x— a). 
Setzt  man  nun  x  —  tt^=z,  so  ist 

/»  8x  _«    /*        ^* 

(a -|- b cos x+c sinx)        J  (a-f~rcosz) 

V.  Das  Integral  / — -t-t ^1- p-  wird  für  cosx  =  z,  ■^t^±--p== 

^       J     a+bcosx+cco8*x  '  8  a         V/j  — j- 

^  ^y  und  gehört  nun  zu  den  in  §.  40  betrachteteu 

(a+bz+cz*)  V 1  — z* 

Integralen.     Aehniich  verhält  es  sich  mit  den  Integralen : 

r  8x r  8x r  ex 

y  a+bsinx-|-csin*x   y   a-|-bsinx-+-cco«*x*y  a-|^bcosx-|-c»ni*x' 


S.  45. 

Gesetzt  es  sey  a  eine  von  x  unabhängige  Grösse,  und  femer  fijiya) 
eine  Funktion  von  x  und  a,  so  wird,  wenn 

«)ax  =  F(x,a)-f-C,  (a) 

die  Grösse  C,  die  nur  konstant  ist  nach  x,  ganz  wohl  von  a  abhängen  köo- 
nen.     Daraus  folgt,  dass 


/f(x. 


8./)(,..vc_      8F(x.<»).8C 


a)^^^-.!^^^ 


iaj    '      '  8a       '    8o" 

Nun  ist  aber  (§.  3) 


8 
8  a 


»  r/f(x.a+J«)8x-/f(«,«)8x"|  ^        .  ^  >    *     V    ^ 


«.35)=/M^>8x. 

.od...aUo  /8f(r.a)  8F(..a)   ,  8C 

J       8a 


8a       '  8a' 
8  C 

Nun  erhält  C  kein  x,  also  wird  auch  5-   kein  x  enthalten,  mithin  kon- 


Bestimmang  ron  Integralen  mittelst  derselben.  Jg3 

stant  nach  x  seyn,  so  dass,  wenn  wir  ^-  =  C' setzen,  C  eben  eine  rwillkür- 

Ott 

liebe)  Konstante  nach  z  ist.     Aus  der  Gleichung  (a)  folgt  somit 


/ 


8f(x.o)  ^         8F(x.a)  ,  ^ 

'   8x=r -^-L-^-f  C.  (b) 


da  8a 

Dieser  Satz  ist  für  die  Bildung  von  Integralen  sehr  fruchtbar,  wie  wir 
nun  an  einigen  Beispielen  sehen  werden. 
I.  Es  ist  (§.  36.  VI) : 


/■ 


1 

8inax8x  = cosa^-j-C. 


Daraus  folgt,  wenn  man  nach  a  differenzirt: 


/■ 


xco8ax8x=  -jcosax-j sinax-(-C , 


allgemein,  wenn  man  nmal  nach  a  differenzirt  und  beachtet,  dass 

8wnax/       n.    f       ,   »«"\^«qv 
—  =  T  •in^^ax  +  — J  (§.9): 

0  a 
Eben  so  /  x^cosl  ax-|-—  18  x  =  — -  I  — sinax  I  +C. 

Was  die  Differentialquotienten  der  zweiten  Seiten  anbelangt,  so  können 
sie,  da 

e'ri^V      ,    „rl.2...r      8*  r      r       .   rit'\     8%inax       t,    f      ,  r«^ 

oa  a  oa  oa 

mittelst  des  Satzes  in  §.  10  leicht  bestimmt  werden.    (Man  vergl.  §.  43.  Y.) 
II.  Da  immer 


8.«_  =  M+C 


a-f-bcosx 
wo  M  von  a  und  b  abhängt  (§.  44) ^  so  folgt  hieraus,  da 


8_r 1__ ^  n        1.2.. .n  8^  r 1         "V      f        nI.2...nco8X 


»— 1      -■'-1..  n      »—1    .  ,      .,«— *    „■— 1. 


f         8x (->  1)  8       M  fcoi       xe»         (-1)  8 M        , 

•'(.+  bco.x)"~'-2-<»-»8a-*  ••>'(a+bco.x)'      l-(n-l)  8^-' "^    * 

OBd  da  auch         l'  r i -^  =  (-!)'  »("  +  ')- (n+r-l)  co.'x 

M»+^co8x) --^  (a+bcosx) 


8b 
also  wenn  n=rm — r: 

r 


8b    V(a-*-bco8x)       >' 


_,r  (m  — r)(m-~r-f-l).--('P— ^)CQ»^ 

1) ;r 


8  b    Ma-t-bco8x)       -^  (a+bco8x) 

f    co,'x8,    '  (-1)-'         8-^M_ 

III.  Das  Integral 

11 


1(J4  iDtegration  mittelst  unendlicher  Heihen. 

ex 


f: 


a-^-bx-f-cx* 

kann  immer  als  eine  Grösse  A,  welche  von  a, b, c  abhängt,  gefunden  wer- 
den, so  dass 


h 


a-(-bx-[-cx' 
Daraus  ergibt  sich,  ^^e  in  II. : 

r  m — 1  m — 1 

x8x  (-1)  ö        A      _^^ 


f. 

J  i     1  u      1        r^       1.2...(ni  — l)ft   »— '— 1q.» 
•^   (a+bx+cxv  ^  ^oa  ob 

IV.   Aus  den  Werthen  von  /e**sinbxÖx,    /e**cosbx9x  in  §.  43.  III 

folgen  durch  n  malige  Differention  nach  a: 


a  M  .   .     ^          Ö      /e    (asinbx— bco8bx)A  ,  ^ 
M.  e   sinbx8i=— •  (^— ^"— ;;q:p ^J  +  C. 


/n           UM, 
n  »*        ,     .          6     i^e    (b8inbx-("acosbx)A  , 
xe     cosbxfcx=— (^ ^i-pp J+ 


§.46. 
Gesetzt 

ni-f-u,i-u,+ 

sey  eine  unendliche  Reihe,  deren  Glieder  Funktionen  von  x  sind  und  sey 
diese  Reihe  innerhalb  gewisser  Gränzen  ton  x  konvergent,  so  wie  U  dereu 
Summe ,  so  ist  auch ,  innerhalb  derselben  Gränzen 

/ut  8x-l- /u,  8x+ /uj  Öx-h  •  • . .  = /üex-f-C. 

Denn  sey 

U4-|"U»  + "  =ü — R  , 

n  n 

SO  wird  R.  mit  wachsendem  n  sich  der  Gränze  0  immer  mehr  nähern.  Aber 
es  ist  hieraus  sicher 

woraus,  wenn  man  n  immer  mehr  wachsen  lässt  und  beachtet,  dass  weü 
--  /Rdx  =  R     mit  unendlichem    n    verschwindet   /R  9x  konstant  ist, 

der  Satz  unmittelbar  folgt.  Es  ergibt  sich  übrigens  daraus,  dass  der  Diffe- 
rentialquotient von 

/u^ex-J-Zu,  6x+/u,  6x-[- (a) 

gleich  u,  -{-u,  +Uj  + ,  also  endlich  ist,   dass  auch  die  Reihe  (a)  selbst 

stetig  ist.     Da  nun  ihr  Differentialquotient  gleich  U  ist,  so  muss  sie  gleich 

/Udx-|~C  seyn.     Man  sieht  hieraus,  dass  eine  Integralreihe,  die  aus  einer 
konvergenten  Reihe  entsteht,  innerhalb  derselben  Gränzen  immer  konvergirt. 


iDtegration  mittelst  unendlicher  Reihen.  1  g5 

Hierauf  gründet  sich'  die  Methode  der  Integration  mittelst  unendlicher 

Reihen.     Soll  man  nämlich  das  Integral  /U8x  bestimmen  und  ist  im  Stande, 

U  in  eine  konvergente  unendliche  Reihe  zu  entwickeln,  so  erhält  man,  wenn- 
"i  "t~  "2  4"  "t  H"  •  •  •  •  =  ü : 

Die  Entwicklung  selbst  kann  in  beliebiger  Weise  geschehen ,  etwa  nach 
dem  Mac*Laurin*schen  Satze  (§.16),  oder  in  anderer  Art.  Es  lässt  sich 
übrigens  auch  eine  direkte  Formel  aufstellen. 

Man  hat  nämlich,  wenn  man  in  der  Gleichung  (27)  des  §.  15  setzt: 

F(x)  = /u8x,  h  =  —x,  F(0)  =  C: 
1       '   1.28x      1.2.3  8x»  '         '  1.2...n.  jv  a— *  '      I.2..  (n+l) 


n 

wo  U|  gleich  ist  dem  Werthe  von  — ,  wenn  man  nach  der  Differentiation  an 

ex"" 
die  Stella  voo  x  setzt  (1  —  S)\  oder  0x,  da  auch  1  —  0  zwischen  0  und  1 

liegt.     Daraas  folgt 


/ 


n         a — 1  ii'f'  1 

-  ,  x*6u  ,    X»    8*u  ,       X        8       a_        x       u^ 


2  8x  '  2.3  8x»      "   •     -2.3..ng^«-t^2.3..(ii-+-l) 


£iDige  Beispiele  mögen  wieder  das  Verfahren  «rläuiern. 

/89> 
VI       e*8m*v 
bestimmen.     Da  (§.  1 7)  für  e*<  1 : 


Vl-e»sin«r  "  a  ;      2.4  2.4.6 

so  ist 

yVl— e'sinV  2    J  .2.4  y  2.4.6  y 

wo  nun  die  noch  rorkommenden  Integrale  nach  §.  42  ermittelt  werden. 

IL    Um  /-v-7===^8x  zu  bestimmen,'  wenn  e'<l  und  x'  eben  so  <I ,  hat 
J      Vi— X* 

man:  V^-e^-1- -e  x  -  ^A^  "^       27476®  

/•Vl-e»x»  /•     8x  1    ,  r  ^'e*  1.1    ,  /  x*8x 

»*^      y  vrrp  ^"  =y  vT^*  ""2"'  y  vr^""2.'4*  y  vt=t~ 

1.1.3  . 
2.4.6 
Was  nun  die  hier  rorkommenden  Integrale  anbelangt,    so  ist.  in'§.  41  (e)  : 

1                                                          yx    8x             X         Vl_ZL*  '_L 
m=2o,  T  =  — y,  n  =  2,  a=  — 1,  b=l.  also  /  ^—^  = 2^  k-t- 

2n  — 1    A**"'*8x 
H 5 — /      .  ,  rermöge  welcher  Reduktionsformel  jedes  dieser  Integrale  be- 

stimmt werden  kann. 


-Afe.- ■■+.»■ 


IßQ  Integration  mkteUt  anendlicher  Reihen. 

Man  erhält  allgemein : 

yfH^""        '^^         ^  L  2n    "^     2n      2n— 2"^2n— 2'     2n       2n— 4*^ 

.   (2n-l)(2n~3)...8  xT  ,  (2n  -  l)(2n -3)...  !„,.,_ 

+       2n.2n~2...4       ■2J+     (2n)(2n-2)r.T2~*"^*"  =  *^"^"^- 

/»  8x 

^  ^      .  ■        ^=  bestimmen,  "Wo  e'  und  «*  kleiner  als  I 

\/(l_.e*x')(l— «»x*) 

und  dessirleichen  x'  unter  1  ist.     Da  sowohl  ,  ,       — =  als  ^  ,  =    sich    nach 

*  \/i_e*x*       Vi  — «'x* 

§.17  in  unendliche  konvergente  Reihen  entwickeln  lassen,  so  ist  dies  auch  mit 

^  .  =  der  Fall.     Sey  also 

\/(l_oV)(l  — ä'xO  -^ 

■  ■      ^     — -■ =  Ao  +  A,x»+A,x*+ 

Va-e'x*)(l-«»x»)         «^    ^     ^    »^ 

wo  man  offenbar  berechtigt  bt ,  nur  gerade  Potenzen  Von  x  zuzulassen ;  alsdann  ist 
1 
(1— e»x«)(l— «»x»)    =(Ao  +  AiX»+A,x*4- )» 

=:Ao»+2AoA,x»  +  (A,H2A„A,)x*  +  (2AoA,+2A,  A,)x«+ 

woraus,  wenn  man  mit  (1 — e'x')(l — «'x')  =  l — (e'-|-*')x'-|-e'*'x*  i^Itiplizirt: 
l  =  Ao'+[2AoA,-Ao»(e»  +  03x»  +  [A,»+2AoA,~2AoA,(eHa')  +  AoVe»]xH 
..•...,  mithin 

Ao  =  1 ,  A©  =  1 , 

2AoA,-Ao*(e»  +  «»)  =  0, 

A/+2A0A,— 2AoAj(e»+t»)+AoV«»;=0. 

aus  welchen  Gleichungen  nun  Aq,  A|,  A3,  .  .  .  .  folgen.  * 
Hieraus  folgt  dann : 


*  Will  man  das  allgemeine  Gesetz  dieser  Gleichungen  erhalten ,  so  beachte  man ,  dass 
(Ao  +  A,x»+ )»  =  Aj+2AoA,x*+  .  .  .  +(A;  +  2A._,  A,^,  +  2A,_,  A„^,+ . 

....  +2A„A,Jx*»+2(A„  A^,  +  A^,A„^,+...+AoA,,^,)x*'+*"h  .  . .  .  so  diss 

also,  wenn  man  mit  l--(e'4-Ö3(^+e'«'z*niultiplizirt,  folgende  allgemeine  OleichoiigeD 
entstehen : 

Ai+2A„_,A^^,+2A._,A„^,  +  .  .  .  +2AoA,,~  2(e»+4r»)  (A._,A^+A^,A.^j+ 

••••+AoA2„_,)  +  e'*MALi+2A„_,A„+2A„__3A„_,.,  +  ...+2AoA,^,=0, 

2(A^A„^j+A„_jA„^j+...  +  AoA2„^,)-(e»+«*)(A;+2A._4A^,+2A„_,A,^, 

+  ...+2AoA2,)-h2e^VA„l,Ä.+A„_,A„^,  +  ...A.A,^,)  =  0. 
woraus,  bei  bekanntem  A©,  A,  . .  .,  A2^_^  folgen:  A,^,    Aj^_|_,   und  «war  unzweideiitig- 
Hiernach  würde  obige  Reihe  sich  in  folgender  Weise  fortsetzen : 
2(A,A,+AoA,)-(e»+e»)(A«+2A«A,)+2e»e»A,»A,=0, 
A«+2A,A,+2AoA4— 2(e«-h«0(A^A,+A«A,)+e'6*(A«+2A«A,)  =  O, 
2(A,A,  +  AjA4  +  A„Aj-(e'+c*;(A5+2AjA,+2AnA4)V2e»«»(AiA,4-A«A3)  =  0. 
AJ+2A,A,  +  2A.A,+2A„A«  -  2(e»  +  e^(A,A,  +  A,A4+AoAJ  +  e*e»(A«-h2A»A3 

+2AoA,)^0, 
2(A3A4+A,A5  +A,Ae+AoAj-(e»+«»)Aj+2A,A4+2A,A4+2AoAJ+2e**^A,A, 
+.AiA4+AoA8)  =  0.    •  . 


/ 


Integration  mittelst  anendlieher  Reihen.  I57 

^    y —  —  Aä  X  — f~       -;      ^"  — —       "4"  .   .  .  — r-  C. 

V(l      e»x*)0-e*xO        «^3^6^         ^ 

Es  Terstehrsich  Ton  selbst,  dass  man  dasselbe  Integral  auch  nach  Nr.  II.  be- 

1  1  1.3 

handeln  könnte,  da      .  _=  I+-o-e'x*-(- ---e*x*+.  ,  .  . ,  also 

r 8x ^  r 8x \_^^  r x»8x ^1^3  ^  r  'x*8x 

+  c, 

/'     8x 
..y  '     -;  zu  bestimmen,  wenn  x>  1 ,  setze  man 
Vx+x* 


und  hat  jetzt 

yvi+7*""/**  2/ X»  ^2,47  X-       -^^ 

1  ^ 

wo ,  da  -7-  <C1 ,  die  -Reihe  konvergirt. 

Eben  so  für  x  ^  1 : 

/^     ex  /*  8x         1   /-8x         1.3  /-8x 

yvM^VxViT  2yxVx'!"2.4yxvx      "^ ' 

wo  nun  die  einzelnen  Integrale  nach  der  Formel 

yxVx    y  2n-l  2n-l     j» 

beatimmt  werden. 

V.  Da  (»r  x»<  1) 

-—    =l+ix'+^x'+ 


VT= 


X' 


i  '    2        '    2.4 


/"     8x  ,1    x*,J.3x» 

•^ ""  y  VT^«="+ 2"  ^+274  y  +  •  •+^' 

— )        --  =  arc(8Üi  =  x),  80  ist  also 
/.  V      X    ,    1    x*  ,  1.3  X»      1.3.5  x'  ,^, 

wo  die  willkürliche  Konstante  sogleich  weggelassen  wurde,  indem  sowohl  arc(sin=x), 
als  auch  die  unendliche  Reihe  Null  geben  für  x  =  0,  also  G  =  0  seyn  muss. 

Dieselbe  Reihe  hätte  man  auch  aus  §.  10.  V  ableiten  können.     Bezeichnet  man 

8y    8*y 
nämlich  durch  y©,  y©',  y^",  .  -.  .  die  Werthe  Ton  y.  o~»  ö~i»  .  .  .  für  x  =  0 ,  so  ist 

y  =(n-2)»y.      .y   =0.y.=  l.y,=0. 


Temer : 


Daraus  folgt  dann,  dass  jl*  j!*  •  •  •  ^^^^ ;  femer: 


,:=,;= , .  y:=3v:=3».  ,:=6v:=5y /:+'=(2a-.A2„  -3/. . .  3^ 

"x*                * 
also  da  (§.  16)  arc(«in  =  x)  =  y^+y^y-hj^^+y^  fX2"^ 

/:  .       x.x»       1.3x?,  .    1.3...(2n-l)    x^""*"^ 

welche  Reihe  kosTergirt  fttr  x*<  1  und  auöh  für  x'  =  1.     (§.  17.  V.) 
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VI.  Ganz  eben  so  findet  man 

woraui 


r  ^^  x\   X»  ,  ^ 


x'       X*       x^ 
arc(tg  =  x)-x^  3  +"5  "~y"+" »*<>• 

Dieselbe  Reihe  könnte  man  aus  $.  10.  VI  in  der  so  eben  ang^egfebenen  Weise 
ableiten ,  indem  dort : 

y!=  -(n  -2)(n--l)y;;~',  y^  =.0.  y>  1.  y^  =0. 

VII.  Dass  man  auch  endliche  Reihen  mittelst  des  obigen  Verfahrens 
sumniiren  kann,  ist  wohl  klar  und  es  mögen  einige  Beispiele  zur  Erläuterung 
dienen. 

Sey 

(a-|-nb)(c  +  nd) (k  +  nOx""  (a) 

das  allgemeine  Glied  einer  Reihe ,  deren  einzelne  Glieder  erhalten  werden ,  wenn 
man  n=0,  1 ,  2, . . . .  setzt;  bezeichne  ferner  y  die  Summe  der  n-{-I  ersten  Glie- 
der, so  ist 

r     y  ac...k/9  y-f-i   .   (a+b)(c-f-d)..(k  +  l),V  «4-y+i   ,_ 

.iyyx  ax^-^-px     +         -i^T^i         ^        ^ 

(a-hPb)(c  +  "d)..(k  +  nl),9  nct-f-y+l 

Bestimmt  man  nun  ß  und  /  so,  dass  für  jedes  n : 

(a  +  nb)/9=no-fy4-l,  d.  h.  a/*  =  y+ 1 ,  b/^- o;  /^  =  -r-,  y  =  ~~, 

D  b 

was  immer  möglich  ist,  so  ist 

^yVx''ö«  =  c..kx^'^V(c-i-d)..(k+l)x"'^^"^*+...  +  (c+ud).  (k+nOx""'^^"'"*.  (a') 

Gesetzt  man  könne  die  hier  vorkommende  Reihe  summiren  und  sey  z  deren 

Summe ,  so  ist 

^     y      8z      ,-  1     8z 

''y*   "^fl"^»  alsoy=---  — , 

ÖX  aj7    OJ. 

wodurch  y  gefunden  wird.  Was  aber  die  Reihe  z  anbelangt,  so  hat,  abgesehen  von 
dem  Faktor  x^*,  ihr  allgemeines  Glied  die  Form 

(c-l-n-d)..-.  (k+nl)x"",  (b) 

d.  h.  wie  das  Glied  (a) ,  nur  fehlt  ein  Faktor  im  Koeffizienten.  So  wie  man  von  (a) 
auf  (aO  gelangt,  kommt  man  jetzt  von  (b)  auf 

,W^x^'8x=e..kx''''^V(e+f)..(k4-l)x""*"^'*'*+...+(e+nf)..(k4^^ 

a       ^      ca  — d 
wenn  ^       T*  ^       — d""' 

so  dass ,  die  Summe  der  bleibenden  Reihe  =  u  gesetzt ,  man  hat 

""^.^vex 

Wie  man  hier  weiter  geht,  ist  klar.     Schliesslich  hat  man  die  Reihe 

k  +  (k  +  l)x*+.-...+(k4-nl)x"" 
zu  summiren.     Ist  s  die  Summe ,  so  hat  man  abermals 

X  — I 


wenn  ß^  =  --  ,  y^  = 


Sammining  tod  Reihen  dnrch  Integration.  1  ßQ 

a  ka  —  1 


1   '  "  1 

1 
Dod  dann 


In  ähnlicher  Weise  kann  eine  Reihe  ^  deren  allgemeines  Glied 

na 

(a  +  nb)(c  +  nd).  ..  (k  +  nl)  ^^^ 

ist,  auf  eine  andere  zurückgeführt  werden,  in  der  das  allgemeine  Glied  einen  Faktor 
weniger  im  Nenner  hat.  Ist  nämlich  y  die  Summe  der  li>-|~  1  ersten  Glieder  der 
Reihe  (c) ,  so  hat  man 


du  ac.k    '  (a+b)(c+d)...(k+nl)  '    "  '   (a+nb)  (c+nd) ...  (k-j-nl) ' 

und  wenn  nun 

/?(on-hy)=a  +  ub,  a/?  =  b,  /9y  =  a;  /?=— ,  y  =  "Tr' 

et  D 

6(yxo  _  y-*r_j l! u     J l 1 

80  ist  ,?      ^^     -X       Lc...k'^(c  +  d)...(k-hl)'^""   '  (c+nd)...(k+nl)J' 

und  wenn  man  diese  R^ihe  summiren  kann ,  so  ist  (ihre  Summe  =  z  gesetzt) : 

/?yx^=  /x^~*s8x^  y=— y/x^^^Bx. 

Da  für  x:^0  immerhin  y= r,   so  kann  die  eintretende  willkürliche  Kon- 

•^       ac.k 

stante  leicht  hestimmt  werden.    Durch  mehrfache  Anwendung  desselben  Verfahrens 
gfelangt  man  schliesslich  zur  Reihe :  • 


1    ■,       X«       .       X»" 


X 


Y^kTi"^k+2i'^-'''+kTi^' 

fiir  welche  sich  ergibt  (wenn  s  deren  Summe) : 

ß*  — —~  =  x        -hx  i-  —  i-x  — 

Torausgesetzt,  eft  sey 

1        .      ka 


J 


^  =  -..r'  =  y. 


so  dass 


Die  Reihe,  deren  allgemeines  Glied 

(a+nb)(c+nd)....(k  +  nl)        na 
(a'  +  nb')(c'  +  nd').^..k'  +  nl')  * 
läftst  sich  durch  Anwendung  beider  obigen  Verfahrungsweisen  auf  eine  andere  redu- 
ziren ,   in  der  in  Zähler  und  Nenner  ein  Faktor  ausgefallen  ist.     Heisst  nämli<jii  y 
die  Summe  der  n-|-l  ersten  Glieder  der  Reihe  (d),  so  bekommt  man : 


(d) 


'f 


y«       ;^  (c+pd)...(k4-pi)    »«-»-y+1 

^*  7  (a'  +  nbO(«'-hnd') ...  (k'-hn!') 


wenn  wir  durch  S  die  Summe  der  Glieder  bezeichnen,  die  man  erhält,  wenn  man 

0 

B  =0,  1, . . .  n  setzt,  vorausgesetzt  es  seyen  ß  und  y  bestimmt  durch  die  Gfoichungen 

yyß=za,  y-f  l  =  a|>. 
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Ist  ferner 

°    (c+nd)...(k+nl)     na 

t(a'-f-nb')...k'+nIO  -'' 

^0(23/)      ^    (c+nd)..,(k+nl)   _B«-|-/-i  -.,. 

8x  0  (c'-i-nd')...(k'4-nr) 

wenn  aß*  =  h\  ß'y' =  A* ; 

femer  ist  dann 

während  die  Ermittlung  von  z  möglich  ist ,  wenn  man  die  Summe  (d')  bestimmt.  Es 
ist  leicht ,  diese  Betrachtungen  zum  Schlüsse  zu  führen ,  was  wir  dem  Leser  öber- 
lassen  wollen. 

§.47. 

Da  die  Grösse  /f(x)dx  wieder  eine  Funktion  von  z  ist,  so  kann  man 

ganz  eben  so  ihr  Integral  suchen,  was  man  durch  if  /f(x)dx  |  dx>    oder 

abkürzungsweise  durch  /  f(x)3x'bezeichnet  Daraus  wird  schon  klar  seyn, 
was  man  durch  das  Zeichen 

y  f(x)ax" 

bezeichnet.  Es  lassen  sich  nun  leicht  einige  Formeln  aufstellen ,  mittelst 
derer  man  solche  vielfache  Integrale  bestimmen  kann.  Ist  nämlich  y 
eine  Funktion  von  x ,  so  ist  (§.  36) 

.    y   yex»  =  xyir8x-yxy8x, 

/y8x'  =  x/yax«-/(x/y8x)8x 

=  x»yi8x-xy'xy8y-yyir8x+yyx»y8x 
==yx»yy8x-xyxy8x+yyx»y8x. 

Man  schiiesst  hieraus,  dass  allgemein: 

1.2...(n— l)y    y8x    =x      yy8x —x      yxy8x-H :^ ^x      /xy«» 

,  n  — 1     /*  ü~«   ft    -   /*  «-<   ß 
— ±— — x/ X       x8x+  /  X      78X 

sey.  Der  Beweis  dieser  Formel  geschieht  durch  den  Schluss  von  n  auf  n-fl- 
Da  nämlich 
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so  erhält  man  aus  obiger  Formel  dorch  nochmalige  Integration : 

1 .2.. (»-!)/    y8x'+*  =  ^y8x-x'-y*xy8x  +  =j^x"-y*x»y8x- 

— l/x"y8.+/x"y8x-=^/x"y8x+ 

Nun  ist 

-T+'-T2-+  ••+t:2-*^=-tL'-t+— 2 — -±-1:2-+"] 

also  wenn  man  mit  n  multiplizirt : 

/**       *.  »+1         » /*  «           n    a— 1  /*     ^      ,    li(n— 1)    a— 2/*,    . 
1.2...ny       y8x^  =xyy8x-yx      7''^®*+      1.2     *      /»'yö^- 

weiche  Formel  aus  der  früheren  entsteht,  wenn  mau  n-{-l  für  n  setzt,  und 
also  deren  Richtigkeit  beweist,  da  sie  für  n  =2  gilt. 

Da;  man  bei  jeder  Integration  eine  willkürliche  Konstante  zufügen  soll, 

so  wird  man  schliesslich  bei/  y9x*  hinzusetzen  müssen  ax"""  +bx""  4"«  • 

. . .  -f-  k ,  wo  af,  b . . . ,  k ,  der  Anzahl  nach  n ,  willkürliche  Konstanten  sind. 

Anm.  Der  so  eben  angegebene  Sats  iübrt  die  Bestimmong  eines  Tielfachen  Integrals 
aof  die  ron  einfachen  Integralen  snrück.  Man  hat  auch  weitere  Sttse  angestellt,  nach  denen 
die  Bestimninng  Tielfacher  Integrale  von  zusannnengesetzten  Formen  anf  die  der  einficheren 
znrückkoromt.     So  wenn  y  nnd  z  Funktionen  von  x  sind,  hat  man 

j  y*^'  =V  ^^-^  -Tei/     '^'    +— :2-8P 

J      '** TTä 8li/      •**    + . 

welche  Reibe  ins  Unendliche  gehen  kann.     Da  jedoch  diese  Untersnchnngen  für  uns  von  ge- 
ringerem Interesse  sind,  so  mOgen  sie  im  Augenblick  dahingestellt  bleiben. 

Es  bleibt  uns  nur  noch  Einiges  in  Bezug  auf  vielfache  Integrale  von 
mehreren  unabhängig  Veränderlichen  zu  sagen  übrig.     Die  Grösse 

'f(x.y)ex8y 

ist  ein  doppeltes  Integral  für  die  zwei  unabhängig  Veränderlichen  x  und  y. 
Schreibt  man  sie  in  folgender  Weise : 

/8x/f(x,y)8y. 
so  ist  dadurch  deutlicher,  angegeben,  was  zu  thun  sey.     Man  hat  nämlich 
zuerst  die  Grösse  /f(x,y)3y  zu  bestimmen,  wobei  x  die  Rolle  einer  Kon- 
stanten spielt ;  ist  diese  Integration  vollzogen ,  so  iotegrirt  man  nochmals 


//' 


MM«»*«     «r  ¥04     •«■•«« 


lA 
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/f(x,y)ey  =  F(x.y), 

SO  wird  allgemeiner 

yf(x,y)8y  =  F(x.y)+9'(x) 

seyn,  wo  c/(x)  eine  ganz  willkürliche  Funktion  von  s  ist,  indem  ja  die  sonst 
zuzufügende  Konstante  wohl  von  x,  das  hier  konstant  ist,  abhängen  kann. 
Hieraus  folgt: 

/exyf(x,y)8y=^F(x,y)8x+^g.(x)8x  +  i/.(y), 

wo  \p{y)  eine  willkürliche  Funktion  von  y  ist.  Da  auch  /  gj  (x)  9  x  wegen 
des  willkörlichen  ^(x)  eine  willkürliche  Funktion  von  x.ist,  so  ist  allgemein 

/8xyf(x,y)8y=yF(x,y)8x+vKy)+«>t(x)' 

WO  i//(y)  eine  ganz  willkürliche  Funktion  von  y,  ohne  x;  9i(x)  eine  eben  so 
willkürliche  Funktion  von  x,  ohne  y,  ist. 

Als  Beispiel  wählen  wir  etwa  das  Doppelintegral 

8x8y 
x^+y»- 

Zunächst  ist  /   ,  7   ,  =  —  arcl  tcr  =  —  I ,  -^ 

yx*+y*       X       V.*       x^ 

wo  T  eine  willkürliche  Funktion  von  y,  X  von  x  bedeutet.  Das  Integral,  das  hier 
noch  Torkommt ,  und  in  welchem  y  konstant  ist ,  könnte  etwa  nach  §.  46  ermittelt 
werden. 

Man  wird  beachten,  dass  wenn 

8*u 

■öTäf  =  '<*•">  • 
darausfolgt  n=  /yf(i,y)8x8y+X-f  Y, 

8'ti 

WO  wieder  X,  Y  Grössen  sind ,  wie  oben.    Da  nun  in  g— ^  die  Ordnung  der 

Differentiation  ganz  willkürlich  ist  (§.12),  so  wird  auch  in 'dem  Integral 

/ /f(x,y)9x9y  die  Ordnung  der  Integration  eine  durchaus  willkürliche  seyn, 

immer  natürlich  unter  der  Voraussetzung,  es  sey  f (x,  y)  immer  eine  endliche 
Grösse. 

Ganz  eben  so  folgt  aus 

Q^gyQ^  =  f('»y»g);  u=yyyf(x,y,x)8x8y8z+,.(x.y)  +  V'(x.«)+^ (>%*). 

wo  9(x,y)  eine  willkürliche  Funktion  von  x,  y:  i/;(x,  z)  eine  willkürliche 
Funktion  vnn  x,  z;  >l(y,  z)  eine  eben  solche  von  y,  z  ist.     In  dem  dreifachen 

Integrale  /  / /f(x,  y,  z)3x9y9z  ist  die  Ordnung  der  Integration  eine  ganz 

beliebige ,  in  so  ferne  nur  f (x,  y,  z)  endlich  ist. 
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Man  ersieht  hieraus  schon  im  Allgemeinen ,  \ras  man  unter  dem  viel- 
fachen  Integrale 


/// 


. .  .  f  (X|  y,  z, . . . .)  6  X  d  y  6  z . . . 

zu  verstehen  hat.  Dabei  ist  die  Ordnung  der  Integration  willkürlich,  so  dass 
man  also  zunächst  f(x,y, z, . . .)  nach  x  integriren  kann,  wobei  alle  anderen 
Grössen  y,  z, . . .  als  Konstauten  betrachtet  werden.  Diese  so  erlialtene 
Grösse  integrirt  man  sodann  nach  y ,  wobei  z,  z, . . .  konstant  sind,  u.  s.  w.; 
schliesslich  werden  dem  Resultate  willkürliche  Funktionen  zugefugt  von  je 
allen  Veränderlichen,  eine  ausgeschlossen,  also  so  viele,  als  es  Veränder- 
liche sind.     So  ist  etwa 


/// 


xyz8x8y8z  =  ^^-^-^-|-9(x,y)+yj(x.z)  +  9,(y,2). 


wo  tfitfti^2  ^^^^  willkürliche  Funktionen  sind. 
Allerdings  genügt  das  Integral 


//' 


f(x,y)8xÖy  =  u, 

wo  u  eine  bestimmte  Funktion  von  x  und  y ,  ohne  die  zuzuftigenden  willkür- 
lichen Funktionen,  ist,  der  Gleichung 

=  f(x,y). 


8x8y 

ist  aber  nicht  ihre  allgemeine  Lösung,  da  dieselbe  befriedigt  ist,  wenn  man 
zu  obigem  Werthe  von  u  noch  willkürliche  Funktionen  von  x  und  y  hinzufügt. 
Wollte  man  nun  gemäss  §.  29  aQ  die  Stelle  der  unabhängig  Veränderlichen 
X,  y,  andere,  (p  und  '^  etwa,  einfuhren,  so  würde  man  nach  §.  29  wohl 

dnrch  die  Differentialquotienten  von  u  nach  ip  und  i^  ausdrücken  kön- 
nen; für  das  Integral  //f(x,y)9x  8  y  wäre  damit  Nichts  gewonnen.  Wollen 

wir  überhaupt  dieses  letztere  umformen ,  so  werden  wir  uns  gar  nicht  an  die 
obige  Differentialgleichung  zu  halten  haben,  die  ja  doch  mit  dem  Integral 
in  einem  lockeren  Zusammenhang  steht,  sondern  wir  werden  kurzweg  das  In- 
tegral als  eine  Reihe  auf  einander  folgender  einfacher  Integrationen  ansehen, 
und  somit  nach  §.  36  für  jede  einzelne  Integration  zu  verfahren  haben.  Da 
wir  jedoch,  im  nächsten  Abschnitt  hievon  allgemeiner  handeln  werden,  so 
wollen  wir  die  Lösung  dieser  Frage  dorthin  verschieben. 


Neunter  Abschnitt 

D&s   bestimmte   Integral. 

§.48. 
Seyen  a  und.b  zwei  bestinunte,  endliche  Grö3sen,  f(x).eine  Funktion 
von  X,  die  fär  alle  Werthe  von  x,  von  a  bis  b,  endlich  bleibe;  ferner  ai.aj. 
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Aber  auch  eine  ganz  andere  ^inschiebung^weise,  als  die  anfllnglieh  ge- 
wählte, hat  keinen  Einfluss.  Denn  seyen  anfänglich  eingeschoben  a^,  .  .  ., 
a  :  dann  wieder  einmal  b, ,  .  .  .,  b  ,  wo  natürlich  schliesslich  n  and  m  on- 
endlich  gross  sind,  und  auch  von  bj,.. . ,  b^  angenommen  wird,  dass  b^ — a, 
bj  — b, , . . . ,  b  —  b*  sämmtlich  dasselbe  Zeichen  haben,  so  werden  die  Grän- 
zen  von 

und  (bi-a)f(a)  +  (b,-bOf(bJ  +  ...+(b-b")f(b    )    P*^     - 

einander  gleich  seyn.  Denn  man  denke  sich  zwischen  a  jmd  b  alle  Grössen 
a, , . . . ,  a^^,  bj , . . . ,  b^  in  der  gehörigen  Ordnung  eingeschoben,  so  wird  diese 
neue  Eintheilung  nothwendig  in  Bezug  auf  jede  der  durch  (i)  angegebenen 
Eintheilungsweisen  eine  solche  seyn,  die  man  erhalten  hätte,  w^nn  man  in 
(d)  Zwischenw^rthe  eingeschoben  hätte.  Da  nun,  dem  Obigen  gen)ä8s,'der 
Gränzwerth  dieser  neuen  Grösse  derselbe  ist,  wie  die  Gränzwerthe  der  bei- 
den Grössen  (^),  so  müssen  diese  letzteren  Gränzwerthe  selbst' einander 
gleich  seyn. 

Wie  man  also  auch  in  (43)  die  nach  einander  folgenden  Zwi- 
schen wer  the  a^,...,  a^  wähle,  der  Werth  von  /   f  (x)  dx  ist  immer 

derselbe. 

Wählen  wir  also  diese  Zwischenwerthe  so ,  dass  sie  alle  gleich  weit  von 

einander  abstehen,  d.h.  setzen  wir =^x,  so  ist,  wenn.Gr.  sich  aaf  ein 

unendlich  wachsendes  n,  also  unendlich  abnehmendes  Jx  bezieht,  auch 

/f(i)8x  =  Gr.Jx[f(a)  +  f(a+Jx)+f(a+2Ji)  +  ...+f(a+i"^=^ii«)],  (45) 

wenn  man  a|  =a-|-'^x,  a,  =a-f-2^x, .. .  a^  =  a-j-(n  —  l)Jx  setzt. 

Man  kann  das  oben  Gesagte  auch  noch  in  etwas  anderer  Form  aasspre- 
chen, was  flir  manche  Anwendungen  von  grosser  Wichtigkeit  ist.  Sind  näm- 
lich zwischen  a  und  b  die  Werthe  a| ,  a, , ...  a  eingeschoben,  und  man  lässt 
n  mehr  und  mehr  gross  werden,  so  werden  die  Differenzen-  a^ — a,  a, — »i, 
.  .  .  . ,  b  —  a^  immer  kleiner  und  man  wird  also  sagen  dürfen,  sie  werden  un- 
endlich klein  (§.3),  statt  zu  sagen,  man  gehe  zurGränze  über.  Da  die  Grös- 
sen f(a),  fCa^),...,  f(a^)  sämmtlich  endlich  vorausgesetzt  wurden,  so  sind 
dann  die  Grössen  (a^  —  a)f(a),  (a, —  aj)  f(aj,...,  (b  — ajf(a^)  auch  un- 
endlich klein,  und  bilden  das,  was  man  die  Elemente  des  bestimmten  Inte- 
grals nennt.  Dasselbe  ist  somit  gleich  der  Summe  seiner  unendlich  vielen 
unendlich  kleinen  Elemente.  Sobald  man  also  irgendwo  auf  eine  solche  Som- 
mation  kommt,  so  hat  man  immer  ein  bestii/imtes  Integral  zu  ermitteln. 

Anm.     Es  mag  TieHeicht  zur  klaren  Einsicht  in  das  Wesen  der  letsten  Angabe  beitragen» 
fig,  17,  wenn  wir  an  einem  Beispiele  erlAüten,  wie  dies  zn  Tenlehen  ist. 

Gesetzt,  ein  Körper  bewege  sich  finf  der Oentden  AM(Fig  17)  m»^ 

A  ^  MV  sey  am  Ende  der  Zeit  t  nach  M  gelangt;  seine  Geschwindigkeit  in 

M  sey  2=  f(t),  sodass  also  dieselbe  zu  jeder  Zeit  bekannt  ist;  man  will  wisa«a,  welcfien  Wcf 
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dtr  Körper  ia  dtr  Zeit  ••  to»  Anfang  an  gerechnet,  sarückgelegt  habe ,  vena  die  Beiregong 
in  A  angefangen  hat.  Sey  t  eine  unendlich  kleine  Zeit  —  ein  Zeitelement  —  v  die  Ge- 
schwindigkeit des  Körpers  in  M ,  gleich  f  (t) ,  so  ist  der  in  der  Zeit  r  zurückgelegte  Weg  =  t»  r 
=  f(t)c  (8. 34. 1),  welcher  Weg  nun  das  Element  des  ganzen  zurflckgelegten  Weges  bildet. 
Theilt  man  aUo  die  Zeit  z  in  unendlich  viele  unendlich  kleine  (gleich  grosse  oder  rerscfaieden 
grosse)  Zeittheilchen  «ab»  so  hat  man' für  den  Weg  in  jedem  derselben  einen  Ausdruck  wie 
den  obigen ,  so  dass  die  Summe  aller  derselben ,  d.  h. 

f(0)t+f(t)t  +  f(2T)T+....+f(z-T)t 

der  EurQckgelegte  Weg  ist.     Derselbe  wird  also  gegeben  seyn  durch  die  Formel : 


-/:' 


f(t)8t 


Dass  man  dasselbe  Resultat  auch  in  der  strengeren  Form  erhalten  kann ,  ist  leicht  tn 
Übersehen.  Man  würde  jetzt  sagen ,  der  in  der  Zeit  t  zurückgelegte  Weg  sey  zwischen  vt 
und  {v'\'Jv)t  enthalteur  wenn  Jv  die  Zunahme  der  Geschwindigkeit  während  der  Zeit  t  ist. 
£r  ist  also  ^iv-jr^it^wo  m  eine  GrOsse  ist,  die  mit  t  rerschwindet.  Daraus  folgt ,  dass  der' 
ganze  Weg  gleich 

n         n. 
wenn  v«,  v^ »..'.»  v    die  Geschwindigkeiten  in  den  Zeitmomenten  0,  r,2t , . . .  sind.     Diese 

D 

Summe  ist  gleich 

und  bleibt,  was  auch  t  sey,  dem  Wege  gleich.     L&sst  man  aber  t  immer  mehr  abnehmen,'  so 

wird  der  erste  Theil  i;ot-|-..  .-|-v  t  als  Gr&nzwerth  die  GrOsse  /    v8t=  /    f(t)8t  haben, 

während  der  zweite  (eo-i~*  ••H~'  )^  ^^^^  ^^^  unendlich  abnehmendem  t  der  Gränze  0  nähert 
(J.  34,  n).    Daraus  folgt  dann  obige  Gleichung.     (Man  Tergl.  8-  53.) 

§.49. 
In  §.  13.  III  worde  gezeigt,  dass 

Gr.  iix[F'(x)+F'(i+Ji)+...+F(x+h  — Ji)]  =  P(x-fh)— F(x>. 

Setzt  man  hier  x=a,  h  =  h — a,  ^x=  -^^,  also  x+h  — -^x  =  b ^^^ 

n     '  '  n 

=  °         "^*  =  a-f"(n^  i)'^x»  ßo  ist 

Gr.  Jx[F'(a)+F'(a+2lx)  +  ...  +  F'(a+^^2lx)]  =  F(b)~F(a). 

Demnach,  wenn 

F(x)=/f<;x)8x,  F'(x)  =  f(x). 

und  (§.  48) 

Gr.  Jx[f(a)+f(a+2fx)+.  .  .  +f (a  +  n  —  1  /li)]  =  ^    f (x) 8x , 
so  ist  /  f(x)8x  =  F(b)  — F(a),  wo   /f(x)8x  =  F(x).  (46) 

Vermittelst  dieser  Formel  ist  die  Ermittlung  des  bestimmten  Integrals 
/^f(x)dx  auf  die  des  unbestimmten  Integrals /f(x)3xzurückgef&hrt, 

und  wenn /f(x)9x  =  F(x),  so  ist  A  f(x)9x  gleich  der  Differenz  der  Werthe 

von  F(x)  für  x  =  b  und  x  =  a.     Die  Werthe  a  und  b  von  x  heissen  die 
Gränzen  des  bestimmten  Integrals.     Man  sieht  leicht,  dass  die  Zufügung 

D 1  •  ■  t  •  r  •  OitlMeatUl-  H.  Iat«frtl-R«ch&n&f .  12 


I  , 
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der  willkürlichen  Konstanten  bei  der  unbestimmten  Integration  nicht  notli- 

wendigist,  da  wenn  /f(x)9x  =  F(x)+C,  der  Werth  för  xi=b  ist  F(b) 

-|-C,  für  x  =  a:  F(a)-f-C  und  die  Differenz  beider  istP(b) — P(a),  wo  nun 
die  willkürliche  Konstante  verschwunden  i^t.  Dies  setzt  natürlich  voraus, 
dass  C  dieselbe  Grösse  ist  für  x  =  a  und  rürx  =  b.  Gemäss  §.36  wird  dies 
der  Fall  seyn,  wenn  f(x)  endlich  ist  von  x  =  a  bis  x  =  b,  oder  ^innerhalb 
der  Gränzen  der  Integration^,  was  wir  auch  immer  vorausgesetzt  haben  und 
noch  voraussetzen  werden.  Eben  so  muss  nothwendig  die  Grösse  F(x)  stetig 
verlaufen  von  x  =  a  bis  x==b,  d.h.  ein  jeder  folgende  Werth  muss  unendlich 
wenig  verschieden  seyn  vom  vorhergehenden.  Diese  Bedingung  ist  von  gros* 
ser  Wichtigkeit  und  es  könnte,  wenn  sie  übersehen  wird,  leicht  ein  ganx 
falsches  Resultat  zum  Vorschein  kommen.  (Yergl.  §.  50.)  Die  Fundamen- 
talgleichung (46)  rechtfertigt  auch  die  Bezeichnung  "des  bestmimten  Integrals, 
da  es  nichts  Anderes  ist,  als  die  Differenz  zweier Werthe  des  unbestimmten. 
Dass  übrigens  z.  B. 

A(x)8x=  /  f(i)8«==y*ff(u)8u, 

ist  wohl  von  selbst  klar,  da  wenn  /f(x)Bx  =  F(x),  auch /f(z)3z  =  F(z), 
/tXu)au  =  F(u),  also 

A(x)8x  =  F(b)-F(a),  /*Vz)8z  =  F(b)-F(a),  A(o)8o  =  F(b)--F(»). 

Wie  man  also  die  „Integrations-Yeranderliche'"  auch  bezeichnen  mag, 
ist  ganz  gleichgiltig.  Wir  können  nun  mittelst  des  Vorstehenden  sogleich 
einige  wichtige  Sätze  über  die  bestimmten  Integrale  nachweisen. 

I.  Es  ist  immer  /   f(x)8x=- /   f(«)8x. 
Denn  ist  /f(x)9x  =  F(x),  so  ist 

/*f(x)8x  =  F(b)-F(a),  A(x)Öx  =  F(a)-F(b), 

woraus  der  Satz  folgt. 

II.  Sind  c,  e,  ni,  n  beliebige  Grössen,  so  ist 

A(x)8x=/*V)exH-/V)8x+/"f(x)8x+ A(i)8*+/\(«)8x. 

Beachtet  man ,  dass 

A(x)8x  =  F(c)  — F(a).   A(x)8x  =  F(e)-F(c) A(k)8x  =  F(b) -F(n); 

so  wird  der  Satz  ganz  von  selbst  folgen.  Dabei  ist  nur  vorausgeisetzt,  dass 
f(x)  innerhalb  aller  Integrationsgränzen  «ndlich  sey,  da  sonst  von -einem  bei- 
stimmten Integral  keine  Rede  seyn  kann.  Man  heisst  den  in  obiger  Formel 
ausgesprochenenSatzdenvon  derEinsc  hieb  ung  der  Gränzen.  So  also  wäre 

y*^«8x=  A(x)8x+/V^^  O.I.W. 


..^« 

»» 
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IIL  Ist  C  ein«  Konstante ,  so  ist 

y   Cf(x)ex  =  C  A(x)8i.  \ 

Dieser  Satz  folgt  unmittelbar  daraus ,  dass 

/cf(t)8x  =  c/f(x)ex. 
Eben  so  ist 

/  (y  ±«±..)ö«  =  /  yöx±  /  x8x± 

IV.  Da  wenn  x  als  Funktion  von  z  angesehen  wird,  man  hat  (§^  36)? 

yf(x)8x=yf(x)||ex. 

8z 

wo  r(x)—  zuerst  in  z  auszudrücken  ist,  so  ist  auch 

Ol  . 

worin  a  und  ß  die  Wertbe  von  z,  die  den  Werthen  a  und  b  von  x  zugeh5ren. 
Denn  es  sey 

yf(x)8x  =  F(x).yf(x)^8«  =  ,.(x), 

so  geht  F(x)  in  9>(z)'über,  wenn  man  x  durch  z  ersetzt,  und  y(z)  hi  F(x), 
wenn  man  z  durch  x  ausdrückt.  Folgt  also  aus  der  Annahme  x  =  a  noth- 
wendig  und  unzweideutig  z  =  a,  aus  x  =  b  hingegen  z=/9,  so  ist 

F(a)  =  9(a).  ^(b)  =  90?), 
also  F<b)     F(a)  =  f.W-9(a).  d.h.  A(x)8x  =  /  fW  J^8z. 

Was  die  Werthe  von  a  und  /f  anbelangt,  so  sieht  man«leicht,  dass  sie 
im  AUgemeinenr  durch  Auflösung  einfr  Gleichung  zu  erhalten  seyn  werden. 
Ist  nämlich  ^(x,z)==0  die  Gleichung,  welche  den  Zusammenhang  zwischen 
X  and  z  ausdrückt,  so  folgt  aus  der  Gleichung  t/;(a,z)=:0  der  Werth  a  von 
z,  Dod  aus  ^(b»z)  =  0  der  Werth  ß  von  z.  Dabei  kann  es  sich  nun  ereig- 
nen» dass  eine  solche  Gleichung  mehrere  Wurzeln  zulässt,  und  man  also  in 
Zweifel  iLommen  kann,  welchen  der  Wejrthe  man  zu  nehmen  bat.  Im  Allge- 
meiiien  iässt  sich  hierüber  Michts  aussagen,  und  man  wird  also  im- speziel- 
len Falle  durch  demselben  angemessene  Betrachtungen  sich  ents.cl}eiden 
müssen,  desshalb  auch  mögiichi^t  vermeiden,  in  solche  Lage  zu  kommen.  Es 
kann  aber  noch  eine  zweite  Schwieri^eit  auftauchen.     Man  hat  nämlich  in 

f(x)  L-  die  Grosse  x  durch  ihren  Werth  in  z  zu  ersetzen ,  wozu  im  Allgemei- 

Den  ebenfalls  die  Auflösung  einer  Gleichung  nothwendig  ist.  Wenn  nun  diese 
Gleichung  mehrere  Wurzehi  zulässt,  so  entsteht  die  Frage,  welche  derselben 
man  za  wählen  habe.  Auch  hier  muss  der  spezielle  Fall  entscheiden.  Es 
Iässt  sich  darüber  nur  Folgendes  im  Aligemeinen  sagen.  Gesetzt  für  x=:a 
sey  z=a  und  für  x  =  b  sey  z=jj,  welche  Werthe  unzweideutig  seyen  und 
sey  z  =  9)  (x)  die  GHeichung ,  welche  den  Zusammenhang  zwischen  X  und  z 

12* 
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ausdrückt.  Gesetzt  nun  ^  (x)  wachse  beständig,  oder  nehme  hiestäDdig  at>  von 
x=^a.  bis  x=b  (yHx)  habe  dasselbe  Zeichen  innerhalb  dieser  Gränzen),  so  mnss 
dasselbe  auch  mit  z  der  Fall  seyn,  und  es  kann  daher  auch  nur  ein  Wertb 
von  X  aus  der  Gleichung  folgen,  indem  sonst  zu  zwei  verschiedenen  Werthen 
von  X  derselbe  Werth  von  z,.oder  zu  zwei  verschiedenen  Werthen  von  i  der- 
selbe Werth  von  x  gehören  miisöte ,  was  unmöglich  ist  Hat  aber  9  (x) 
zwischen  x  =  ^  und  x  =  b  Maxima  oder  Minima,  so  verhält  sich  die  Sache 
freilich  anders.  Gesetzt  es  komme  ein  solcher  Wei:th  zwischen  a  und  b  vor 
filr  x==c,  £0  wird  von  x  =  a  bis  x  =  c  der  eine  der  Werthe  in  z,  für  x=c 
bis  x  =  b  der  andere  gelten,  d,  h.  wenn  fiir  x  =  c:z  =  )^,  so  wird  man  von 
z  =  a  bis  z  =  /  den  einen  Werth  von  x  in  z,  von  z  =  )^  bis  z=r/9  den  andern 
setzen.     Welchen,  wird  man  in  jedem  Falle  leicht  entscheiden.  —  Man  wird 

sich  das  hier  Gesagte  am  Bequemsten  an  einer 

Kurve  zur  Anschauung  bringen  (Fig.  18).     Sey 

Ox  Axe  der  x,  O2  der  z,  ferner  z:=y(x)  die 

Gleichung  der  Kurve ,  Oa  die  Abszisse ,  die  der 

unteren  Gränze  des  Integrals  (x=:a)  angehört. 

-^  Geht  nun  die  obere  Gränze  des  Integrals  nicht 

über  Ob  hinaus,  so  wird  zu  jedem  Werthe  von  z 

auch  ein  einziger  reeller  Werth  von  z  gehören  und  umgekehft,  so  dass  für  z 

aus  z  =  ^(x)  auch  nur  ein  einziger  reeller  Werth  (innerhalb  der  betreffenden 

Gränzen)   folgen   kann.      Liegt  dagegen  die  obere  Gränze  des  Integrals 

/    f(x)9x  zwischen  Ob  und  Oc,  so  werden  zu  demselben  Werthe' von  z 

mehrfach  zwei  vei*schiedene  Werthe  von  x  gehören,  so  dass  jetzt  nothwendig 
aus  9(x)  =  z  zwei,  aber  auch  nur  zwei  reelle  Werthe  von  x  in  z  folgen 
niüssen;  davon  wird  der  eine  von  x=Oa  bis  x=Ob,  der  andere  von  x=Ob 
an  gelten,  d.h.. von  z  =  aA  bis  z  =  bB  der  eine,  von  z  =  bB  an  der  aadere. 
Liegt  die  obere  Gränze  des  Integrals  zwischen  Oc  und  Od,  so  werden  zu 
demselben  z  drei  verschiedene  Werthe  von  x  gelten  können,  so  dass  also 
Jetzt  auch  drei  Werthe  von  x  in  z  folgen  m&ssen.  Der  eine  gilt  voki  x=Oi 
bis  x=:Ob,  d,  h.  von  z=:aA  bis  z=:bB,  der  andere  von  xa=Ob  bis  x=Oc, 
d,  h.  von  z  =  bB  bis  z±=cC,  der  dritte  gilt  von  hier  an.  Wie  man  diese 
Betrachung  weiter  verfolgen  kann,  ist  leicht  einzusehen. 
V,  Da  (§.  36) 

worin  durch  (yz),_,^  der  Werth  von  yz  für  x  =  b  u.  s.w.  angedeutet  wird. 
.     VI.  Die  Grössen 

/•OD  /••  >+O0 

f(x)ex.     /  f(x)6x,    /  f(.)8x 
ä  J  —00  J  -00 
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1  1 

sind  die  Wcrthe  von  /    f(x)9x,   /    f(x)9x,    /    f(x)9x,  wenn  man  darin 

€  und  e'  anendlich  klein  werden  lässt..  Sind  also  letztere  Grössen  mch  end- 
lieh  nnd  bestimmt,  so  sind  es  auch  dfih  ersten.  Man  wird  also,  wenn  unend- 
lich grosse  Integrationsgränzen  vorkommen,  damit  zunächst  rechnen,  wie  mit 
endlichen  Gränzen  und  sehen,  ob  das  Ergebniss  ein  endliches  ist  oder  nicht. 
Ist  es  endlich,  so  wird  man  es  als  richtig  ansehen  müssen^  ist  es;  unendlich, 
so  kann  man  das  bestimmte  Integral  in  der  Rechnung  nicht  weiter  zujassen. 
Dabei  ist  natürlich  immer  vorausgesetzt,  dass  f(x)  innerhaljb  der  Integra- 
tioosgränzen  endlich  sey. 

VII.  Ist  in  dem  Integrale/   f(x)dx  die  Funktion  f(x)  so  beschaffen, 

dass  sie  von  x  =  a  bisx  =  ^(a-4-b)  dieselben  Werthe  hat,  wie  von  x  =± 
{(a-f^b)  bis^fcu  x=:b,  gleichgiltig,  in  welcher  Ordnung  diese  Werthe  auf 
einander  folgen ,  so  ist  (Nr.  II) : 

.       /    f(x)8x  =  /     f(x)8x+/     f(x)8x. 
^m  in  OB 

•j  (H-b) 

f(x)8x  =  Gr.  iix[f(a)+f(s  +  Jx)+. . .  +  f(i(a+b)-2lx)] . 

"*f(x)8x=Gr.ilx[f(i(a+b)H-f(4(a+b)+^x)+...-+-f(b-Ji)]; 

mithin»  da  die  Summen  f  (a) +,..  4-f[J(a4-b)  —  ^x],  fr|(a  +  b)l+. ,  ^ .. 
+f(b  —  ^xj  einander  gleich: 


y:"^-y;r- 


/b  >J(*-H»>  '  .        • 

f(r)8x=2y     f(x)8x. 

WäreQ  dagegen  von  x  =  a  bis  x=i(a+b)  die  Werthe  von  f(x)  zwar 
gleich  denen  von  x=^(a-)-b)  bis  x:2:b,  jedoch  immer  mit  entgegengesetz- 
tem Zeichen,  so  wäre  offenbar 

/4(*-|-b)  ^b  ^b 

'  f(x)8x  =  —  /     f(x)8x.  /   f(x)8x  =  0. 

Es  lassen  sich  diese  Sätze  leicht  auch  in  anderer  Weise  nachweisen. 

/•i^^-H»)  8x 

Sey  üämltoh  in  dem  Integral  /   f(x)9x  für  x  gesetzt  {(f^+h)—z,  so  i8t|« 

=  — 1  und  für  x  =  a.istz  =  i(b  — a)  für  x  =  i(a+b):z=:(H  also  nach  IV: 

f(x)Sx=:-/  fG(*+>^> -»]«»• 
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Ferner  setze  man  in  dem  Integral  /   f(x)9x:x  =  }(a+b)^z,  al8o|?=  1, 

J  ^(»H-b)  .®»         ' 

und  die  Gränzen  von  z  :0  und  ^(b  —  a),  alsa 

/     i{x)^x^  I     fß(b+a)+il8x. 

J   l(a4-b)  J  ^ 

Demnach  ist 

•  •/  a  ^0  •/  4(b~») 

/.^(b-*)  />i(b-a) 

=  /     f[f(*+b)+z]8z+/     f[i(»+'b)-z]8x  (I) 

/►j(b— *)    s  .-4 

tfö(*+b)+«]+fö(*+b)-«]!8i  (III). 

In  dem  einen  der  beiden  obigen  Fälle  ist  f[i(a+*^) — ^]  =  ^li(^+^) 
+z],  im  andern  f[iO'^+^) — ^1  = — ^ri(*+b)-f-z],  also  entweder 

/•b  Ai>-^^ 

j   f(x)8x  =  2/     f[i{a+b)+«]8z  oder  =0.» 

Setzt  man  aber  t(a  +  b)+z  =  x,  g—  =  I .  so  sind  die  Gränzen  von  x 
turz  =  0:|(|i+b),rurz  =  Kb  — a):b,  also 


/»b  /»b 

f(x)8x  =  2/     f(x)8x 


,  oder  =  0. 
D^ss  man  eben  so  auch 


/  f(x)8x  =  2/     f(x)8x 


erhalten  könnte ,  ist  wohl  klar. 

Wie  man  ähnliche  Sätze  aufstellen  kann,  ist  so  leicht  zu  übersehen, 
dass  wir  uns  dabei  nicht  weiter  aufhalten  wollen. 

YIII.  Sey  t//(x)  eine  Funktion,  von  x,  die  von  x=a  bis  x  =  b  endlich 
bleibt  und  immer  dasselbe  Zeichen  beibehält,  ^(x)  endlich  von  x=abi8 
X  ^  b ,  so  i$t 

y  9(x)ir»(x)8x  =  f>[a+e(b— a)]A;(x)8x, 

wo  %  zwischen  0  und  1  liegt.     Denn  es  ist  (§.  48) : 
b       '  • 

f)  (x)  i^(x)  8x  =  Gr.  [«^  (*)  ^(a) +f>(a4- ^f  x)  v/{»4-^x)+ •  •  .+f>(b— ^x)^(^-2lx)]iix. 

r 

Da  nun  die  Grössen  i^(a),  t^(a-|-4irx),...,i//(b— -^x)  sämmtjich  von  * 
demselben  Zeichen  sind ,  so  liegt  die  Grösse 

Gr.  fr(a)i^(a)+9(a+Jx)v;(a+Jx)+....-|-f>(b  — 2lxJ^(b  — zfx)]Jx 
.nothwendig  zwischen  den  Werthen 


/ 


08x,uDdda  /OBzaC^,  soiit/     08j[t=C  — C  =  0. 
0  J  J  9 
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wenn  ^(a+r^x),  y(ii  +  H^x)  der  grösste  und  kleinste  der  Werthe  ^(t), 
<|p(a-|-^x),...-,  y(h — ^x)  sind.  Daraus  folgt  die  Behauptung  ganz  un- 
mittelbar.    Für  i^(x)=  I  folgt  hieraus  die  Formel  (44)  in  §.  48. 

IX.  Gesetzt  endlich  man  solle/  y9x  bestimmen  uiid  ee  sey  y=f(x) 
von  z  =  abisx  =  c;  y  =  F (x)  von  x :=  c  bis  x  =  b ,  wo  c  zwischen  a  niid  b 
liegt,  so  hat  man 

yVex=yjra«+y]\8.=yVx)e«+yV(x)ax. 

Wie  man  in  anderen  ähnlichen  Fällen  sich  zu  helfen  habe,  folgt  hieratts 
unmittelbar. 

wir  haben  immer  ftaf  dis  veaentUehe  Bedingung  aafmeiluaai  genaoht,   dut  In 
f(i)Bi  die  GrOsse  f(x)  endlich  »eyn  mttiia  innerhalb  der  Qrtnten  d«i Integralen.  Diue 


TT' 


Bedingang  tat  angk  gani  nnerllaslich.  Nicble  desto  «eitigor  kann  ei  iith  ereignSD,  i&s»  vir 
baetimmte  Integrale  bebachlen  Verden,  nirdief(x)  an  den  (irAnzen.  d.  ii.  fUr  i  =  a  oder  s  =  b 
naendNch  i>t.  Kann  man  nacbweisen,  tut  man' nach  den  atlRemeiuea  Metbodeo  FQr  iolahe 
Integrale  endliche  Werthe  erhalt,  w  ninn  man  dieselben  gelten  lassen,  da  die  Gleichung  (46) 
BW  veMnllid  Toranoaut,  dai«  f(x)  innarhalb  dai  IntegTaiionaKranten  endlich  t«y.  Doch 
gdiOft  immer  gehörige  Vortiebt  hei  der  AnweiMhing  lokber  Integrale,  lumal  bei  deren  Ani- 
wMtlMBg  d«>a ,  Hiebt  in  IirthOnMr  in  TerlalleD. 

Ehe  wir  n  Beispielen  fibergehen,  wollen  wir  nochmale  auf  die  schon  in 
§.49  gemachte  Bemerkung  hinweisen,  dass  nämlich  die  Formel  (46)  ganz 
nothwendig  voraussetzt,  nicht  nur  dass  r(x}  endlich  sey  von  x=a  bia-  x=b, 
sondern  auch  dass  F(x)  innerhalb  derselben  Glänzen  stetig  verlaufe,  d.h. 
dasB  wenn  man  x  von  a  bis  b  sich  stetig  verlaufend  denkt,  auch  die  aufein- 
ander folgenden  Werthe' von  F(x)  in  derselben  Lage  sind.  Im  Allgemeinen 
wird  dies  nun  auch  nohl  der  Fall  bei  F(x)  Beyu(§.35),  doch  können  Fälle 
«ntreten,  die  als  zweifelhaft  erscheinen-  Betrachten  wir  z.  B.  die  Grösse 
arcf  tg  =  — "  ~-')  und  lassen  x  von  — a  bis  +a  gehen,  wobei  wir  immer 
arc(tg=ss)  zwischen  — -^  und  -j-y  wählen,  so  wird  fQr  x=  —  a,  V«-'— «' 
=0,al8oarcrtg  =  5^-i^~)=0;  ebensofür  x=a  wirdarc^tg^-'^^^P^J 
=  0.  Aber  die  Grösse  arcftg^  5-5-lM.^  verläuft  nicht  stetig  von  0  m  0. 
Denn  lässt  man  x  gehen  von  — a  bis  0,  so  wird  arcl  tg  = J  aller- 
dings stetig  verlaafeo  von  0  bis  —  y ;  von  x  =  0  bis  x  =  -ha  aber  wird  sie 
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nicht  von  — -5-  nach  0  zurückkehren,  da  jetzt  -^ •  positiv  ist,  vielmehr 

wird  sie  für  x  =  0  von  — T  ^^"^  2"  ^'^^rspringen  und  dann  stetig  von  y 
nach  0  zurückkehren.  In  (^eseni  Falle  rouss  man  das  Integral  in  zwei  ab- 
trennen.   Da  ^-arcl  tg=  ^^  ""— 1=  ~  ■■  =,  so  ist  also / 7-^==== 

öx       V  »^  X      J        ya*— X»  /  V»  —  «• 

—  arcl  tg=        "~— I  und  wenn  man  setzten  wollte   /     ^  .    '      =  — 

V^  X        ./  J_^    Va»— X»- 

ärc(tg=^0)+arc(tg  =  0)  =  0,  so  würde  man  einen  wesentlichen  Irrthom 
begehen.     Man  hat  jetzt: 

/  /'       =/    — |L=+/      _i^=:  =  -arc(tg;=-00)  +  *rc(tg=0) 

—  arc(tg  =  0)-|-arc(tg=  QO)  =  fr, 

wie  auch  schon  daraus  folgt,  dass  (§.  49.  VII) 

üebffgens  ist  auch  f—====  =  arcfsin  =  —  J , .  woraus ,  da  von 

—  a  bit 'Z=3-|»m,  wo  Tain  =  ij  stetig  von  •—  y  za-h  y  verläuft,    folgt 

.  ^      ^=arc(sin=I)  —  arc(sin=:  —  l)  =  ff.     Man  kann  überdies« 

noch  bemerken,  dass  wir  in  §.5  m  Wahrheit  nicht  gezwungen  waren, 
aro(tgs=x)  zwischen  — y  und  4--^  anzunehmen,  indem  immerhin  cos'y 

=  j  .  ,  seyn  wird;  wohl  aber  wäre  nicht  cosy  =  -|-Vi  — ^y>  wenn  mm 
nicht  arc  (sin  =  x)  zwischen  —  -^  und  +-^  nähme. 

I.  Da/x"8x  =  ?L— .  80  ist  (da  hei  m+l>0,  x'^*  =  0,  Ar  x=0) 


X  = 


/ 


/ 


m.  1 


X     8X= r-r,    inL+l>0. 

0  m+ 1 


Da  ferner  (§.  36)  /  ,^  ,  =  -?-  arcftg  =  ~\  und  bei  a>  0  für  x  =  dQ  Both- 
wendig  arö  Ttg  =  -^  j  =  —  t  «o  ist 


Eben  so  (da  e~*' Null  für  x  =  oo  ,  wenn  a>0): 
00 


/       e       ex  =  --,Ä>0;   /    8max8x= ,   /  '  oog*xax=-r. 


IL  Nach  §.  42  ist 


B«lifM«  dar  BandHMBg  iMMhniBMr  btagnd«.  Ig 

yd»  «8.  = -^ — +-«ri/""     ""■ 

Eben  »o; 

*  '       «     '  .        «  .11 

r»   .  »H-i   .  ^o      /*f  .  ««^1  „        /*i"     »■  .        2n— 1  /"r     ».-»  . 

y. ""    '"-drij,"'   •"7.  "•  ""-sr-y.  "•    "'■ 

y;~  ""srHy."-  ""• 

DieMD  Bedoktioiu&innelD   gamiw   ist,    da    /*8i  =  ~.    /*>tiixBi=l 


/>"""-y: 


..-»fr 

1)(2b-3)...1   «^     ^^H 
-2-   ^^H 

2n(2n  — a--8       .^^B 
(2,.  +  l)(2n— l)...a'^^P 


-(2,.  +  l)(2n— 1). 
m.  SMatmsiiiiiS.43,  IV— »fUr»,Mist 

y  »'+»•  n'+aV 

»       cot  161  = — r-; — i -\ — \-. — i^/«       OM      x8«. 

Dafilr  x==X  :  e  '^0,  wenn  a>0,  und  sowofil  (asinx4~'>w>"x)Mii  x>]> 
(ii«Kix  —  aoMx)  oor  x  für  z  =  K  niclili  OD  sind;  dafenicr  fQr  x=0:iiD  x^=9, 
vBBD  B^l ,  and  filr  x  =  'ä'  =  oo*      x^O,  wenn  n!>I ,  lo  folgt  bierMia; 

.-*"do'.8x  =  ^fe:V/       .^W-'.8i. 

»     ■  ■     «  . ,  -• 

lAitcraebeidet  man  ein  gerade*  und  nsgcradei  n,  nnd  beadiut,  da»  i§.  48)i 

a« 

OD  00  +00  7" 

/  •^••r-T.y.  •^■•'"'"^•y.-^"'-=-j-' 
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80  ist 

00' 

-ax  .  «m   ä 2in(2in— 1)>..2.1 1_ 

0   "^       ""     *''*-^[a»  +  (2B.)»J[a»-h(2m-.2)«J...[a»+2T»' 


y: 


ax     2m-f  1   *. (2m  +  1)2ni...3.2 1_ 

[a'+(2m+l)'J[a«H-(2m~l)«].;.[a»+3Ta»+r 


äff 


_.x      SM  «  2m(2m— 1) 2.1  e      * 

e       CO«     xöx=  


C 


«  [a*4-(2m)»J[a»i-(2in-2)»]....[a»+2»J'     a     ' 

__a« 
-•X     i«+i   p ^ (2m+l)(2ni)...8.2 e ^      ^ 

n^       '^*         ^*''~      t**+(2m+l)'J[»*H-(2m«J)«J..,[a«+3«jiqFl'^ 
s 
Ganz  eben  so  aus  §.43.  III: 

/•QO  /»OO 

e~**MBbxdi=   ,  ,  ^,,     /      e"^*cosbx8x  =  -5-T-rit  a>0. 
0  a'-f-b*    J  0  a*-|-b* 

IV.  Soll  das  Integral 


f 


n 

8z 


0  a-|-  bcosz 
ermiM^t  imtdm^,  so  hat  nrnn  sieh  zunächst  an  die  Fonneln  in  §.44.  III  zu  halten. 

Sind  wmn  a  wid  Jb  Vta^mselben  Zeichen  und  zwar  beide  positir,  so  wird  a-f-boosx 
nicht  0  VW  x=äO'ltl  x= y ,  so  das«  das  hestunmte.  Integral  zulAsaig  ist.     Wären 

aber  a  tat  b  tmi  Terschiedenem  Zeichen ,  so  wOrde  a*-f-bcosx  Null  för  oosxs:-|^, 

d.  h.  für  einen  Werth  ron  x,  der  zwischen  0  und  -^  liegt;  also  ist  das  Intiegcal  un- 
zulässig. Sind  a  und  b  negativ ,  so  hat  das  Integral  denselben  Werth ,.  wie  Ar  po- 
sitive a  und  b ,  nur  ron  entgegengesetztem  Zeichen ,  so  dass  es  genAgt ,  a  und  b  als 
positiv  anzusehen.     Sej  also  a>0,  b^O,  so  ist 

ya  +  bcoii     \     y^»»_b»        V  2       ~    «— b^ 

l=,i    ? , |.b>.. 

IVb«-a'    V.Vb=^atg|-VbTiJ 

-tgy.  b  =  a. 
Demnach ,  da  tg -ö*  und  cotg  -^  stetig  verlaufen  von  x  =  0  bis  x=:  ^  * 

/'T      8x  2  r    _\/H:J^^  ,    __2__-?L- 

,  a+bcb.x-~y^I3bi^'l*«-  V  a-bJ"^V?Znii2- 


*  Es  ist  immer  arc  (tg  =  «)-|-arc  I  tg  -  —  1  =  ---^ 
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n 

yo»+bco»j  Vh'-t'  vymi-Vb^v/   Vi?»— >»    • 

/      ~TT =  — ,a  =  b>0. 

y  f  a+b  eosx      a  ^ 

V.  Es  ist,  wie  man  ans  §.  36  leicht  findet: 

/n  — x^  a  —X  ,       /  n— 1    — x^ 

X  e     ox  =  — 'X  e     -\-ni  x       e     8x. 

Ist  nun  n>0 ,  so  ist  für  x=0:  x"  e"^==0 ,  und  für  x  =  00  :  x'  eT^  =  0 ,   wie 
»ich  aus  §.  22.  II  ergibt.     Demnach  •  • 

/      X  e     8x  =  n/      X       e     8x. 
worauf,  da/     e~^8x=?=l: 

'^       /      e""*x"8x  =  n.(n— l)(n--2)...  l,  n>0. 
So  fol^  aua  $.  36.  lY  auch : 

y^  x^(x)8x=.~^^-i^.  n+l>0».ffi^^ 

VI.  Es  ist  (8.49,  Vü):     , 

/     sinx8x  =  2/      tmxBx,  /    cosx8x  =  0,  /    8in"x8x=2/     8in*r8x, 

•'-•   Va'+x»       y  0  VaH-x»  ^0  ^0  •^  0 

y^     eot"xax=r2y  %os"x8x,y     f(x*")8x  =  2y    iix^)^^^      (Ax'-1-BiL*)8i^0. 
- .  -  f  — •      .  "  • 

Vn.  ICan  soll 

/    ^' 

•L.  (r»--x»)Va*— X» 

worin  r^a^O  ist, .ermitteln.     Man  setze  x  =  acos<p,  was  immer  gestattet  ist,  da 

ja  x<a,  so  ist  (§.  44): 

/'  8x r — aMnf>8f> /*        8»  ^      " 

(r*-x»)  Vl?"=T*"/(r»--a«to«»f>)  Va^-a^cosV""     y  r»— a»coi»f> 
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4-««(tg=VrHFi"°*«i)]- 


J7'(."^i) 


Für  x= — abtcos9^=— 1,  also  g)=rflr;  för  x=4"*  >**  «>»<P=+1»  »1»« 
<p=0,  so  dass  man  (p  Ton  9r  bis  0  zu  nehmen  hat  (S.*^^»  I^*     Fflr  9=:jr   ist 

eotg^=^cotg  Y^^^J  für  g)  =  0  ist  cotg-g-rrcotgO  =  ao,  also  folgt,  da  alle 
Grössen  Ton  qo  =  ;r  bis  (p  =  0  stetig  verlaufen: 

/*  8x  1  fit    .    t<^_  i<  . 

VIII.    Sey  ff  ax  +  —  }  eine  Funktion  von  *2t  +  — •  i  ^*®  ™*°  also  er- 
hält, wenn  man  in  f(z)  für  z  setzt  ax-{ — J  nnd  sey  das  Integral 

vorgelegt,  von  dem  wir  annehmen  wollen,. däss  es  zulässig  sey,  d.  h.  dass 
ffax-j j  endlich  sey  von  x  =  0  bis  x  =  qo  .     Man  setze  nun 

X  2a     2a  ^  82     2a     2aV?^4ab 

SO  ist  (§.  36) : 

und  es  fragt  sich  nun ,  welches  der  zwei  Zeichen  im  bestimmten  Integral  za- 
zulassen  ist  (§.  49,  IV).  Setzen  wir  a  und  b  positiv  voraus,  so  ist  axH — 
unendlich  für  x  =  0  und  x=:  (X>,  aber  immer  posifiv  innerhalb  dieser  Grän- 
zen;  diese  Grösse  erreicht  ihren  kleinsten  Werth  ftir  a j  =  0    (§.  24), 

d.  h.  x=  Y^~5  von  x  =  0  bis  x=y/—  nimmt  alsa  axH — ^     mithin 

auch  z,  fortwährend  ab  (von  00  bis  a  y/ [-  b  y/ -^  =  2  \^)\    von 

x=  V/  —  bis  x=  00  nimmt  dagegen  ax+-—  (also  auch  z)   fortwährend 

^       a  X 

zu  und  zwar  von  2VÄb  bis  oc  .  Demnach  muss  z  gehen:  erstens  abneh- 
mend vop  z=  00  bis  z=2Väb  fx  von  Null  bis  V~")>  zweitens  zuneh- 
mend von  z  =  2\/äb  bis  z  =  QO  (x  von  V"~  ^'s  oo). 

a 

Soll  aber  für  z  =  00  die  Grösse  x  =  0  seyn ,  so  ist  dies  nur  möglick 

wenn  das  untere  Zeichen  gilt,  da  ^^4-^7-  V«*— 4ab  für  z  =  00   nicht  0  ist; 

Za     ZK  ^ 

soll  für  z  =  00  die  Grösse  x=oo  seyn,  so  muss  das  obere  Zeichen  gelteo. 
Demnach: 

▼OD  X  =  0  bis  s  =\/ —  f  d.  h.  tod  s  =  00  bis  z  =  2\/ab  gilt  das  unten  Zeteben, 

a 

▼on  X  ^  \/ —  bis  X  =  OD  ,  d.  b.  Toa  x  s2V^  bis  z  =  00  gilt  das  oben  ZeiebMi. 

a 


nji^fi 


und  man.  sieht  leicht,  dass  dann  wirklich  allen  Bedingungen  Genüge  ge- 
schieht.    Somit  ist 

tl/ib  jV«b  OD  00     . 

00  CO  tWb  ^^^^ 

d.h.  gemäss  §.49,  I: 

y      V     '  tJ         ay    ^v*'— 4ab- 

0  2V«b 

Letztere»  Integral  iässt  sich  nochmals  umformen.  Setzt  man  nämlich 
a' — 4ab=u^  Zr-  =  u,  V«*— 4ab  =  u,  so  sind  die  Gränzen  nach  u  :  0 
und  CX) ,  so  dass 

00  00         00 


• 

»Sil 


IX.  Sey  das  Integral  /  f (acosx+b sin x) 9 x  umzuformen,  wobei  a  und 

b  positiv  sind. 

Setzt  man  acosx-|-bsinx  =  z,  so  wird,  wenn  -*-=^tg^,  z  ein  Maximum 

erreichen  (Ör  x='p  r<  ^J,  und  alsdann  ;=  Va*+b»  seyn,   während  fttr 

x  =  rr-j-^  das  Minimum  von  z=  —  \/a*+b»  ist.     Sey  also  VsM-b*  =  k» 
so  ist 

E  ttetig  Ton  X  =  0  bU  z  =  9 ,  and  bat  die  GrAnEwerthe  a  und  k  t 

z  stetig  TOD  x  =  9bisx=:tf-|~pf  vi^<^  bat  die  GrftQzwerthe  k  and  —  k » 

z  stetig  Ton  x  =  «f-f-c  bis  z  =  2it^  and  hat  die  Gränzwerthe  — k  and  a. 

Feraer  ist  z  =  acosx-H^sinx=:a[co8x-[-tg^8inz]  = -,  co8(^— x) 

zcoi^  8z  1  1  coBp      _  4.  ^? ^_ 


a     'dz     beosz-^asinx     a[egpcoBx  —  sinz]     asin(p  —  z) 

a 

eotp 


=  ±— 7=^==.    Hier  gilt  das  obere  Zeichen  von  x  =  0  bis  x  =  p,  und 
Va* — z'cos*^ 

x  =  jf-|-^  bis  x=:29r,  da  dann  sin  (^ — x)>0;   vonx  =  p  bis  %-=n-\-Q 
gilt  das  untere  Zeichen.     Man  hat  also 

/f(aeos«+bilnx)8z= /f(acos»+b«lnz)8z-h  /f(acosz+bslnz)8z 
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H"/f(»co8x+b«mx)dx 
J  «-4-0 


— k 


A  k  ^k 


— k  — k  —k 


Da  JECos^<al  weil  C08^=  y  J>80  8©yzcos^  =  a8in5p,  also  — = ^ 

=  kcos9,  so  sind  die  Grfinzen  Von  <p :  —  y  w^d  +y>  und  da  z  =  k  siny, 
!^o  ist  eodlich 

/f(aco«x+biiDx)8x  =  2/        f(ksiD9)89>«  k  =  ya*  +  b*. 

X.  Ist  das  Integral  /     f(sin2x)co8xdx  Torgelegt,  so  hat  man  .(§.49,  U): 

/     f(siD2x)cosx8x=  /     f(tin2x)cosx8x+ /     f(ffn2x)co«x8x.     . 

0  0  T 

Da  aber  8iii2x  yon  x=:  -7-  bis  x  =  -2~  gaoz  dieselben  Werthe  hat,  wie  iiii2x 

fi  %         fi 

von  z  =-T-  bis  0 ,  und  dessgleicben  cosx  von  x  =-7-  bis  -o*  dieselben  Werthe  wie 

sinx  Yon  x=:-r  bis  0,  so  ist 

K  n 

.  /      f(sin2x)cöBx8x  =  /     f(8in2x)«iaz8x, 

T  '0 

n 
vffis  man  auch  findet ,  wenn  man  x  =  -ä —  2  setzt.     Also :    . 

«  *.  n 

yf(Rin2x)cosx8x=  /  *f<8in2x)(co8x  +  8iDx)8x  =  /  *f(8iii2x)  Vi +«o2x8i. 

Man  setze  nun  sin2x=nco8'z,  was  man  darf,  da  sin^x  immer  positiT  islvoo 
0  bis  ~  für  X ,  so  ist 

A    8x  8x  sinzcosz 

C0B2x—    = — 8IDECOBZ,      r— = ^TT-. 

8  z  8  z  oos2z  . 

Die  Grosse  cos.2x  ist  positiv  Ton  x=:0  bis  x  =  -7-,  also  ist 

i)x  sinzcosz  sinzcosz  sfaitcosz 


8z  Vl~»  'Sx  Vl-co8*E         yi  —  ew*z  VH-co«*z 

und  mithin 


Dtr  Taylor'idi«  Sato.  ]  g.} 


f(rfa2i)e<Mx8x  = -^  /    -^ y.  ±--: =i:  /     f(eoB'f)coti8z, 

T  0 

/*f(ihi2x)ooix8x=  y  *f(coi»x)ooix8x. 
0    •  i/o 

U.  Es  ist  Allgemein 

f(a+h)-f<a)=  /^f(x)8x. 


man  hier 


x  =  a-|-h — 8,^— =  — 1,  ifoiLhUfO, 

0  X 


f'(x)8x=— 7    f(a+h  — «)8z  =  /    f(a-|-h-«)8«. 

U)er(§.49,Vund§.36): 

/f(a+h— »)8z  =  if(a+h— «)+  /«f'(a+h— «)8i. 

y^f  (a+h  — «)8i  =  hf(a)+/*  ir(a-Hh— x)88; 

y*ar(m-hh-E)8x=yr(a+h-i)+y*^f»(a+h-«)8i. 

y*\r'(a+h-x)8«=~^'(a)+y*^^|^f»(a+h-t)8i; 

lach 

f 

Da  z*  von  z  =  0  bis  z  =  h  immer  dasselbe  Zeichen  behält,  so  ist  (§.49, 
f  2f:;;^(a+h-.)8.=  f-+*(a+h-eh)/  ^8,=- 

0  0 

Die  Gri^Bse  6  ist  zwischen  0  msd  1  i  also  eben  so  1 — Q.     Setzt  man 
alb  kurzweg  6  f&r  1  — 9 ,  so  ist     .  . 


1 
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Dass  dieser  Satz  nichts  Anderes  ist»  als  (27)  in  §.  16  ist  ganz  nnrnh- 
telbac  ersicbtUch,  s\>  dass  dieser  wichtige  Satz  hier  in  einer  Tom  FrOheren 
ganz  unabhängigen  Weise  abgeleitet  ist.  Die  Voraussetzung ,  die  wir  dabei 
machen  müssen,  ist,  dass  f*'^*(a-f-h — z)  endlich  sey  von  zr=0  bis  z=h, 
d.h.  f"''"*(z)  endlich  von  2  =  a  bis  z  =  a-|-b,  da  sonst  das  bestimmte  Inte- 
gral nicht  zulässig  wäre. 

Man  kann  dem  Restgliede  noch  eine  andere  Form  g^ben.  Nach  §.  48, 
Formel  (44)  i?t  auch 

0.  .  '        • 

also  wenn  man  1  —  0  für  ©  setzt:  - 

z"f"^\a+h  -  ?)  8  2  =  (1  —  e)*h"'^*  /^(tL+eh) .    und 


J   0. 


/. 


0 

f(>-t-h)  =  f(»H-|f(»)-h-^f'(a)  +  -  +  ~-f'(a)+^^~f^\-l^'^*C«+eh)- 

Diese  Formel  ist  dieselbe  mit  (27')  in  §.15. 
Xn.  Gesetzt  man  kenne  die  Summen  der  beiden  Reihen 

A+Bx+Cx'+ =X,      •      ^ 

*'+T+S  + =x.. 

WO  X  und  X'  Funktionen  von  x  sind ,  so  erhält  man ;  indem  man  beide  multiplizirt« 
eine  Reihe ,  in  der  Glieder  mit  negativen  und  mit  positiYen  Potenzen  Ton  z  yorkom- 
men,  so  wie  eine  Anzahl  Glieder,  die  kein  x  enthalten    Diese  letztvmi  sind  otfenbar 

AA'+BB'+CC'+ ,, 

während  die  ersteren  die  Form  -r ,  die  zweiten  ßx   haben,  wo  n=:  1 ,  2 itt. 

.X 

Man  hat  also 

...  •       • 

XX'  =  AA'+BB'+CC'-h +2~  +  Sj9x*. 

X 

wo  die  £  die  Summen  der  Glieder  erster  und  zweiter  Art  bezeiobnen.  Man  teUe 
nun  hier  (§.  17) 

<  x  =  cosz-|'i8inz  und  x  =  cosz  — i  int, 

wodurch  XX'  zu  Z  und.Z'  werde,  so  ist  wegen 

1  _  a 
=  cosnz^isinnt,  (coiz+isiuz)    '=*0O8nziitfcnnf : 

(co^z+isinz) 

Z  =  AA'+BB'4-  .  .  .  +Sa(cosnz  — iiinn«)-hS,'?(cosüi+isinni), 

Z'  =  AA'+BB'+.  .  . +2;a(cosnz-hisifinz)  +  2^(cosn»  — rginnz), 

also  Z  +  Z' =  2(AA'-t  BB' +  .  •  .)+22:aco^nz+22^cosnz, 

und  folglich  da 


/:■ 


coB  n  z  8  >  =  0 , 


AA+BB'+CC  +  .  ...=  —/  (Z+ZO  8t,     .      , 

Termittelst  welcher  Gleichung  die  Susune  der  (endlichen  oder  anendliohen)  Beihe 
erster  Seite  gefunden  wird. 

Anm.    Wir  haben  M  den  hier  m&tgeUieilteo  Beispielen  iamer  dinuf  geseh«i,.4aii  A* 
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vnbefltiinmte  Integration  ausgeführt  werden  konnte,  so  dass  alsa  das  bestimmte  Integral  unter 
geschlossener  Form  erschien.  Es  rersteht  sieh  Jedoch  von  selbst,  dass  man  Ton  der  in  $.  46 
angegebenen  Integration  mittelst  nnendlicber  Reihen  unbedingt  Gebranch  machen  darf,  unter 
der  Voransiietsnig,  die  erscheinende  Reihe  sey  konrergent     So  wire" 

+ 

wo  Dm  die  noch  Torkommetiden  Integrale  leicht  so  bestimmen  sind.. 

Umgekehrt  lAsst  sich  ans  bestimmten  Integralen  auch  auf  die  Konrergenz  unendlicher 
Reiten  ein  Rfieksehluss  machen.     Sey  nflmlich 

ttc+u,-|-u,+ (a) 

eine  unendfiche  Reihe ,  in  der  wir  roraussetzen ,  dass  ron  dem  Gliede  u^  an  (wo  m  beliebig 
gross  seyn  kann)  alle  Glieder  positiT  sind  und  von  da  an  abnehmen.  Da  «^  eine  FSinktion  von 
n  seyn  wird,  die  wir  =  f (n)  setsen  wollen,  so  heisst  die  Reihe  auch 

f(l)-(-£(2)  +  f(3)+ ,  (V) 

und  es  wird  dieselbe  kouTorgiren,  wenn  f(m)4~f(ni-H])-|-.. ..  endlieh  ist;  diTorgiren,  wenn 
diese  Grosse  unendlich  gross  ist  Gesetzt  nun,  f(z)  sey  eine  stetige  Funktion  von 
z,  so  ist,  da  f(z)  abnimmt  mit  wachsendem  z,  für  b^a  nach  $.  48,  Formel  (44): 

f  f(z)ex  =  (b  — a)f[a+e(b  — a)J,  d.  h.  /  f(z)8z>(b-a)f(b)  und  <(b  — a)f(a). 

Demnach  ist 

^»■+1                               /»»+*                              /»">+* 
/    f(z)8x>f(m-fl).    /  f(z)8z>f(m+2),    /  f(z)8x>f(m+3) 

<f(m),  <f(m+l).  <f(in+2) 

Daraus  folgt,  wenn  man  }.  49,  tl  beachtet : 

f(xX8*<f(m)+f(in+l)  + j  f(x)8z>f(m+l)+f(m+2)  + 

Ist  demnach  /  (f(z) 8z  endlich,  so  ist  es  auch  f(m4'l)-hf(^~h2)H' «  d.h.  die  Reihe 

(a')  konrefgirt;  ist  /  f(z)8z  unendlich,  so  ist  es  anch  f  (m)  -|-f  (in-|-l)-h •  d.  h.  die  Reihe 

(aO  dirergirt. 

„   ,,  ,       1         ,       /.^  8z         1            1               1            1         _^      .           1 
Itts.  B.  f(n)=— ,  so  ist  /       —  =  T . 7  —  ; .     ,_,.    Da  aber j—r 

n  y  „     z  00  m  00 

'  111 

f&r  a<^l  unendlich  ist,  dagegen  0  fttr  a>l ,  so  konvergirt  die  Reihe 1 1 1-  .  .  . . 

1*      2*      3* 

fUr  a>  1 ,  di?ergirt  fttr  a<  1.     Für  a  =  1  ist  /  —  =  1  (z) ,  was  für  z  =  00  zu  00  wird ,  so 

dass  die  Reihe  noch  divergirt  l&r  a=l.     (Yergl.  „Grundzüge *"  S.  25.) 

Istf(n)=— ,  seist  /-^8z  =  AD(z)]*.  welche  Grösse  für  x  =  00  zu<X)   wird, 
n  J      TL 

\t\\        1/2)  2  3 

dau  die  unendliche  Reibe -y^+^+  .  .  .  divergirt.     Das  unendliche  Produkt  y2,yS  . 

y^ ist  also  unendlich,  da  sein  natürlicher  Logarithmus,  gemAss  dem  Gefundenen, 

Ist 


so 
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§51. 

rf    —    Ä 

Setzt  man  - — -  =  Jy^  and  ist  f(x,  y)  eine  Funktion  der  zwei  anab- 
hängig Veränderlichen  x  und  y ,  so  ist  nach  §.  48  die  Orösse/    f  (x,  y)  d  y 

der  Werth  von 

^y[f(x.«)+fU*  a-h  Jy)-|-f(x,  a-h2^y)-h  • . .  •  +  f(x,  ^-  Jy)] 
mit  unendlich  abnehmendem  Jy,  d.  h.  mit  unendlich  wachsendem  n.   Daraas 

folgt,  dass  wenn ^=J\,  die  Grösse/   9x  /    f(x,y)9y  der  Werth  von 

^lxJy[f(a,a)  +  f(a  +  Jx,a)+f(a-h2Jx.a)4-...+f(b  — Jx,a)J 

HrJxJy[f(a,a-(-Jy)-hf(a-t-^x.a  +  Jy)  +  f(a+2Jx,a  +  Jy)  + 

-i-f(b— Ji,  a-hJy)]  (a) 

-|-JxJy[f(a,o  +  2  Jy)  +  f(a  +  Jx.a+2  Jy)-|-f(a+2  Jx,«+2iiy)  + 

+  f(b  — Jx.a+2Jy)3 

+  JxJy[f(a.,^— i^y)+f(a+Jx,,9  — ^ly)-hf(»+2^x,|?— üly)+ 

+f(b-^lx,|?-iiy)-J 

mit  unendlich  abnehmenden  J\  und  //y  ist.  Die  Grösse  (a)  lässt  sich  je- 
doch auch  in  folgender  Weise  schreiben  (indem  man  horizontal  statt  vertikal 
ordnet) : 

JxJy[f(a,a)-f-f(a.a4-Jy)  +  ...+f(a,/^— Jy)] 
-rJxJy[f(a+Jx,a)-|-f(a+iix.tt  +  Jy)  +  ...+f(a-|-iilx,^— Jy)]  (a') 

4-JxJy[f(b  — Jx,a)  +  f(b-Jx,a4-Jy)4-...4-f(b— Jx./9— Jy)] 

und  kommt  jetzt  auf  /  8y/  f(x,y)9x  zurück.  Aus  der  Vergleichung  der 
Grössen  (a)  und  (a^)  folgt  ganz  unmittelbar,  dass 

/*8x/f(x,y)8y=  /8y/f(x,y)8x  (48) 

seyu  wird.  Dabei  ist  jedoch  wesentlich  vorausgesetzt,  dass  die  Grössen  a, 
b,  a,  ß  von  x  und  y  ganz  unabhängig  seyen,  so  wie  dass  f (x,  y)  innerhalb  der 
Integrationsgränzen  endlich  sey.  Was  nun  die  Auswerthung  einer  solchen 
Grösse  anbelangt,  so  ist  wohl  klar,  dass  wenn 

I   f(x.y)8y=F(x),  (b) 

man  haben  werde: 

y    8x  /f(x.y)öy  =  Gr.Jx[F(a)  +  F(a+Jx)  +  ...+F(b  — irx)].  (<') 

indem,  wie  man  leicht  sieht,  für  ein  unendlich  kleines  Jy: 

F(a)  =  Jy[f(a,a)+f(a,a  +  Jy)+...-|-f(a.|9-Jy)]. 
F(b-Jx)^Jy[f(b-Jx,a)+f(b~Jx,a+Jy)-(-...+f(b-Jx,/»— Jy)J.    . 

woraus  dann,  nach  (a'),  die  (b')  folgt.     Demnach  ist,  wenn  (b)  richtig  i»t: 

8x/   f(x,y)8y=/   r(x)8x. 

Gesetzt  also  (§.  47)  es  sey 
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M' 


f(x,y)8y  =  r(i.y)+,.(x)+v(y),  (c) 

i)  and  V(y)  willkürliche  Fanktionen  von  x  und  y  sind,  so  ist 

yexy    f(i.y)8y  =  F(x./?)-F(x,a)  +  ,;.(^)-vKa). 
/   öx/f(x.y)dy  =  F(b./9)-F(b.a).  F(a,/*)+F(a,a),  (cO 

iD  aiich  in  folgender  Weise  ableiten  kann.     Aus  (c)  folgt: 

yr(x.y)8y  =«IijZ>  +  ,-«.  /V.y)8y  =  «2^^^^=^^        . 

k)  von  y  unabhängig  ist.     Daraus  folgt: 

y8xyf(x,y)8y  =  F(i^)-F(x,a)  +  V'(y). 

y   8x/'f(x,y)8y=:F(b.^)-TI[b,a)-F(a,/J)-hF(a,a).  (c') 

)  von  X  unabhängig  ist. 

laq    kann    also   sagen,  es    sey    das    doppelt   bestimmte  Integral 

f(x,  y)9y  eine  Summe  von  Elementen  der  Form  JxJy((xyy), 

und  y  alle  möglichen  Werthe  zwischen  x  =  a  und  x  — b,  so  urie 
ind  y=ß  annehmen,  wobei  die  xiim  (das  unendlich  kleine)  Jx,  die 
'y  wachsen. 

kann  sich  aber  ereignen,  dass  die  Oränzen  für  y  nicht  konstant  nach 
umgekehrt)  sind.     In  diesem  Falle  hat  man  eine  Grösse ,  'die  man 

8x  /  f(x,y)8yoder  /  .8y  /   f(x,y)bx  (d) 

len  würde.  Was  die  Bedeutung  dieser  Grössen  anbelangt,  so  mag 
gen,  die  der  ersten  zu  erläutern.  Denken  wir  uns,  es  nehme  x  alle 
en  Werthe  von  x  =  a  bis  x  =  b  an,  wo  wir,  derBequemlichkdt  wegen 
X  um  gleiche  (unendlich  kleine)  Differenzen  Jx  wollen  wachsen  (öder 
m)  lassen,  so  werden  y(x)  und  tpix)  jeweils  auch  verschiedene 
annehmen.     Gesetzt  nun  in  den  Grössen 

f(a,y),  f(a+Jx,y).  f(a+2Jx,y) f(b- Jx,y)  (f) 

m  y,  in  der  ersten  von  y(a)bis^(a),  in  der  zweiten  von  y(a+^x) 
"j--i/x),...,  in  der  letzten  von  y(b  —  Jx)  bis.i^(b — Jx)  durch  un- 
kleine (etwa  gleich  grosse)  Unterschiede  wachsen,  suramire  dann  all 
isen,  die  so  aus  der  ersten  (e)  entstehen,  und  mnltiplizire  die  Summe 
i  Unterschiede ,  um  den  y  gewaclisen ;  eben  so  verfahre  man  für  die 

er  Grössen  (e), und  für  die  letzte;  die  Summe  all  dieser  Sum- 

it  ^x  multiplizirt,  ist  die  erste  der  Grössen  (d).  Geht  also  y  von 
^(a)  durch  die  unendlich  kleinen  Unterschiede  e^ ,  von  9(a-|-//x) 

13* 
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bis  ^(a-(- Jx)  durch  62, ,  von  y(b — Jx)  zu  y>(b — Jx)  durch  e^,  so 

ist 

y)8y  =  ^Ji[f(a,f»(a))-hf(a.y(a)+a,)+...+f(a.^(a)-^0] 


bx/  f(x. 


-      +f (a+zlx,,^(a+Jx)~ «,)]-!-., . . 

:                                                                                        (f) 
+  e^z/x[f(b-.  Jx.  f»(b  — ^li))  +  f(b- Jx,  ^(b-.^lx)4-e^)+ 

-hfib-Jx,  ^Cb-^x)  — «,)]. 

Was  die  Auswerthung  eines  solchen  Integrals  anbelangt ,  so  ist  leicht 
ersichtlich /dass  wenn 

f(x,y)8y  =  F(x). 


/: 


man  haben  werde 


ex  /   f(x,y)8y  =  /  F(x)8x, 
ji      •/  9(x)  •/  A 


da  wie  man  leicht  sieht,    die  Grössen  //xF(a),  //xF(a-|-^x), , 

^xF(b  —  Jx)  geradezu  die  einzelnen  Zeilen  des  Ausdrucks  (f)  sind. 

Hiebei  ist  klar,  dass  die  Ordnung  der  Integration  nothwendig  vorge- 
schrieben ist ,  und  man  davon  nicht  abgehen  kann ,  währen^  nach  (48)  bei 
konstanten  kränzen  diese  Ordnung  ganz  willkürlich  war. 

Was  man  unter  drei-  oder  mehrfachem  bestimmtem.  Integrale  zu  ver- 
stehen habe ,  ist  hiemit  wohl  klar,  so  dass  es  einer  weiteren  Erörterung  nicht 
bedarf.  So  lange  dabei  die  Integrationsgränzeä  konstant  sind ,  ist  die  Ord- 
nung der  Integration  eine  ganz  willkürliche. 

Es  wäre  jedoch  auch  denkbar,  dass  in  einem  bestimmten  Doppelinte- 
grale (d)  die  Ordnung  der  Integration  willkürlich  wäre,  d.  h.  dass  man,  statt 
zuerst  nach  y  und  dann  nach  x  zu  integriren,  auch  in  umgekehrter  Ord- 
nung verfahren  könnte ;  nur  müssten  in  diesem  Falle  die  Gränzen  Ar  x  als 
Funktionen  von  y  gehörig  bestimmt  werden.  Es  ereignet  sich  dieser  Fall 
namentlich  bei  geometrischen  Anwendungen.  Allgemeines  lässt  sich  hier- 
über Nichts  aussagen.     Dasselbe  gilt  von  einem  dreifachen  Integrale 

8x/    8y  /    f(X.y,«)8«, 

in  dem  y (x),  tp(x)  Funktionen  von  x,  g>i(x,  y)  und  ^i(x,  y)  Funktionen  vod 
X  und  y  sind.     Doch  muss  hier  der  spezielle  Fall  maassgebRend  seyn. 

Findet  man  jedoch  bei  veränderlichen  Gränzen  einen  Anstand,  so  lasst 
sich  ein  jedes  doppelt  bestimmte  Integral  leicht  in  ein  anderes  verwandeln, 
dessen  Gränzen  konstant  sind.     Sey  nämlich  das  Integral 

y)ay 


//^/i'<'' 


vorgelegt,  wo  2f  und  t  Funktionen  von  x  sind,  so  ^at  man,  dem  Obigen  ge- 
mäss, zuerst  die  Grösse 
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y   f(x,y)8y, 

bei  der  x  konstant  ist,  zu  ermitteln.     Man  setze  nnn  hitt  (%.  49) : 
80  sind  die  G ranzen  für  z:  0  und  1 ,  und  denmach 

y'f(x,y)8y=tt-öyf[x.^+(r^ez]ez=a-eyf[x,^+«-oy]8y, 

10  dM  /8xy'f(x.y)ey===.y*a--ö8x/*f[x.^+tt-.öylÖy  (g) 

seyn  wird,  wodurch  der  Zweck  erreicht  ist.   In  dem  letzten  Integrale  ist  nun 
die  Ordnung  der  Integration  eine  willkürliche. 
Setzt  man  hier  $  =  Ö,  so  ist 

/  8x  /  f(x,y)8y  ==/t8x  /  f(x,  ty)8y.  (g') 

Danon  y   f(x,y)8y=  /^f(x,y)8y-y  f(x.y)8t. 


so  folgt  aus  (g)»  dass  auch 


8xy  f(x.y)8y  =  /  r8x/  f(x,ty)8y-y  I8x/  f(x,^y)8y 


(b) 


sej.  Dieser  Satz  führt  oft  leicht  zur  Auswerthung  mehrfacher  Integrale.   So  ist  z.  B. 

y        yVt'-x'-y«    y^  y  Vr«-x'-(r«-x')y'     y 

•  |/,»_rK  0  0  « 

/•     8y^  /•'      /•     8y  /Vr'-rxg^/»         8y  ^ 

y  V»*-x»-{r'-ri)y»     /     7  VT^»     ./     Vr-x      J  V'+x-ry' 

•  0         0  0  0 

•  0  •  0  • 

Vr/*8  y[_2  V2r^T^- 2  Vr'"=>?]  =  ^  "^ ^/  ( V«^^  -  Vi^')  8 y  ='^ 

Dass  man  ähnliche  Sätze  für  dreifache  Integrale  aufstellen  kann ,  ver- 
steht sich  ganz  von  selbst.  Eben  so  lassen  sich  viele  der  Sätze  in  §.  49 
ganz  unmittelbar  auf  mehrfach  bestimmte  Integrale  übertragen.  Für  den 
Augenblick  mag  es  für  uns  hauptsächlich  von  Wichtigkeit  seyn»  zu  bemerken, 
dass  die  Bestimmung  (Auswerthung)  eines  vielfachen  bestimmten  Integrals 
immer  auf  eine  mehrfach  wiederholte  einfache  Integration  zwischen  bestimm- 
ten Gränzen  zurückkömmt. 
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§.  52. 
I.    Sey  P  eine  bekannte  Funktion  von  x  und  y  und  man  wolle  in  dem 
bestimmten  Doppelintegrale 

*^ 
P8y  (a) 

a 

an  die  Stelle  von  x  und  y  zwei  neue  unabhängig  Veränderlich«  u,  v  einföh- 
ren ,  welche  mit  x  und  y  durch  die  Gleichungen 

x  =  9(u,v).  y=^{u,v)  (b) 

zusammenhängen,  welche  Gleichungen  sicher  allgemein .gefiug  sind,  da  man 
ja  immerhin  x  und  y  muss  durch  u  und  v  ausdrücken  können,  wenn  man  eine 
durchführbare  Umformung  haben  will.  In. dem  Integrale  (a)  setzen  wir  die 
Gränzen  als  konstant  voraus,  und  wie  immer  die  Grösse  unter  den  Integral- 
Zeichen  endlich  innerhalb  der  Gränzen  der  Integration. 
Betrachten  wir  nun  zuerst  das  Integral 


P8y,  (c) 

a 

SO  ist  in  demselben  x  als  Konstante  betrachtet;  wollen  wir  statt  y  die  Ver- 
änderliche V  einführen,  so  werden  wir  aus  (b)  die  Grösse  u  eliminiren,  um 
die  Gleichung  zwischen  y  und  r,  in  der  freilich  auch  hoch  das  konstante  x 
vorkoqimt,  zu  erhalten.     Gesetzt  diese  Gleichung  sey 

f(x.y.v)=0,  (d) 

so  werden  die  Gränzen  et',  ß'  von  t;  ans  den  zwei  Gleichungen 

f(x, o, «0  =  0,  f(x, |9. /T)  =  0  . (d-) 

zu  entnehmen  seyn.  Ist  es  möglich,  von  x  unabhängige  Werthe  vona" 
und  ß*  aus  diesen  Gleichungen  zu  erhalten,  so  hat  man  (§.  49) 


rß  rß'  8  y 


(e) 


dy 
wOg^  aus  der  Gleichung  (d)  zu  ziehen  ist     Aber  die  (d)  entsteht,  wenn 

man,  in  der  zweiten  Gleichung  (b)  die  Grösse  u  durch  den  Werth  ersetzt, 
den  sie  in^^er  ersten  hat;  demnach  wird  auch  u  als  eine  Funktion  von  r  zo 
behandeln  seyn ,  während  x  konstant  bleibt.     Man  hat  also 

8v""8u8v'8v*      ■~8n8v'^8v' 

8y  8i^  8^0  1  8i^  8^0 

1       Öu  8v  ,  8y  8tt  8v  ""Fi  8n  .,      ^  .     ^v     . 

^^^  Vv^ — W'  °°^  8;;  = 8^ '  ^^^^^®  ^^^^  ^^  («)  ^'"*°- 

8a     .  "Stt 

führen  ist ,  und  dann  y  und  u  nach  (b)  zu  ersetzen  sind.  G^ehieht  dies,  so 
ist  die  Grösse  (a)  gleich 

»/^ 

8t^  8u      8u8vJ\,  ,     ' 
8^ Ö*»'           (»') 

8u 
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and  da  hier  wieder  die  Gränzen  konstant  sind,  so  kann  man  die  Ordnung  der 
Integration  ändern  und  also  znerst  nach  x  integriren.  Betrachten  wir  nun- 
mehr das  Integral 

»b 

8^  89>      8v>  89 
8^  8'ü'"8u  8^ 


8jP 
8a 


Pex,  (a) 


and  drücken  in  demselben  (es  enthält  nur  x  und  t;),  da  t;  konstant  ist,  x 
durch  u  aus,  so  wird  die  erste  Gleichung  (b)  geradezu  den  Zusammenhang 

zwischen  x  und  u  geben.    Aus  ihr  folgt  q~  =  0^  >  ^^o  wenn  a^  b'  aus 

a  =  <i(4',v).  b  =  5ö{b',v)  (f) 

bestimmt  werden,  und  man  von  v  unabhängige  Werthe  von  b  und  V  daraus 
erhält,  so  ist  (a)==^ 


JX 


8^  89      8^  89 

8^  eu^eü  8v 


) 


^  iPÖii. 


also  endlich ,  wenn  man  die  Ordnung  der  Integration  nochmals  umkehrt : 

y:''y/•'=y•VJG-:^:-^:^:)'••    <« 

WO  y  und  x  durch  u  und  t;  nach  (b)  ausgedrückt  werden ,  und  die  Gränzen 
aus  (d^)  und  (f) unabhängig  von  x  und  v  gefunden  werden  müssen.  (Vgl. 
übrigens  III.) 

II.  Es  kann  sich  nun  ganz  wohl  ereignen ,  dass  (d^)  keine  konstanten 
Werthe  von  af  und  ß^  liefern.     In  diesem  Falle  drücke  man  in 

P8x 


/ 


X  durch  t'  aus ,  suche  also  af  und  b'  zu  bestimmen  aus 

f(a,y,a')  =  0.  f(b.y,bO  =  0  (g) 

und  zwar  unabhängig  von  y;  alsdann  ist 


/r-ffr."- 


Die  Grösse  r-  bestimmt  sich  aus : 

ÜV 


8x_89,89  8u     rv_Ö^i  ?_??_? 
^"""*^-"*"8ii8v*  8t;"^8u8v* 


todaa« 


A'/r'/yf^ 


8^^89  d^'\ 
8  a     8  ü  8  V  J  a 

8a 
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Betraohtet  man  hier  zuerst  wieder  die  Integration  nach  y  (wo  v  kon- 
stant ist)  ond  drücke  y  darch  u  aus,  so  bestimmen  sich  a^,/K  aus 

unabliängig  von  r,  und  ö^  =  q— >  «o  dass  jetzt: 

vio  j  und  X  nach  (b)  ersetzt  werden;  af  und  b^  aus  (g),  V,/9'  aus  (g^  un- 
abhängig von  y  und  t;  gefunden  werden  müssen.  (Tergl.  übrigens  m.) 

•Wir  haben  zuerst  jeweils  t;  eingeführt;  dies  war  willkürlich.  Allein 
da  es  gleichgiltig  ist,  welche  der  neuen  Veränderlichen  v  heisse,  so  soll  es 
die  seyn ,  die  uns  in  dem  einen  der  zwei  Fälle  zur  Ermittlung  der  Gränzen 
führt,  wenn  man  sie  aus  (b)  eliminirt.  Kann  man  aber  die  Gränzen  in  kei- 
nem der  obigen  Fälle  in  der  verlangten  Weise  finden ,  so  ist  die  UmformuDg 
mittelst  der  (b)  nicht  zulässig. 

Sind  a  und  ß  Funktionen  von  x,  und  kann  man  aus  (dO  Werthe  von  a', 
ß^  finden ,  die  konstant  sind ,  so  wird  alles  Obige  immer  noch  gelten. 

1.)  Um  das  Gesagte  zu  erläutern,  wollen  wir  uns  dag  Integral  (§.  62) 


Jl-r- 


8,/.    .-'"^'\r 


y (Kriegen  und  setzen  x  =  u,  y=uv,  so  ist  die  (d):  y^~xi;  =  0,  w&hrend  die  (d'} 

sind:  0  — xa'  =  0,  oo  — x^'=:0,  woraus  (da  x>0)  a'=0,  ß'=<x>  folgen.  Dann 

6^  89  8^  8)1 

sind  die  (£):  0  =  a',    »=rb  ;  ferner   «"  ==Ut  s~==l.  r~=v,  ä— =  0,   mithin 
•  c  V  cQ  0.  n.vv 

nach  (A):  ■  -  '-^ 

/f  f^  -(X  +r').       f^  /*  -(.H-.H^.  ' 
f   0x1      e  «7=1  8u/   ae  8». 

2.)  Legt  man  uns  eben  so  das  Integral  ($.  105) : 

jBrJ      P8y     •  . 

vor,  und  setzen  wir  wieder  x=u,  y=uv,  so  ist  die  (d):  y — xv=0,  also  die  (d'): 

(a-^r)-^ — a'x=0,  (a+r)^ — /3'x  =  0,  denen  durch  a'=—^ — , /yrs-T-i»»' 
abhängig  yon  x,  genügt  wird;  die  (f)  sind  0=:a',  h=b',  so  dass  also  nach  (A): 


y  8xy   P8i=yu8uy  P8i 

0        (»-r)4  0  ^^=^ 


h  h 

WO  in  P  die  x  und  y  durch  u  und  uv  zu  ersetzen  sind. 
3.)  Wir  wollen  ferner  das  Integral 

/»QO      /»QO 

/  8x/  f(<*+y»)8y 

untersuchen«  indem  wir 

z  =  acosv,  y  =  a8int; 
setzen.     Die  (d)  ist  hier  y — xtgv  =  0,  also  wenn  wir  die  (g)  anwenden,  and  dess- 
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halb  die  (d)  unter  die  Form  yootgv  —  x  =  0  setzen:  yeetga'  — OsrO,  yootg  b' 

—  00  -=0,  woraus  a'=y,  b'  =  0;  die  (gO  »faid  jetit  0  =  a^8inv,   CO=ß*9inVf 

al8oa'=:0,  ^^=00;  p"=  — usjnv,  r--=co8V,  5— =UC08V,  x- =8inv;  r- r-^ 

ov  ön.  8v  6m  8v  8 11 

—  5—  5—= — u,  also  da  x'+y'=u*: 
8  V  8m  •  •' 

00        00  <>  00  «00 

•         0  ?.    •  «0 

n    %  \    ' 

d.  h.  da/  8  V  =  ~  •  indem  uf  Cu^  ron  v  nicht  abhängt : 

yT iy^x*+ y»)  8  y  =  lyuf  (u«)  8  m. 

8n       1 

Setzt  man  hier  noch  n'=x ,  also  u  7—  =  -^ ,  so  ist  (§.  49) 

0  X       ^ 


y8xyfS»+y»)8y  =  -?yf(x)8x.  (b) 


m.  Würden  in  den  GieicbuDgen  (d^)  zwar  für  a^  und  ß^  von  x  unab- 
hängige Werthe  folgen»  dagegen  aus  (f )  für  a^  b'  Funktionen  von  v,  so  hätte 
man  immerhin : 

y3'y/"=/•V;■(^::-^-^:  .-:)»■•   "■-     .. 

WO  aber  die  Ordnung  der  Integration  nunmehr  vorgeschrieben  wäre. 

Eben  so  wenn  ans  (g)  för  a^  b'  konstante  Werthe  folgen ,  aber  aus  (gO 
Funktionen  von  v  für  a\  ß\  so  ist 

IV.  Wir  wollen  nun  annehmen ,  man  lege  uns  das  dreifach  bestimmte 
Integral 


*/    n     */    n*    •/    n'* 


P8«  (i) 

vor»  in  dem  P  eine  bekannte  Funktion  von  x,  y,  z  ist,  und  worin  a,  b,  af,  b^ 
zf\  h"  bekannte  Konstanten  sind ,  und  man  solle  für  x,  y,  z  drei  neue  Verän- 
derliche u,  Vy  w  einführen ,  die  mit  x,  y,  z  durch  die  Gleichungen 

x  =  5D(n,v,w),  y=fr(u,v,w),  z  =  0(a,v,w)  (k) 

zusammenhängen »  wo  9»  tp^  6  bekannte  Funktionen  sind. 

Da  die  Integrationsgränzen  in  (i)  konstant  sind,  so  ist  die  Ordnung  der 
Integration  eine  ganz  willkürliche.  Wir  wollen  desshalb  annehmen,  man  in- 
tegrire  nach  z  zuerst,  wie  es  auch  in  (i)  gemeint  ist,  betrachten  aTso  zu- 
nächst das  Integral :. 


/P8«, 
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in  welchem  wir  nun  z  durch  w  ersetzen  wollen.   Dabei  sind  x  und  y  als  Kon- 
stanten angesehen.   Eliminiren  wir  nun  ans  den  Gleichungen  (k)  die  Grössen 

u  und  v,  so  erhalten  wir  etwa  die  Gleichung 

f(x,y.i.w)  =  0.  (kO 

und  gesetzt  nun,  man  erhalte  aus  ihr  fdrz  =  a",  und  z  =  b"  die  Werthe 
w  =  a",  w  =  ß^\  unabhängig  von  x  und  y,  d.h.  man  könne  «",/?"  aus 

f (x.  y.  a",  o")  =  0.  f  (x.  y,  b".  /?")  =  0  (k") 

bestimmen,  so  ist  (§.49) 


■A'-/il 


8  z 
wo  1—  aus  (kO  zu  ziehen  ist ,  wenn  dabei  x  und  y  als  konstant  angesehen 

werden.    Da  man  aber  u  und  t;  aus  den  zwei  ersten  Gleichungen  (k)  gezogen 

und  in  die  dritte  eingesetzt,  um  (kO  zu  erhalten,  so  ist  r-  aus  (k^  gezogen 

Q    _ 

gleich  g-  aus  der  dritten  (k) ,  wenn  u,  v  als  Funktionen  von  w  aas  den  zwei 
ersten  folgen.     Also  hat  man,  da  x  und  y  konstant: 

8_z_86  8u  ,  80  8_t;  ,  80     o_  ^^  ö_a  ,  8^  8v  .  6^     0  — —  — 4-^  — 4-5^ 

8w""8ü' dw"*'8ii  8w"'"8w'      ""  8  u  8w"^8  v  8w"^8w'      ~  8n  8w~^8 v  8w"*"8w' 

__  8v^  8f»      8v  8v^  8»  8^  ■  8ty»  8» 

8n  8w8v'8w8v        8v  8w8ii'~8w8n     . 

woraus 


8w  ^^     ^^.      ^^  8y  8»_^8^  8» 

Fü8v~8ii8v  8v8u     8~S8n 

und  dann 

_  80  89 ^'  .  Ö?  8_?  ^     80  8_9  8v;  .  80  8^  Öf  1  8?  8t^ 8«p _ 80  8^ 8f 

8a  8n8  vew"*  8a  8w8l;~8~t;8weä"^8  t;8w8n  '"8w8a8t;      8w8t>8n 

8w""  8y  8v;      8»  8ift 

8»  8~ä     8ii  8v 
M 

was  zur  Abkürzung  =  —  ^^^  gesetzt  werden«möge.     Also 


'—f:^fy?>' 


wo  nun  z  durch  w  (mittelst  (kO)  zu  ersetzen  ist.  Da  hier  die  Integrations- 
gränzen  konstant  sind ,  so  ist  die  Ordnung  der  Integration  abermals  beliebig. 
Betrachten  wir  also  das  Integral 


/ 


"Tj^-öy, 


in  dem  x  und  w  konstant  sind,  und  ersetzen  y  durch  v.     Eliminiren  wir  nun 

u  aus  den  zwei  ersten  Gleichungen  (k),  so  erhalten  wir  etwa 

F(x,y,v,w)  =  0  (kt) 

und  gesetzt,  es  sey  möglich  aus 

F(x,  •',  af.  ür)  =  0,  F(x,  b',  ff,  w)  =  0  (k^O 

Werthe  von  afyß'  zu  ziehen,  die  unabhängig  von  x  seyen,  so  ist 
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wo  jr^  aas  (kl). zu  ziehen  ist.     Wie  immer  hat  man  aber: 


8v 


e^D  8n    89    §_y __ ö^!;  5ü  i  ?^ .  Sy^änry"*  8^80         n  . 

""8v8v'8v*    8v""8tt  8v''  8v'    8»""    .  89)  ~"  ~"  89  ' 

8^  8« 


so  dasc 


ist,  wo  7  und  z  durch  t;  und  w  zu  ersetzen  sind.  Da  a',  ß*  unabhängig  von  x, 
so  kann  in  dem  Doppelintegral 

PM  ft 

•  8v 

89> 

80 

die  Ordnung  der  Integration  nochmals  umgekehrt  werden ,  so  dass  wir  zu- 
nächst 


'8a 
betrachten  wollen,  wo  v,  w  konstant  sind.     Bestimmt  man  nun  a^ß  aus 

a  =  ^9  (o,  V,  w),  b  =  9>0?,  w.  ▼) .  (ki'O 

/b  >/9 

PM  ^  /     PM   8x^ 

WO  r-  aus  der  ersten  Gleichung  (k)  gezogen  wird ,  aus  der  (bei  konstantem 
V,  w)  folgt 

8x_89 
8ii""8a' 

so  dass  nun  endlich 

/8x/8y/P8i  =  /  8w/  8v/*PM8a,  (C) 

wenn 

~8oV8v8w  8w8vJ"*"8ii  l:8w8u  8ii8wJ"^8wL8u8 v  8v8iiJ* 
und  wo  a",  /9"  unabhängig  von  x  und  y  aus  (k") ;  «',  ßf  unabhängig  von  x 
aus  (k|  0  9  ^>  Z'  AUS  (k^  *')  folgen.  Es  versteht  sich  hiebei  von  selbst ,  dass 
^»  ß^  g^nz  wohl  w,  und  d^ß  sogar  v  und  w  enthalten  können.  Ebebso  wenn 
k'\  \f*  nicht  konstant  sind ,  mati  aber  a^^  ßf*  doch  wie  hier  verlangt  bestim- 
men kann,  gelten  die  obigen  Schlüsse  noch. 
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Man  übersieht  leiobt,  das^  man  auch  ursprünglich  z  durch  v  oder  n  hatte 
ersetzen  können.  In  diesem  Falle'  würde  man  ganz  ähnlich  verfahren  seyn. 
Da  wir  aber  die  neuen  Veränderlichen  beliebig  nennen  können ,  so  soll  eben 
w  die  derselben  seyn,  die  die  Bestimmung  von  af\ß"  ermöglicht.  Aehnlich 
verhalte  es  sich  mit  u  und  v.  Eben  so  hätte  man  statt  z  auch  y  oder  x  durch 
w  ersetzen  können.  Allein  auch  hier  wird  man  ganz  ähnlich  verfahren,  wie 
80  eben.  Man  ersieht  leicht,  dass,  da  man  — (k^)  benützend  —  dreierlei 
Wege  einschlagen  kann;  und  dann,  wenn  z,  oder  y,  oder  x  ersetzt  ist,  doch 
je  —  wegen  der  bleibenden  zwei  —  noch  zwei,  man  im  Ganzen  sechs  ver- 
schieden^  Formen  erhalten  wird,  deren  Ableitung  keinerlei  Schwierigkeit 
hat,  und  deren  Ergebnisse  wir  nun  noch  aufzählen  wollen,  indem  wir  Obiges 
wiederholen. 

y .  Gesetzt ,  man  ziehe  aus  (k)  die  QJ)  durch  Elimination  von  n,  ti  (w 
immer  in  der  Bedeutung  von  so  eben  genommen) ;  ferner  ziehe  man  aas  (k) 
durch  Elimination  von  u  aus  den  zwei  ersten,  oder  aus  der  ersten  und  dritten, 
oder  aus  der  zweiten  und  dritten ,  indem  auch  v  die  andere  der  neuen  Ver- 
änderlichen seyn  soll,  die  im  Nachstehenden  zum  Ziele  führt: 

F(x.y.v,w)  =  0.  Fjx.z.v,w)  =  0.  F,(y,i.v.w)=q.  (K') 

SO  hat  man,  wenn  M  durch  (CO  gegeben  ist  und  J  die  Bedeutung  in  (i)  hat: 

1.)  J  =  /  8w/  8ti/PM8n  (CJ 

wenn  «",/?",  «',/?',  «,/?  unabhängig  von  x  und  y  ans 

f(x.y.a",a")  ==0,  f(x,y,  b",^')  =0;  F{x,a',a',w)  =  0.  F(x,b'./f',w)  =  0; 

a=9(atV,w),  b  =  f></9^v,w) 

bestimmt  werden  können ; 

2.)  J  =  — /  8w/ 8v/  PM8a  (C,) 

wenn  die  Gränzen  unabhängig  von  x  und  y  aus 

f(x.y.  a",O=0,  f(x,y,b",r)=0;  F(»,y,a,w)  =  0,  F(b,y.|J.w)  =  0; 

a' =  ^  (o',  V,  w) ,  V  =  i^r  0?',  v,  w) 

bestimmt  werden  können ; 


8w/  8v/  PM8u. 


(C,) 


wenn  die  Integrationsgränzen  unabhängig  von  x  und  z  aus 

f(x,a'.z,aO  =  0.  f(x,b'.z,/?')  =  0;  F^  (x.a",a",w)  =  0,  F,(x,b",/r',w)  =  0; 

a  =  9(«.v,w),  b  =  «(>.(/?. VfW) 
bestimmt  werden  können ; 

fß'   rß  r^' 

4.)  J  =  / 8w/8v/ PM8n,  (CJ 

J  a'  J  a  J  OL" 

wenn  die  Integrationsgränzen  unabhängig  von  x  und  z  aus 

f(x.a'.z,aO  =  0,  f(x,b'.j,/r)  =  0;  Ft(a.«.a,w)  =  0.  Fi(b,f,it,w)=i6; 

a"  =  e  («",  V,  w) ,  b"  =  e  iß",  V.  w) 

bestimmt  werden  können ; 


5.) 
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OL  J  a*  J  a" 
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wenn  die  Integrationsgränaen  unabhängig  von  y  und  z  aus 

f(a,y,«.a)  =  0,  f(b.y,3s/?)  =  0;  F,(ft'.».a',w)  =  0,  F,(bVE,/^.w)  =  0; 

bestimmt  w^den  können;  . 

r^  r^'  r^ 

6.)        .  J=/aw/  8v/  PM8u,  (Ce) 

wenn  die  Integrationsgränzen  unabhängig  von  y  und  z  aus 

f(a,y,r,«)  =  0,  f(b,y.«,/9)  =  0;  F,(y.a",a".w)=0.  .F,(y,b^/9'^w)  =  0; 
a' =  i^  (o',  v,  w) ,  b' =  v  (/y ,  v,  w) 

bestimmt  werden  könnend 

Beispiele  wollen  wir  hier  zunächst  keine  zufügen ,  da  wir  später  da^^u 
Gelegenheit  erhalten  werden.  Wir  bemerken  jedoch  hiezu  nur  noch  das 
Folgende: 

Das  Wesentliche  bei  allen  obigen  Erörterungen  war,  dass  immer  wieder 
die  Ordnung  der  Integration  geändert  werden  darf.  Wie  wir  in  §.51  schon 
bemerkt,  ist  es  denkbar,  dass  dies  auch  gestattet  ist,  wenn  die  Gränzen 
nicht  konstant  sind ,  so  dass  wir  nicht  kurzweg  sagen  können ,  es  sey  in  die- 
sem Falle  die  obige  Umformung  nicht  zulässig.  Ja  wenn  wljr  zum  Voraus 
wissen,  es  mösse  das  bestinunte  vielfache  Integral  sich  umformen  lassen, 
indem  man  gewisse  neue  Veränderliche  einführt,  man  auch  aus  andern  Unter- 
suchungen die  Gränzen  des  neueii  Integrals  ermitteln  kann ,  so  wird  man  die 
Formeln  (A)  oder  (Q)  inunerhin  anzuwenden  haben.  Wir  werden  von  dieser 
Bemerkung  mehrfach  Gebranch  zu  machen  Gelegenheit  haben. 

Dass  man  für  vier-  und  mehrfache  bestimmte  Integrale  ähnliche  Unter- 
suchungen anstellen  kann,  ist  klar;  doch  wollen  wir  uns  hierauf  nicht  weiter 
einlassen,  da  das  Gf^sagte  wohl  genügen  wird.  Weitere  Untersuchungen  über 
bestimmte  Integrale  mögen  späteren  Abschnitten  vorbehalten  seyn. 


Zehnter  Abschnitt 

Quadratur  der  Kurven  und  Oberflächen,  Rektifikation  der 

Kurven  und  Kubatur  der  Körper. 

§.53. 
I.  Stellen  wir  uns  zunächst  diö  Aufgabe ,  das 
Flächenstück  zu  berechnen,  das  (Fig.  1 9)  zwischen 
den  beiden  Ordinaten  MN,  M'K^  die  zu  den  Abs- 
zissen OM  =  a ,  OM'  =  b  gehören,  dem  Abszissen- 
Axenstück  MM'(=b-a)  und  der  Kurve  NN' 
liege,  so  ist,  wenn  OP=x,  die  Fläche  MPQN  = 

u ,  nach  §.  13.  IV :  Gr.  ^^  =  »5 = y .     Benken  wir  o 
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uns  uuu,  man  theile  MM'  in  eine  Anzahl  gleicher  T^eiK,  jeden  gleich  //x, 
und  errichte  in  den  Theilpunkten  die  Ordinalen,  so  wird  dadurch  das  eh  be- 
rechnende Flächenstück  in  eine  Anzahl  Thoile  zerfallen,  deren  Summe  gleich 
der  gesuchten  Fläche  ist.  Dieser  Satz  ist  offenbar  wahr,  welches  auch  im- 
mer die  Anzahl  der  Theile  sey.  Sind  nun  ^u^,  ^n,, ...,  ^u^  diese  einzel- 
nen Theile;  f  die  gesuchte  Fläche,  so  ist  demnach 

/f  n 

Da  nun  Gr.  2[i  =  y»  «ö  ist  (§.  11) 

j^  =  yo-h«o»  ■ji-  =  yi"r«i »•■;^  =  ya-i"r«n_i*. 

wenn  yo>  yi>  y»»  •  •  •>  ya_i»  die  in  M,  dem  T",  2**",  .  .  .,  letzten  Theilpnnkte 
errichteten  Ordinaten  sind,  und  wo  otq,  a^,  .  .  .,  a^_^  mit  Jtl  anendlich  ab- 
nehmen.    Demnach 

f = (yo+yi  +  •  •  •  +ya-i)  ^r  +  k  +  a^  +  .  .  .  -f-o^i7^r.  (a) 

Diese  Gleichung  ist  richtig ,  was  immer  auch  Jx  seyn  möge.  Lässt 
man  Ja  beliebig  klein  werden,  so  besteht  sie  immerhin,  und  da  die  erste 
Seite  eine  unveränderliche  Grösse  ist,  so  wird,  wenn  man  auf  der  zweiten 
Jx  unbegränzt  abnehmen  lässt,  der  Gränzwerth  dieser  zweiten  Seife  dem 
Werthe  f  immer  noch  gleich  seyn.     Kun  ist  aber  nach  §.  48 : 

Gr.[jo+yi+yi+...+y^_^]^x=:y    y8x; 

ferner,  wenn  ^x== ,  istao+a.-j-...4-a  _,  zwischen  na  und  na   ent- 

halten,  wenn  u  uüd  a^  die  grössten  und  kleinsten  der  Werthe  a  bezeichnen 

(§.  13.  III),  so  dass  {a^ '■\-  a^-^- +«n-i)^*  enthalten  ist  zwischen 

a^  (b  —  a)  und  a^  (b  —  a),  und  da  die  Gränzen  dieser  letzten  Grössen  Kuli 
sind,  so  ist  auch  (§*2.  lü) 

Gr.  (ao4-«i4"  •  .  • +«       )/ix  =  0. 

n— 1 

Hieraus  folgt  endlich,  dass 

f=:y*^8x  (b) 

sey.     Diese  Formel  setzt  aber  wesentlich  voraus ,  dass  die  Flächie  innerhalb 

der  betrachteten  Oränten  immer  wachse  mit  wachsendem  x,  da  sonst  r-  = 

8i 

—  y  seyn  würde;  oder,  wenn  man  sich  etwas  anders  ausdrücken  will,  dass 
bei  bloss  positiven  y,  wie  wir  vorausgesetzt,  b. —  a  >  0  sey,  und  der  Knrven- 
bogen  KK'  von  x  =  a  bis  x=:b  keine  Zurückbiegung  habe  (also  nicht  etwa 
verlaufe  wie  Fig.  .3  in  §.  13). 

A  um.     Man  ersieht  hieraus»  dass,  veil  r—  =  y  war,  folgen  musste  f  =  /    y  dz« so  dm 

Av .  *  •  '       * 

überhaupt,  wenn  Gr. -^-  =  z  ist,  und  v  eine  geometrische  Grösse ,  die  tod  z  =  abtsz  =  b 

.sich  erstreckt,  ganz  nothwendig  diese  ganse  GrOsse  =  /    z8x  se^n-wird. 
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Id  der  J^nMrbe  miendlich  kleiuer  Grossen  h&tte  man  sagen  können,  das  anendlich  kleine 
Element  der  in  berechnenden  Fläche  sey  y^lz,  and  da  die  Samme  aller  dieser  Elemente  die 

fmfliclie  Flftcbe  ausmache ,  so  sey  also  /    y  8x  (d.  h.  eben  diese  Summe)  der  Inhalt  derselben. 

Endlieh  Hesse  sich  das  Gesagte  aach  in  folgender  Weise  darstellen.    Es  ist  ganz  gewiss 


==  ßvL    (8.49). 


Demnach,  wenn  man  statt  u  die  neue  Veränderliehe  x  einführt  und  beachtet,  dass  wenn  a=sf 
(wo  o  nothwendig  ein  Stück  MPQN  ist) ,  d  h.  wenn  man  statt  MPQN  die  ganze  Fläche  MM' 
N'N  nimmt,  x  =  b  ist,  nnd  wenn  n  =  0 :  x  =  a »  to  ist  ($.  49.  IV) : 


=J  ^8»=y  yÖ^.     (».  13.  IV.) 


II.  Will  man  dasFIächenstück  zwiBchenMM^NjS' 
(Fig.  20)  und  den  zwei  Kurven  MN,  M'K'  berechnen, 
80  beachte  man,  dass,  wenn  a  und  1}  die  Abszissen  von 
A  und  B  sind : 

ABM'N'=y  y8x,  ABMN= /V,8x, 

WO  y  und  y^,  als  Funktionen  von  x,  die  Ordinalen  der  ^ 
Kurven  M'N',  MN  sind,     Also  ist 

MNN'M'=/(y-y,)8x  (c) 

Die  Formel  (b)  setzt  übrigens. voraus,  dass  die  begränzende  Kurve 
dieAbszhsenaxe  innerhalb  der  betrachteten  Ausdehnung  nicht  durchschneide, 
da  dann  ohnehin  die  ur«prfingliche  Aufgabe  nicht  mehr  gestellt  werden  könnte, 
wie  z.B.  in  Fig. 8  man  nicht  fragen  kann,  welche  Fläche  zwischen  Gc  und 
Gg  liege.  Femer  haben  wir  die  Ordiniaten  nur  auf  der  positiven  Seite  der  y 
angenommen;  läge  in  Fig.  19  KN^  auf  der  negativen  Seite  der  y,  so  würde 
man^  da  f  immer  nur  positiv  ist,  — y  statt  y  in  Rechnung  stellen.  Würde 
in  Fig.  20  die  Kurve  MN  auf  der  Seite  der  negativen  y  liegen,  so  würde  den- 
noch die  Formel  (c)  gelten,  da  dann  zwar  AMNB==  /   ( — yi)9x  wäre,  aber 

zu  ABN'M'  addirt  werden  müsste.  In  diesem  Falle  kann  also  ganz  wohl 
MN  die  Abszissenaxe  durchschneiden ;  die  beiden  Kurven  selbst  aber  dürfen 
sich  nicht  durchschneiden,  oder  aber  wenn  dies  geschieht ^.ao  muss  dann  die 
Formel  (c)  nicht  über  den  Durchschnittspunkt  hinaus  erstreckt  werden.  Jen- 
seits desselben  wäre  es  nämlich  wohl  mdglich,  dass  yi — y  an  die  Stelle  von 
y — yj  zu  treten  hätte,  wenn  dann  die  zweite  Kurve  über  die  erste  zustehen 


kommt'     ■ 

in.    Stellt  man  sich  endlich  die  Aufgabe,   die 
Fläche  des  Ausschnitts. BOG  (Fig.  21)  zu  berechnen,  ^ 

wenn  die  Gleichung  der  Kurve  in  Polarkoordinaten  ge- 

flu 
gegeben  ist,  so  ist  (§.  13.  VI),  wenn  BOM  =:  u;  r- 

Ott 

=4r',  wenn  «den  Winkel  MOA,  r  den  Fahrstrahl  <7' 


Fig.2U 
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OH  bedeutet,  der  eine  Fiioktion  von  «  ist.    Siod  »Im  «i,  W}  die  Werthe 
TOD  BOA,  COA,  80  folgt  hieraus  vie  inl: 


=t/;,' 


« ,   (die  Flieh«  wtehiwid  nU  «).- 


Wir  wollen  nan  an  einer  Reihe  von  Beispiplen  die  gegebenen  Fonnehi 
anwenden ,  woraus  sich  zogleich  auch  ergeben  wird ,  wie  man  sich  in  snsam- 
men gesetzteren  Fällen  zu  hellen  hat. 

§.  54. 
Fif-S2.  1.    Hau  aoll  die  Fl&che  des  Dreiei^  ABC  (Fig.  22)  be- 

rechnen. 

iSey  AB=o,  CD(Holwi)=h.  AD=a,  alw  DB=:c— B; 
man  wKhIe  AB  aU  Abtiiwenaxe,  A.  als  Aahogspiuikt,  lo 
lind  die  EoordinateD.Ton  A:  0,0;  TOo  B:  0,0;  Ton  C:  a,li: 

h 
&Uo  i»tdie  Gleichung  der  Geraden  AC:  y^ —  x,    der  BC; 

y  ;:=  jj^~  (x  —  c) ,  mithin : 

Dreieck  ADC=  A °— i&x  =  y ,  DrefeckBCD  =  /    -^(i  — e>8x  = 


- — '-;  Drei«ckABC  =  ADC+Bra>  =  ^ 


]^ 

'  C  3      F 

aUo  die  fraglit^ie  Fläche  = 


IL  Stelle  AHB  O^g.23)  ehie  halbe  EUipM  toi, 
d<?ren  groiM  Halbaxe  CB=:a,  kleine  CH^b,  denn 
GMchuDgabo  b*x'+a'y*^a'b*iit,  wennmudn 
Mittelpunkt  C  sU  Anfta'gspiuikt  derKoordinatcD  wlhlt: 
man  lell  das  Stück  VftßY  berechnen,  Ar  weichet  CD 
^ig,  CF^Xi,  (woxa  wgatiT  wira.  wenn  DE  liik 
jVOD  CH  ISge).    Man  hat  hier 


^' 


Was  nnn  dal  hier  Torkemmende  Integral  uibelabgt,  *o  gehflrt  e*  n  (ka  >■ 
%.  40  betrachteten  ud  konnte  also  nacb  der  dortigen  Nr.  in  behandelt  weidw.  Ei 
Uut  (ich  dasielbe  jedoch  auch  in  anderer  Wrise  ermittehi.  Da  nindEoh  x*<a',  h 
■etse  manx^asin^fund  hat  (§.36): 

/v?=?8.=/v.'-.-.r.v . .....8,.  •■/...•.8,=.-[Ü;!^+|.] 

(g.42),  d.h.  da  sin9)  =  -— ,  «08?p=— V»'  — »'■  wol«"  «>»T  imm«  poilttT  iit,  d- 
dem  9  hOchatens  Ton  —  y  l>i»4-"2^  gehen  kann  (x  tob  —  8  bis  +a),  («t|M 
9i=arol  9iD= —  I,  ao  ist  also 
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•'s» 


igliche  Fläche  also : 


ab 


Iche  CH6F  ist  Xo  =  0,  also  dieselbe 


bx. 


ab 


num  hier  x^  =a,  so  erhält^man  die  Fläche  HCB,  d.  h.  den  yierien  Theil 

abÄ 
chen  Fläche.     Derselbe  ist  mithin  -7-,  so  dass  die  ganze  yon  der£llipse 

«e  Fläche  ==ab;r  ist.  Ist  AH'B  ein  mit  a  um  C  beschriebener  Halbkreis, 
man  die  Fläche  D£'GT,  wenn  man  in  dem  Ausdrucke  von  D£GF  b=:a 
raos  folgt  unmittelbar,  dass 

DEGF  :  DE'GT  =  b  :  a.     (fr  20.) 
<}immt  man  (Fig.  24)  den  einen  Brennpunkt    . 
I  S  ab  Pol  ^.  SA  iüs  Polaraxe,  so  ist,  wenn 
SM=Q> ,  e  =SG  die  Entfernung  des  Brenn- 
I  Mittelpunkt,  die  Pölargleichung  der  Ellipse  :- 

b* 
a-^eco8o 
td  b  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  in  NrJI.  ^ '  nimg  ^        ~ps'        b 

so  der  Ausschnitt  ASM^  für  den  der  Anfangswerth  von  a)=0,  der  End- 
lf)=(Ui  zu  berechnen»  so  ist  derselbe  (§.  53.  lU)  : 

8» 


F%g.24. 


y^'-m 


-|-ecoti»} 


f 


nach  §.  44  : 

hm 

-fecos»)*""       a'-— e'a-|-eooBM 


e 


rin< 


■^a»^eVi 


e 


+*cos» 


fc*  —  e'=b',  die  Fläche: 
e  b'       sin  0| 


(a»  — e*)*  •      I 


2    a-f-ocostt| 


—  abare 


(,.Vi±:=~.?J-f 


abn 


2 


ab« 


man  tt>i  =  ;r,  so  erhält  man  die  halbe  elliptiache  Fläche  =  ^-.  * 

n  in  9.  50.  1  haben  wir  darauf  aufmerksam  gemaolitt  dass  man  wohl  beachten 
merfaalb  der  GrAnaen  der  Integration  are  I  tg  =  \/       •    cotg  ^  |  auch  stetig 

K  ff      - 

M  wir  diese  GrOsse  zwischen ^  und  4—5-  einsohliessen.     Da  hier  die  Grinsen 

V  IMUterantial-  u.  laUfral-Rechannf .  |^ 


f  i 
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Fig.  25.  IV.  Sey  C  (Fig,  25)  der  Mittelpunkt  einer  Hyperbel,  deren 

X^    reelle  Hart)axe  CA  =  a,  imaginäre  ==b,  deren  Gleichung  also 

b'x-  —  a'y'^a'b^  ist,  und  sey  CM=X| ,  so  soll  das  Fl&cben- 

stück  AMN  berechnet  werden. 

b 


Man  hat,  da  AC=:a,  y  =  --  V 


y  =  --  VX-— a 


2. 


AMN=: 


VmfVx^—s,^ 


X. 


8x  zu  bestimmen,  beacht<'  man,  dass  immer  x^^a^  so  dass 


,     «  a       8x      asiny  ^ 

man  setzen  darf  x=  — --.  ö"  = '     t^  »  mithin  (cosqoP^ü) 

cos  9>     0  ^         cos   ff 

J    ^  J  cos^  cosV  y    cos'flj  Lcos>         y   COS^^J 

(TT        1      "V      1 — tgi»)     cos^^  —  8iD^9>      Gos'^f» — sin'i^ip  cos^ 

*        2     7      l-l-tRi»>     cosj^  +  sini«)     (cos4»>+Mni»)*      1 +Hn9 

a                    ■%  //    a«      V?^=^    . 
also  da  cos()p.=  — ,  singon::  y/  1  — rT  = 1 —    »ist 


/' 


Vi^ 


a 


-^•(- 


+V»'- 


9. 


und 


b  1,  Vz.  '-a'     a  b ,(-!.+ Vi.  '-a'A 


so  dass  die  fragliche  Fliehe  ^ 


0 


x^' — a'=-r^,  also  ist  auch 


mithin  da  CMN  =  ^Xtyi,  so  ist  CAN=y*(t"+^)- 

Fig.  26,  V.  Sey  AN  ein  Parabelbogen  (Fig.  26),  A  der  Scheitel  der 

y^  Ptoabel,  deren  Gleichung  y^=: 2p x  sey,  AM  =  Xi,  so  ist  y= 
VSpx,  also  die  Fläche 

AMN= /V2^8x  =  V2p/V»8x  =  ^^^  F  f  ^iV27x.. 

~M      F"~  oder  wenn  MN=y£,  V2pXt=:yi:  ' 

AMN=|-x,y,. 


0  und  ff  sind ,  und  für  «=0,  cotg—  =  00,  (ür  «  =  if,  cotg -5-  =  Ö,  und  cotg-5-   stetig  ▼«'• 

läuft  Yon  00  bis  0,  eben  so  dann  arc  I  tg  =  ^/      J^   cotg -5- 1  stetig  Ton  —  bis  0.  so  un- 
terliegt das  Resultat  keiner  Beanstandung. 
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2  1 

Da  AMKRt=Zi7t,  so  ist  A»(N.=  y  AM^'R,  ANR  =  yAMN,  ein  schon  von 

Archimedes  geftindener  Satz. 

2 
Wollte  man  die  Fläche  MNPQ  haben,  so  wäre  sie  =  APQ  — AMN  =  y  x,  y^ 

~  3^tyt»   wenDAP=ac,,  PQ=:y2,  AM=:Xi,  MN  =  y,.     NatOrlich  wäre  auch 
direkt : 


"JY' 


.  MPQN  =  /V2pxÖx. 

VI.  Sey  ANB  (Fig.  27)  eine  Zykloide,  deren  Glei-  Fig.  27. 

chnogeb  sind  x=r(a} — sino)),  y=r(l  —  eofto)),  und  q  ^ 

jiey  o)i  der  Werth  Ton  <»,  der  dem  Punkt  N  entspricht,  ,      "      1     "^  ^. 

>o  Ut  wenn  AM  =^  X| :  i    ^1  ^ 

AMN=/yöx../    y  pö«».  49.1V)  =  i" ^ c ß 

r(l— cosfl»)r(l— costt)8a>  =?*/(! —cos«)*  ^ä  =  r*/ (1 —2co8«-fcos*«)8«». 
0  J  Q  ^  0 

Aber  (§.42): 


fi. 


•        t    xr.                A  .        .  ^inoebsfl»  ,1           3         ^  .         ,   un2o) 
2costt')-'eos'o)ctt  =  m — 2smtt-) —— — "1"^^  —  "w^  —  2sm  w  -| j — 


/t'n  «■k<x'-3  _.  ,     8iD2   Ci| 

(1  — 2cos»-^-cos*<»)Öei;=-^-»i— 2sm»,  +       ^       , 
0  •  J  4 

3  t^kiiiSm 

»Jw  die  Hache  AMN  =  -jr  T^ia^  —  2 r'sino}!-] i — ~'     1*^  MN=yi,  so  ist  cos a)| 


'-Ti 


nnd  es  liegt  a)|  zwischen  0  und  n ,  wenn  MN  in  der  ersten  Hälfte  der  Zy- 
kloide, zwischen  n  und  27r,  wenn  MN  in  der  zweiten  Hälfte  liegt.     Für  a}t  =;r  hat 

3    ,     . 
'iitii  die  halbe  Fläche  der  Zykloide  =.  -^T^n,  so  dass  die  ganze  Fläche  ABNA  = 

^''jr  ist. 

3 
Da  AC=r  tt,  AD=:CE=2  r.  so  ist  ACED=?2 r*;r,  also  da  ACE^  2  '^  ^ '    **^  "* 

^la)  =  ~r»jr,  d.h.  AED  =  ~AEC. 

VH.    Stelle  ABC  (Fig.  28)  eine  Lemniscatc  vor,  ^.  SUf- 

^eren  Polargleicfaung  r'=a'cos2o)  ist,  wenn  A  der  -    -  Jf 

^ol,  AB  die  Polafaxe  und  AB=:a  ist,  so  ist  für BAM      /'         ^^\j^^^  ^^ 

BAM=   -/f«ÖÄ=yaycos2»8«=  -a*Rin2«,. 

*  .  1  ' 

Für  ft>|  =r  -^^  hat  man  die  Fläche  über  AB  =  —  »*,  •  so  dass  die  ganze  von  der 

^mnifcate  umschlossene  (zweitheilige)  Fläche  =a'  ist. 

VUI.  Sey  BCB'C'B  die  Evolute  einer  Ellipse  (Fig.  29,  siehe  S.  212),  deren  Glei- 

«bung  also  (^j^TZT.J  +(^;^rrb"J  =r  1  ist ,  und  wo  AB=r— jj— ,  AC=-^-g— . 
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Fig.  29. 


7     n 

\1 


also  fiir  AM =X( ,  die  Fläche 


lA- 


0 

Man  setze  nun  x=^z',  so  ist 

Aber  nach  §.  41  ist,  wenn  man  nach  einander  die  dortigen  Formeln  (oX  (h) 
anwendet :  r 

6a  • 6a  4  '  6a     4/  ' 


z 


(1  — az')^   ,  «(1  — a«»)^  ,  «0  — at*)^ 


6a  "^       24a        "^        16a        '^IQaJ  yY 


V    f       8z 


z(l-az«)^  ,  a(l-az»)'   ,  «(1  — a«*)^   1        1  ..       ,,  , 


6a 


24a 


16a 
s 


fBaVo 


J 

Setzt  man  zur  Abkürzung  \/ax  =u,   \/e'=  \/a' — b*=c,  so  ist  a=  "-T 

1      u 


2 
J         2 


aj  «  «  « 


— ,  so  dass 


2      3 


e»      e» 


mithin  da  für  x  =  0  auch  u=:0,  und  für  x=X|  :  u=^\/aXf  — Hj,  und-^  =  Y' 


a»-b*      e«      s* 


2ab 


Sab 


16i 


Für  Xi'=  — r —  =  —  =  —  ist  u.  =f ,  also  hat  man. für  die  FUeh» 

a  &        a    •  • 

3«*     it  3a»i<     8e*ii     3(a«>-b')?<r 

ABC  =  ,,    •  .  -;r-,  xnithm  die  ganze  Fliehe  =  -tr-r-  =  -zr—-  =         ^    ,  : — . 
I6ab    2  '^  Sab       Sab  Sab 

Fig.  30.  IX.  Sey  y  =  a+b  x +cx'  die  Gleichung  einer  Kurre  (F.  30) 

5-^^     und  die  Abszissen  von  A :  x©,  von  C :  Xo-f-2h,  wo  AE=EC=h, 


i? 


/ 


so  ist  die  Fläche 


-/! 


T  £c 


ACDB;^/(a4-bx+cx«)8x=«.2h4--5-b[(xo+2h)»-x,'] 

+  J<![(xo+2h)«-i.»J..    . 
=  2ah+ib(4x,h+4h«)+i-e(6i.»h4-W««h'+8h') 
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y[6*+6x6b+6bh+6x/c+12xnlic+8Vc] 

I  {a+bio  +  cxo'+4{a-hb(xo+h)  +  c(ro+h)^+a+b(ro+2h)  +  c(xo+2I.)=  j. 

Ist  nun  AB==:yo.  EF=y,,  qD=y,,  so  ist  yo=a4"bxo+«Xo'»  Ji  =a+ 
(xo+h)+c(xa+b).  y2  =  a+b(Xo+2b)+c(xo+2h)»,  also 

ACDB  =  |-{yo+4yi+y,). 

Wäre  eben  so  y=a4~bx+cx'+dx'  die  Gleichung  einer  Kurve  wie  Fig.  30 
sd  man  hätte  als  Gränzabszissen  Xq,  Xo4~^b,  während  yo,  yt,  yj,  Jt  die  den  Abs- 
isien  X0,  X0-+h,  Xo-j~2h,  X0-j~3h  entsprechenden  Ordinaten  sind,  so  wäre  die 
lache 

yS+bx+cx»+d«^ex  =  a.3b  +  y[(i«+8h)»~XaT+-|-[(xo+3h)»-V] 

+  -f[('^+3h)*-Xo*].=~|>n+3y,+3y,  +  y,]. 

Auf  diese  Formeln  gründet  sich  die  Simpsoii*sche 
^ormel  für  die  näherungsweise  Berechnung  eines  Flächen«- 
anmes  ABCD  (Fig.  31).     Man  theiie  nämlich  ^\JD  in  2n 

Reiche  Theiie,  jeden  =h,  so  tlass  also  h=  ,r-  ;  errichte 

II  den  Theilpunkten  Ordinaten  y©»  Yu  yi»»  •  > »  y2n'  ^'^  '^^*^ 
LB=y^,  CD  =  y2^,  und  lege  nun  dureh  je  di^i  Punkte,  ^ 
twaB,E, F  eine  Kurve,  deren  Gleichung  die  Fonn  y  =  a+bx-f-cx'  hat, 
^as  immer  möglich  ist,  da  die  drei  Grössen  a,  b,  c  bestimmt- werden  können, 
enu  man  die  Bedingungen  anschreibt,  dass  die  Kurve  durch  die  drei  Punkte 
eben  isoll.  Je  näher  nun  die  Punkte  an  einander  liegen,  desto  mehr  wird 
Dch,  innerhalb  derselben,  die  so  gezogene  Kurve  mit  der  eigentlichen  zu- 
UDmenfallen ,  und  man  wird  also  für  das  Flächenstück  zwischen  der  ersten 
id  dritten  Ordinate  haben : 

yÖTo+^yi+yi). 

h 

Eben  so  für  das  zwischen  der  dritten  und  fünften :  -r-  (y,  -f-  4y3:4-  yj 
B.  w.,  so  dass  die  ganze  Fläche  nahezu  =  -s-  [  yo  +  4yi  +  y2  +  y2  +  ^y^ 


y*+y4+*^y5+..-.+4y2„_i+y2j 


=  J[yo+y,„+4(yi+y,+y6+. .  .  +  y,„_^)+2(y,+y,+  . .  •  +y,^_,)] 


§.  56. 
Soll  man  die  Länge  des  Bogens  KN'  (Fig.  32)  berechnen ,  *  dessen 


*  Von  der  L&nge  einer  geraden  Linie  haben  wir  einen  ToUkommen  klaren  begriff;  bei 
LiDg»  einer  kmninien  Linie  kann  man  schon  eher  Anatand  finden.  WIU  nmn  in  diesem 
to  lüstere  -anf  entere  sorflckföhren,  so  denke  man  sich  einen  Megtameti  Faden  Aber  die 
BBM  Linie  gespannt,  den  man  dann  snr  geraden  Linie  ausstreckt.     Uebrigens  betrachten 
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LlDge  eines  Karrenbogen« . 


■    Fig. 

32. 

^-f-i 

A 

Y           . 
~---^ 

L 

s 

O      M  TP' 

Js,  man  habe: 


.  Endpunkten  die  Abszissen  OM==a,  OM'  =  b,zu- 
^[Ljs  gehören,  so  sey  für  OP=x,  die  Länge  von  ^'Q=s, 
und  man  bat  (§.  13.  V) :     . 

worin  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  s  wächst  mit 
wachsendem  x,  das  untere  im  entgegengesetzten 
Falle.     Daraus  folgt,  dass  für  PP'  =  Jx,  QQ'  = 


^s  =  ±\/i  +  (^y^x+«Jx. 

worin  a  uaendlich  abnimmt  mit  unendlich  abnehmendem  Jx.  Gesetzt  nun, 
wie  in  unserer  Figur,  es  wachse  der  zu  berechnende  Bogen  in  seiner  ganzen 
Ausdehnung  mit  wachsendem  x,  so  folgt  hieraus  ganz  wie  in  §.  53,  dass  die 
Länge  von  KK'  gleich  sey  der  Gränze,  der  sich  die  Summe  der  Werthe,  die 

man  erhält,  wenn  man  >"\r   ^+f  g'j  ^^  ^^^  Grösse  x  alle  Werthe  von 

x  =  a  bis  zu  x=:b  belegt,  mit  unendlich  abnehmendem  <^/x  nähert,  wo  also 
Jx  der  Unterschied  der  auf  einander  folgenden  Werthe  von  x  ist.  Daraus 
folgt  unmittelbar,  dass 


-  =y.  V'+fö)'«: 


Adiu.     Dieselbe  Fonnel  Iftsst  sich  ebenfalls  in  folgender  Weise  finden.     Es  ist.  wenn 
Bogen  NN' =  0,  sicher 

ö 

0 


also  wenn  man 


die  Veränderhche  x  einführt,  wo  dann  —  =  ^/   1+1  7-  |   • 
indem  für  s  =  0  auch  x  =  a,  für  s  =  0 :  x  =  b  ist. 

Würde  der  Bogen  abnehmen  mit  wachsendem  x  (wenn  man  z.  B.  seinen 
Anfangspunkt  in  N'  gewählt  hätte),  so  wäre 

Fig,  SS.  Würde  innerhalb  der  Gränzen  des  Integrals  der 

Bogen  bald  wachsen  mit  wachsendem  x,  bald  abneh- 
men, so  würden  diese  Formeln  nicht  mehr  gelten  nnd 
^  man  müsste  den  ganzen  Bogen  in  einzelne  Theile  ab- 
trennen. So  z.B.  Fig.33,  wenn  Oa  =  a,  Ob=i?, 
Oc=y,  Od  =  (l,  wäre: 


0( 


B 


l    d- 


wir  offenbar  die  kmmme  Linie  selbst  als  die  Gränie,  der  sich  ein  eingesdiriebenet  Vieleck 
nähert,  wenn  seine  Seitenanzahl  immer  grösser  wird.  Von  diesem  Standponkt  afii  eigibt  sieb 
dAnn  ein  Uarer  Be^ff  der  LAoge  einer  kmmmen  Linie,  da  sie  die  Grame  -der  SniiiM  dir 
Polygonseiten  ist.  j       - 
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Bog«.  AB=/^'\/'  +{,rj'^'  Bog.„BC=_/J\/'+(|-3'8x. 

Bogen  CD  =f^\/l+(^)\., 

wobei  jeweils  für  y  diejenige  Funktion  von  x  zu  wählen  wäre,  die. dem  be- 
treffenden Bogenstück  eotspricht. 

Wollte  man  fiir  Polarkoordinaten  die  betrefl'ende  Formel  herstellen ,  so 
wäre  y  =  rsina),  x=:rcosa),  also  wenn  rals  Funktion  von  «,  gegeben  durch 

die  Polargleichuug-der  Kurve,  angesehen  wird,  ist  (§.  14): 

8y 

d'y        8«       8x       8r  8y       8r   .        , 

r- = -r — ,-—=-— COS» — rsin»,    -— =  r— sm«-|-rco8«, 

8x        8j[    •  8«      8«»  8ä      8«  • 

also  wenn  (Oq,  a>|  die  Werthe  von  a>  sind,  die  den  Endpunkten  entsprechen 
und  der  Bogen  nur  wächst  mit  wachsendem  to  (§.49,  iV),  dieser  Bogen  = 

►i      

n^Y  /-«t : 

Wir  wollen  nun  diese  Formeln  ebenfalls  auf  einige  Beispiele  anwenden» 
I.  Man  soll  den  Parabelbogen  AN  (Fig.  26)  berechnen,  wenn  AM=a|. 

^aer^st  y»  =  2p«.    y8^  =  P.    8l  =  7'    V  '  +  l8"xj   = ?^ = 

V2px  +  P.'^A/2^+P 

*  Streng  genommeD  sollte  man  hier  die  Fälle  unten>cheiden ,  da  ^     positiv  oder  negativ 

8x  ^  ^»»J 

Attein  wenn  r~-<^0,  so  nimmt  z  ab  mit  wachsendem  a>  (§.  14);  setzt  man  aber  voraus,   oa 

ö»  8s 

▼aefase  der  Bogen  s  mit  wachf^ndem  co,  so  ist  r— >0,  also  —  =  -- — <0,  wie  natürlich, 

oo  u  z        8  z 


8z 

wie  wenn  q— >  0. 
ora 


8  s  -1   /     .   /8y^'      Ö  8 

oa  jetzt  s  wächst  mit  abnehmendem  z.     Demnach  ist  r—  =  —    %/  '  "T  I  ^~  I  »     jT"      = 

8  s     -4   /r8z^'  ,    r8y"v' 
So  lange  also  §  wächst  mit  wachsendem  »  gilt  die  Formel  r—  ac  %^  I  fi~  I     '    1  fl~"  |   • 

alao  üeh  die  Fonael  des  l^ztes,  in  der  natürlich  «^^»o  seya  moss.     Aehnliche  Betrach- 
toogeo  werden  in  allen  künftigen  ähnlichen  Fällen  maassgebend  seyn. 
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•    AN=Vi/\/?S8,. 

Q 
2x4-p        ,  p        bx  2«p 

Man  setze  nun =  »  »  x  =  -5 — 5 »  E~  =  —  n — sn,  »o  ist 

X  x'  —  2   «X  (x*  —  2)*' 

4  1.     »+V2      V2       ^•^  «— l/Z^V'Z  ^        K*;j^ 2^1^     jjj_2 

„\/2'  +  P 

y2\.t—V2jj~t*—2~^2y2  \.t-y2j'^  2«+p        "•■ 


Y/2»+P      y^J       ^     '  ^2i/2    l,ViR^-V2xJ 

AN-—  /\/2»+Pa,_\AS±l^)  4.  p,rvp±^±y'2i:\ 

Wie  maq.  NQ  (=AQ  —  AN)  hieraus  finden,  kann,  ist  wohl  klar. 

U;  Für  den  elliptischen  Bogen  HG  (Fig.  23),  für  den  CFz=^jl^  ist  a'y'+b^x^ 

,   .         b»»^  aV-a-'x'+b»x»      a*>-(a»-b«)x»  .,  , 

*»  "TTTi — rK=  — Tuli — Zi\ —  =  ' — TzTI» — Zt\ — »  ^^^  wenn  a'-r-b*=a*a%  d.h. 


a»(a»_x*)~      aHa'-x»)      "      a^a*  — x^ 


,      a^-b' 
(<*  = 


a' 


Man  set2e  hier,  da  x<Ia:x=asin<)p,  so  ist 

also  HG  =  a/ Vi  — «'8»n*«j  89.  sing)4=— *.♦ 

^0  a 

Ist  hier  Xf  =*»  ^1  =  "ö" '  ***  *®*  *^*®  Länge  des  yierten  Theils  der  Ellipse  = 

a/  *Vl-a»ain»f>a^. 

Der  Werth  dieses  Integrals  lässt  sich  hier  nur  dorch  Entwicklung  in  unendliche 
Reihen  finden.     Man  hat  (§.  46) : 

yVl-«»SHi»9e9  =  yj[l+^««sin>-|~fl*sm^ 
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J     Vl-o»8in»98»)  =  ^— ^o»y     sinV«»>~^«*y     sinVö»)... 

%       1,1«      1.1  ^    3.1  ir  , 

=  Y-2«    •yy-2^«    •472^-       •••»•*^>' 

™  =  Y  l'       iT^ J  -^2:4  «  J  -  5  I2X6  «•  J  "  1 


atf 


r  a  =  b  ist  die  Ellipse  ein  Kreis,  «  =  0,  also  der  Viertelkreis  ~="2">  ^^®  ^^' 

:  Für  den  hyperbolischen  Bogen  AN  (Fig.  25)  ist  b'x'~aV*=a*b^•^'x 

hr_^  2y^^A_l. iL.  \\(^^\      a*x»-A*  +  b'i»^ 

)x— ^'  »x-a»    y  ~  a  y^rr?'     ^"t'V.8xJ    ~         a»(x»-a') 
)x»-a* 

-ra»)     • 

Av      A  /(a»+b')x'-a"*, 

,.        ,       «^  a      8x  acosy         : 

in  setze  hier,  da  x ^a :  x  =  -: —  •  ^"  = :~r~  >  ^^  ist 

sin 99    09  sin'^ 

— .a*sin*«»  a  cos  99 


\  /(ä^b')x'— a% A  /aVÜ^b»)— Vsin 

V       a-(x*-a»)     ^*""    y  V       a»(a»— a^sm»«)) 


sin' 9 


I — 89=  — 


a*+b*  —  a*  sin'«)  acos^ 


a* — a*8in*9>        sin '9 


7-^—89  =  —  Va  +«>     / -r-% ^^*  P  —  ZiJJj' 


fÄr  x=a,  sinq9=  I ,  a)  =  -=r,  und  für  x=Xi,  8in<|P4=:  — : 

^  Xj 

J    1t  Sin'9  1^,/  810*9 

T  9i 

B  Integral  wie  in  IL  zu  bestimmen  wäre  (yergl.  §.  105). 

Öy 

r.    Für  den  Zykloidenbogen  AN  (Fig.  27)  ist  (§.  54.  VI) :  g|  =  -^  (§.  14)= 

8» 

— » 

/(l  — cos»)»+rin*a»8«  =  r  /V2— 2co8«8»===rV2  /'y/2  8in"YÖ«  = 

;in~8«  =  —  4r  cos  — , 

ara>i=7r,  sin'~  =  sin«j  =  ^  ist  AE  also  =4r.  AEB  =  8r. 

■v.    FOr  eine  Epiiykloide,  deren  Grondkreis  R  inm  Halbmesser  hat,  während* r  der 
Mser  des  rollenden  Kreises  ist,  so  dass  deren  Oleichnn^ 
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x  =  (R-4-r)co8«  —  reo» ,  . 

r 

y  ^  (R -|- r)  sin  0»  —  rsin -. — 

siud ,  findet  man  eben  so  als  Lttnge  eines  ganzen  Umiaufi  (für  den  der  obere  Werth  Ton  a»  =r 

— -  I  die  Grösse = . 

8r 
y.  Für  die  archimedische  Spirale  ist  r==ao),  r—  =a,  also  der  von  io=0  bis 

ft)=co^  sich  erstrcckeiide  Bogen : 

•/  0  */  0  2  2 

Isfe  fj  die  Länge  des  letzten  Fahrstrahls,  do  ist  r|  =a<»|,  q>|  =  ~. 

a 

Für  die  logarithmische  Spirale  ist  r=:a  ,— -  =a    1  (a),    also  die  Bogenlänge 
von  o>=r:0  bis  (0  =  0)4  • 

y*"'  Va«+a*»I(a)' 8 «  =/> Vl+ iöö'« «  =  ^^^S^  ^'"'  ~  *^- 

Für  die  Lemmiscate  (Fig.  28)  ist  r'  =  »'oos2(ö,  r  r-^  =  — a'«in2«»,     -^  =  - 

a^n2»     /ör.-\'       ,_aSin^        ,     a*8in*2a»  +  a*co8'2a       ^ a' 

r        '  V8«J    ■   '  ~      r»       "i  '  -  a*co82«  ~  cos2«  "*  1  —  2  sin' •' 


also  ist 


/*  »     8fl>  /•T  8ä 

BM-a/— =^==,  BMA=a/  *—===. 

yVl— 28in»tt)  y      Vi— 28£n»» 

0  0 

welches  Integral  nach  ^.  46. 1  bestimmt  werden  konnte.     (Vergl.  §.  1 05.) 

^'  3^'  VI.  Seyen  (Fig.  34)  AC  UDd  BD  zwei  pa^ 

O  railele  Kurven,  deren  Abstand  AB  =  CD=a 

1     ^  sey;  seyen  ferner  MundM'  zwei  unendlich. nahe 

^^K.Jm'     ^    .  Punkte  des  Bogens  AC;  OM,  OM'  die  in  den- 

„/     /\.,  \^^  selben  gezogenen  Normalen,  die  sich  also  im 

f    ^ir^--^.^^      /\    Krümmungsmittelpunkte  0  scheiden;   ebenso 

i      \  ^^^^jt^  ^*"^  ^>^'  ^^^*  benachbarte  Punkte  des  Bogens 

\,_^-''^  ^  BD,  ON  der  Krümmungshalbmesser  für  BD  im 

^  Punkte  N.     Sey  also  0M  =  ^,  mithin  0N=? 

-f-a»  so  ist,  da  MM^  als  Kreisbogen  vom  Haibmeßsex:  ^  und  dem  Winkel 

MOM'=//a)  angeschen  werden  kann  : 

und  da ,  wenn  a>  der  Winkel  ist,  den  OM  mit  der  ersten  Normale  AE  macht, 
(ö-f-z/o),  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  der  Winkel  seyn  wird,  den  OM' 
mit  AE  macht,  so  folgt  hieraus,  dass  wenn  «^  der  Winkel. AEC  der  ersten 
und  letzten  Normale  (AE  und  CE)  ist,  man  haben  werde  (vorausgesetzt,  dass 
der  Bogen  immer  wachse  mit  wachsendem  a>):     - 

p8«.  BD= /(p+a)8«=  /p8a»4-a/8»  =  AC+a«t. 
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Nun  ist  acOf  die  Länge  eines  mit  dem  Halbmesser  £F=;a  zwischen  den 
Seiten  des  Winkels  AEC  beschriebenen  Kreisbogens  F6,  so  dass  also 

BD  =  AC  +  FG. 

Der  Kreisausschnitt  MOM'  ist  eben  so  -^q'^Jia,  NON'  =2-  (^  +  a)* 

^/«,  also  NMM'K'==NON'— MOM'==:y  [2a(»+a'J^(»=aßi/«+  l*./«, 
mithin  ist  die  Flache  des  Streifens 

ABCD= /ap8«+/      -2-8»=a /p8a>  +  ^Äi  =  a. AC+ -  — ^, 


a'tt« 


0  -^   0  »^   0 


und  da,  nun  -—^  die  FJäche  des  Ausschnitts  EFG  ist,  so  hat  man 

ABDC  =  a.AC+DFG, 

wo  a .  AG  das  Rechteck  ist,  das  über  der  Grundlinie  AC  mit  der  Höhe  a  er- 
richtet ist. 

§.  56. 
Dreht  sich  die  Linie  NN'  (siehe  Fig.  32,  S.  214)  um  die  Axe  der  X,  so 
erzeugt  die  Fläche  MM'NN'  einen  Körper,  dessen  Inhalt  man  pach  §.  13.YII, 
in  genau  derselben  Weise,  wie  in  §.53  finden  wird  gleich 


Wy»8 X ,. 


wenn  a  und  b  die  Abszissen  von  N  und  N'  (d.  h.  GM  und  GM')  und  y  (als 
Funktion  von  x)  die  Grdinate  der  Kurve  NN'  ist 

Ganz  eben  so  ist  die  von  NN'  erzeugte  Fläche,  gemäss  §.  13.  VIII: 

wobei  wir  voraussetzen  wollen,  dass  der  Bogen  NN'  immer  wachse  mit  wach- 
sendem X.  '^ 

Für  den  Fall  der  in  §.55  betrachteten  Polarkoordinaten  (x  =  rcosa), 
y  =  rsin«)  werden  diese  Formeln,  wenn  «0,  «,  die  Werthe  von  00  sind, 
welche  x  =  a  und  x  =  b  entsprechep ,  zu : 

.      /^*  1  .  «    8(rcö8ai)^         .      /*®^.       rö'  .      ^fi 

TÄ/      r'sin'tt — s ^8«=+ir/  r^sm©  I  r— cos»  —  rsin»  I8<d, 

^«0  ®*  ■'•>'««  ^"^*  ^ 


*  Diese  Bedingnng  ist  uneriftsslich ,  wenn  obige  Formeln  gelten  sollen.  Sie  setzt  voraus, 
da<8  b — ra^Osey,  ond  dass  y  positiv  genommen  werde,  was  immer  genügend  seyn  wird. 
Far  den  Fall  der  Figar  33  {%.  55)  würde  man  zur  Berechnung  des  Ton  AD  entstandenen  Kör- 
pers oder  der  entstasdenen  Oberfllcfaedie  Formeln 

lu^ben»  wo  yi »  y, ,  y,  die  Ordiaaten  für  die  Stücke  AB',  CB,  CD  sind.     Wia  man  in  andern 
Fiilleit  zo  Ter&lureD  liltle ,  wird  aus  diesem  Beispiele  klar  genug  herrorgehen. 
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wo  r  als  Funktion  von  a>  aus  der  Polargleichung  der  Kurve  zu  nehmen  ist, 
und  wo  das. Zeichen  so  zu  wählen  ist,  dass  der  ganze  Ausdmck  positiv  aus- 
föllt.  —  Wir  wollen  nun  auch  hier  wieder  diese  Formeln  auf  Beispiele  an- 
wenden. 

I.    Dreht  sich  (Figur  23)  die  Fläche  CFGÖ  um  GF,  so  ist  y*  =  -T(a^— x*X 

\/l  +  rl^V  =  \/^-T~r-  (§•  5ö-  ^)»  «^»o  *»*  ^^  ▼««"  ^«««'  Fläche  erzeugte 
Körper  für  CF=Xt : 

Für  X|  =a  erhält  man  den  von  CHB  erzeugten  Körper  = — 5 — ,  also  den 

4 
durch  Rotation  der  Ellipse  um  AB  erzeugten  Körper  =  -x"  ^kh^  n. 

Die  von  HG  erzeugte  Fläche  ist,  wenn  a'^b^  also  die  Ellipse  sich  um  ihre 
^osse  Axc  dreht : 

0  0  

Für  Xi  =  a  hat  man  die  von  HB  erzeugte  Fläche  =  bfr  Va'  —  a'a*  +.  — - 

,      ,   a  b  9f 

arc(8in=:a)  =zh*n-\ arc  (sin^^«),  also  die  von  der  Ellipse  erzeug^  Fläche 

>.  ** 

2ab9r 
=  2b'w+ arc  (sin  =  a). 


Dreht  sich  die  Ellipse  um  ihre  kleine  Axe,  so  ist  b*>a*,  alsoA/  1  +  (  ö^  j 

also  die  von  HG  erzeugte  Fläche  (wo  nip  AB  die  kleine  Axe  der  Ellipse): 

2«— /'Va»+^*x*8x.  ß^=X^. 
Das  hier  vorkommende  Integral  wird  nach  §.  40.  U  Jbestimmt,  und  man  indel: 
yViM=^^8x  =  -|  Va»+iJ»x»  +1^1(^1+  Va«+^«x»).  ^ 


*  Man -kann  übrigens  auch  so  verfahren:  In  der  Formel  (41)  des  $.  36  setze  man  y  = 
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also  ist  die  Fliehe  = 

FQr  Zt=*  eriiUt  man  die. halbe  Rotationsfläche,  und  da  dann  a*-{-/}*X('  = 
a*-(-b' — »*=b*,  »0  ist  dieselbe  =    . 

IL    Der  ZykloidenbogeD  AN  drehe  sich  mn  AB  (Fig.  27).  Alsdann  ist  §.  55.  IV : 

f'V^^m'"  =/'  Vfö)'+(H)'— -At» —•'•' 

=  4r*/sin'— 8«, 
und  wenn  man  hief  io^=2q>  setzt: 

sin»y8»  =  2yiiu*fl»öfl»  =  2|^— — ^^ — ^ g^J=— ycos9(2+8in«») 

=  -fco.f(2+sin.^). 
also  die  Ton  AN  erzeugte  Fläche,  -wenn  a>i  der  zu  N  gehörige  Werthe  ron  <o  ist: 

0  0 

Für  a>|  =fr  hat  man  die  Ton  AE  erzeugte  Fläche  = — « —  (2)  =  — 5 — ,  also  die 

.««  64r»« 

Ton  AEB  erzeugte  =^t-ö — • 

FBr  den  durch  Rotation  Ton  ANM  erzeugten  Körper  findet  man  eben  so : 

.     /!?*            MO          s^r          o  .          1  38in«,co««i   .    3            siBtt^cos'tt^ 
r*ir/(l— cos»)»8«»  =  r'*rl  a>i— 38in«4H 1 '^~2  **' 3 

2            ~1        •     r5            II   .          ,  3 sin ».  cos a>.      sin«, eo8'<Di~| 
--3«n«.J^r'i.[^'-..-y«n<..+ ^ 3 J" 

Für  a>|  ==7r  erhält  man  den  durch  Rotation  Ton  ACE  um  AB  erzeugten  Körper 


5r»i*» 


,  also  der  ron  AEB  erzeugte  Körper  =  5r'nr'. 


-  f\/^*+fl*r*9ir^tL*  f        ^'      -»  daraus  folgt  unmittelbar:  2  fytL*  +  ß*T*diL  = 

/8x 
Va*+/?»x» 

^l(2/f«x+2^Va'H-/»*^^  =  4-JÖ»»H-V»*  +  /'*»')  +  4"  *  (2/»).woTon  das  letetere  kon- 
ttant  ist 
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m.  Der  Kreis  FE  (Fig.  35)  dreht  sich  um  die  Gerade  AB, 
die  ausserhalb  desselben  liegt ;  man  soll  .den  KOrperiobalt  fin- 
den, den  derselbe  beschreibt,  so  wie  den  Inhalt  der  Oberfläche, 
\         die  von  dem  Kreisumfange  erzeugt  wird. 

Sey  C  der  Mittelpunkt  des  Kreises,   CA  senkrecht  auf 

AB  und  die  Länge  von  CA  =  a,  r  derüalbmesser  des  Kreises. 

Wählen  wir  A  als  Anfangspunkt  der  Koordinaten,   AB  als 

ß  Abszissenaxe  (was  wir  müssen,  da  die  Rotationsaxe  immer 


(^        Abszissenaxe  seyia  muss),  so  \it  die  Gleichung  des  Kreises: 


(y_a)»-Kx*i:^r»,  y  =  a+ Vt*— xV 
Von  den  zwei  Zeichen  gilt  das  obere  för  die  Hälfte  D£D',  das  uittere  für  DFD', 
wenn  DD'  parallel  mit  AB  gebogen  ist.     Man  müss  also  diese  beiden  BOalbkreis^ 
nun  scheiden. 

r*-x«+x*  r* 


a)  Halbkreis  DED' 


r»  -X» 


b)   Halbkreis  DFD' 


mithin 


^r»-x»' 

Die  Gränzen  des  Integrals  sind  — CD'  und  +CD,  d.  h.  — r  und  -f-r,  so  dass 

also  der  Inhalt  des  von  der  Fläche  GDED'G'  erzeugten  Körpers  = 

Ä  /(a+Vr'^"^»)»8x  =  Ä/(a»'+2aV?^»+^^  : 

und  die  von  DED^erzeugte  Oberfläche  = 

ist. 

8x      \/r*— X*  Vöx^        r*— X*' 

ist  der  Inhalt  des  von  der  Fläche  GDFD'G'  erzeuirten  Körpers  = 

.W(a- Vr'— xVax=^Ä/(a^  — 2aVr'-x'+''-«')8x. 

und  der  Inhalt  der  von  DJT)'  erzeugten  Fläche  = 

-N  .       4.,    .       _ 

— r  — r       y  ^ 

Hieraus  ergibt  sich  nun: 

/.+'       

Inhalt  des  von  DFD'ED  erzeugten  Körpers  =ir  /  (a'+ 2  a  V''— »*+'*  — *')^*'' 

y(a*-2aVr*— x»+r'-x^8x=«/(4aVr2-x»)8x(§.49.li)=4aÄ/Vr*-«**'* 
— r  — r  .  -  r 

.       r»Ä« ^       .      .    . 


=  4a.     —  (S.64.II)  =2ar*7r'. 


Inhalt  der  vom  Kreis  erzeugten  Fläche  =  2rÄ  /    (  — — 1-1  J8x+ 

2rir/   r-_5^^_i")ex=2r«/  — ~^— 8x=4ra7r/  — il==4rai*.ir=4arir». 


I 

.._L 
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7.    Sey  DEF  (Fig.  36)  eine  Kunre,    deren  Gleichung  Fi<j.36. 

-H-Bx+Cx^  (§.54*  IX),  upd  sey  AB=:BC=:h.  AD  £., 

=a,  BE=b(b>a),    wobei  B  der  Anfangspunkt   der^  --" T       "^  -^i^ 

inklichen  Koordinaten ,  BC  die  Abszissenaxe  ist.     Der 

Bter  Kurve  bei  ihrer  Drehung  nun  AC  beschriebene  Kör- 

frllt  alsdann  ein  gewöhnliches  Fass  vor,  in  ^leni  a  der 

eiser  des  Bodens,  b  die  halbe  Spuntentiefe  und  2h  die-'^'  B 

«t. 

ta  die  Kurve  durch  D,  £,  F  gehen  soll,  90  muss 

a:i^A  — Bh  +  Ch%  b  =  A,  a=A  +  Bn  +  Ch* 

b  — a  ' 

woraus  A=b,  B  =  ü;  C  =  —    . ,     folgt,  so  dass  die  Gleichung  der  Kurve  ist: 

ler  Inhalt  des  von  der  Flftche  ADFC  beschriebenen  Körpers  ist  also 

20  /   Tu      ^— a    tl*o        «     FvÄL      2b(b-a)h  .(b  — a)*hl 


t 


-"•[t+t -«*->■]• 


Sie  man  leicht  sieht,  folgt  hieraus  die  Regel:  „Der  Kubikinhalt  eines  Fassos 

1  2 

ich  -^  des  über  dem  Boden  errichteten  Zylinders,  dazu  addirt  -«rdcsüberdem 

2 
te  durch  die  Fassmitte  errichteten,  und  von  der  Summe  subtrahirt  ..'  des  Zv- 

I,  dessen  Grundfl&che  den  Unterschied  der  Durchmesser  der  genannten  beiden 
ler  zum  Durchmesser  hat ,  wenn  alle  diese  Zylinder  dieselbe  Höhe  wie  das  Fass 

■ 

■ 

amber t  in  seinen  „Beitragen**  I,  S.  225,  8*  21  beachtet  nnr  die  swei  ersten  Glieder 
fonnel.  Letztere  selbst  rührt  von  G  ran  er  t  her,  der  in  seinem  «Archiv**  XX,  S.S13 
}h  noch  ans  der  Annahme  gefunde'n ,  DF  sey  ein  Kreisbogen. 

^  Dreht  sich  die  Lemniscate  (Fig.  28,  §.  54)  um  dio  Axe  AB,  so  ist  der  durch 

o  r 
on  Ton  AMB  entstehende  Körperinhalt,  da  jetzt  r^=a'co8  2Q),    r  r~=  — 

2«: 

ir  n 

/■  rr—  cos« — r'sin»  1  /      .  1  o 

•      .    V  Ö*                        J  .     ,     /     8in**cos2a  ,  .    ^ 

r*sin**.^: 8»  =  -Ha**/     -— =-  (sin  2  a>  cos  «  + 
•                                r  -       -^  0     Vcos2* 

n  n 

sto*) 8  •  ==  ±*»i*/ * ^^^^^^'•-«na« 8 •.  =  a»«/* Sin-.  »in3«  V 

n 


i»ir  /  *(3sin-»  — 48hi*»)sina>  VcSr2^Ö*, 


ir  bloss  da!»  -{••  Zeichen  beibehielten,  da  jetzt  der  ganze  Ausdruck  positiv  wird. 
■  2o)=l  — 2sin'o>,  so  setze  man  1 — 2tia^«>=z',  wo  die Gr&nzen  von z seyn 

8«  80»  z  ~^z 

n:  1,0;  und  hat 'i--48ina)cosa>  r-=2s,  «{■«5--  =  — 


8  s  •  8  z  2co8a»      2VI— »*«•• 
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7.  I  .     ,  1  — 1»  . 

,  sin^Tö^— s —  ,  80  dass  der  Inhalt  = 


z  . 


VT^«'=2T2/,    VHP    «'  =  n72'<^+^'>-l2' 

d.  h  der  durch  Rotation  der  ganzen  LemnUcate  entstandene  KOrper  hat  zum  Inhalte: 

^.  •^.  VL  Der  Kreis  GBO''  Totirt  am  die  Axe  AB ,  die 

'^^'^"^.^  ihn  durchschneidet;  man  soll  den  Inhalt  des  vonGEG' 

erzeugten  Körpers  und  Oberfläche  berechnen  ^Fig.  37). 
\  Sey  wieder  CA  senkrecht  auf  AB,  CA=a,  r  der 

^  \        Halbmesser  des  Kreikes ,  AB  Axe  der  dt,  A  Anfaogn- 

•"■  1        punkt,  so  ist  die  Gleichung  des  Kreises :  (y-— a)' + 

\^/  Ij  ^p       x*=r',  y=a  +  Vr*  —  x*,  wo  «das  obere  Zeichen  filr 

.  .  ^ß     j^j,,  ^^  untere  für  FG  und  F'G'  gilt,  wenn  F'F  pa- 

rallel AB.     Um  die  Koordinaten  von  G  und  G'  zu  finden,  hat  man  y=0  zu  setzen 
und  findet  x^r+V^r*^— a*  als  Abszissen  dieser  Punkte.     Da  nun 

so  ist  der  Inhalt  der  von 

-l-r 


r 


B 


FEF' «lOTgten  Oberfläche  =  2r«/r—|^ 


s. 


— r 


^^     '       '    -'"/(vfe-O'"* 


""'''  "     "   ='"'Avfe-0'" 


— r 


WO  die  zwei  letzteren  Grössen  einander  gleich  sind.     Demnach  ist  die  ganze  Ober- 
fläche ; 

•  V  r*  -•• 

a  .  arc  fsln  =  ^''^""*'j  -  r+  V?^*  \  =  4r«  [a»r  + V?=i^  - 

a  .  arc  I  iin  =  -^ I  I. 

Für  a  =  0  findet  man  4r'ff  Ar  die  Oberfläche  emer  Kugel. 
Ferner  ist  der  körperliche  Inhftlt  des  tob 


KOrper-  und  Flieheninbalte  mitteltt  paralleler  Schnitte  berechnet. 
BFEFl)  ansengten  Körpers  =Ä/(a+ Vr*— x0*ex=27r /(a-f  Vr*— x*)*Öx. 
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BFG 


=  7r/{a  — V?=^)^x. 


DG'F  ,  „   -     =ä/         (a-V?=i^)«8x, 

wo  wieder  die  zwei  letzten  gleich  sind.  Mithin  ist  der  von  G£G'  erzeugte  Körper  = 
29^f(o.+  V^^^y&T-^f(K--\^^^yb^  =2ä.  [a^r+r^'-y  +  ar»—   - 


a'r 


+a»  V'*-*'  -  r>+r»  Vr»-a*+y 


r»  (v?=z*y 


X^arc  (•in=-~--3]  "  ^''t*'**^ 


2r«+a\y^ i         ,      r.       Vr^Zv^i 

5 — V — a*— ar*arcl  ßin=-^^ I  I. 

Anm.  Wir  haben  im*  Vorstehenden  immer  angenommen,  die  Kurre  mache  eine  toII- 
•tiodige  Umdrehung.  Geschieht  dies  nicht ,  so  lässt  sich  das  Körper-  oder  Flachenstück,  das 
bd  einem  Drehnngswinkel  von  a  Grad  beschrieben  vnrde ,  anmittelbar  ans  der  Proportion : 

360:a  =  G:  T, 
WD  O  das  bei  ^iner  Rotation  Ton  360^  (wie  wir  oben  Toraosgesetzt)  beschriebene  Stück,  T  das 
bei  einer  Rotation  Ton  a^  beschriebene  ist. 

§•67. 

In  manchen  Fällen  kann  man  die  Berechnimg  eines  Körperinhalts  oder 
einer  Oberfläche  dadurch  ermöglichen.,  dass  man  im  Stande  ist ,  die  Gestalt 
eines  ebenen  Schnitts,  der  einer  gewissen  Ebene  parallel  ist»  zu  ermitteln. 
Legt  man  nämlich  zwei  sehr  nahe  parallele  solche  Schnitte,  so  wird  man  das 
dazwischen  liegende  Körperstück  als  zylindrisch  oder  prismatisch  anziuehen 
desto  mehr  das  Recht  haben,  je  näher  die  Schnitte  sind,  so  dass  num  bei 
onencllich  nahen  Schnitten,  d.h.  wenn  man  zu  den  Gränzwerthen  übergeht, 
den  Körper  als  eine  Summe  von  solchen  zylindrischen  Körpertheilen  ansehen 
kann.  Eben  so  wird  man  das  zwischen  zwei  solchen  Schnitten  liegende 
Flächenstück  als  eben,  ansehen  und  darnach  berechnen  dürfen.  Einige  Bei- 
spiele mögen  dies  Verfahren  wieder  erläutern. 

I.  Denken  wir  uns  sweiEllipsen,  die  denselben  Mittelpunkt  haben  und  deren  Ebenen 
auf  einander  senkreckt  stehen,  so  gelegt,  dass  ihre  einen 
Hanptazen  2c  zusammenfallen,  während  die  andern  2a 
ond  2b  auf  einander  senkrecht  stehen;  denken  uns  ferner 
eine  dritte  bewegliche  Ellipse,  deren  Ebene  immer  senk- 
recht ist  zu  der  gemeinschaftlichen  Hauptaxe  2  c  und  deren 
Endponkte  derHauptaxen  immer  in  den  zwei  genannten  El- 
lipsen liegen,  so  beschreibt  diese  bewegliche  Ellipse  das 
dreiaxige  Ellipsoid,  woTon  die  eine  Hälfte  in  Figur  38  ab- 
gebildet ist.  Dort  sind  AGB,  ECD  die  halben  festen  Ellip- 
sen, A£BD  ist  eine  Lage  der  beweglichen  Ellipse,  MF  eine  andere. 

QN=x,  8oistNM  =  — Vc»-x»,  NP=-^V^^^=^, 

e  c 


Sey  nun 

I>  i  •  ■  f  •  r ,  nMferantUl-  «.  Internil-R«eluiniif . 


SO  dass  also 


15 


■• » -  • 
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die  Halbaxen  der  Ellipse  MF  bekaant  sind.    Die  Fläche  derselben  ist  (§.  54.  U)  also 

ab(c»— X*)  -/ 

1 31.    Denkt,  man -sich  nun  eine  zweite  Lage  der  beweglichen  Ellipse  in  der 

Entfernung  x^Jj.  von  AB,  so  wird  man  das  zwischen  den  beiden  Ebenen  liegende 

Körperstück  mehr  und  mehr  als  einen  Zylinder  ansehen  können ,  dessen  Inhalt  also 

ab(c»— x*)       . 
= 5 nJx  ist,  so  dass  der  Inhalt  des  KOrpers  ABC  = 


^y^(c«-x»)8x  =  -^  U'-yJ=T 


abc« 


ist  (vergi.  §.  53). 
Fip  89. 
D 


Der  Inhalt  des  ganzen  KOrpers  ist  also  -Q-abcir. 

II.  In  dem  Eckpunkte  C  des  Dreiecks  ABC  (Fig:  39)  sey 
eine  Senkrechte  CD  auf  die  Ebene  des  Dreiecks  errichtet.  In 
der  Ebene  ACD  ziehe  man  eine  ViertelSellipse,  deren  Halb- 
axen AC  und  CD  seyen,  eben  so  in  der  Ebene  BCD  eine,  deren 
Halbaxen  BC  und  CD  sind ;  endlich  lasse  man  eiqe  Gerade  pa- 
rallel mit  AB  sich  so  bewegen,  dass  ihre  Endpunkte  immer  in 
den  Ellipsen  AD,  BD  sich  befinden,  so  beschreibt  sie  die  Ober- 
fläche des  elliptischen  KlostergewOlbes. 

Durch  den  Punkt  c  der  Geraden  CD  lege  man  die  Ebene 
^  acb  parallel  ACB,  so  ist  ab  eine  der  Lägen  der  erzeugenden 
Geraden  und  das  Dreieck  abc  ist  ähnlich  ACB.  Ist  nun  J  die  Fläche  des  Dreiecks 
ABC,  ö  die  von  abc,  so  hat  man 


J:6  =  AC*:ac',  «  =  J.^ 


ac 
AC^ 


Da  aber  AD  eine  Ellipse  ist,  so  hat  man,  wenn  CD=h,  Oc  =  x : 
ac»    ,   X*  ac»      I      X*      .      r,       «*^^ 

Legt  man  einen  zweiten  Schnitt  parallel  acb  und  in  der  Entibmnng  Jx  von 
demselben»  so  wird  man,  bei  unendlich  kleinem  zix,  das  zwischenliegende  KOrper- 

stück  als  prismatisch,  vom  Inhalte  I  1  — rj  I ^.  Jx  ansehen  können ,  so  dass'alfo 

der  Inhalt  des  Körpers  ABCD  = 

r^  r        x''\  12  2 

Will  man  den  Inhalt  der  Fläche  ABD  haben,  so  verfährt  man  in  ihnlidier 
Weise.  Das  zwischen  den  zwei  parallelen  Schnitten  gelegene  Fläohenstüokchen 
kann  als  ein  ebenes  Parallelogramm  angesehen  werden ,  dessen  Grundlinie  ab  nnd 
dessen  Höhe  die  (auf  der  Fläche  gemessene)  Entfernung  der  beiden  Parallelen  ist. 
Cm  nun  letztere  zu  finden,  wollen  wir  durch  die  auf  AB  senkrecht  stehende  Gertde 
CE  und  durch  CD  eine  Ebene  legen,  welche  die  Fläche  in  DE  schneiden  soll;  diese 
Kurve  DE  wird  nun  auf  ab,  so  wie  auf  allen  mit  AB  parallelen  Geraden  senkrecht 
stehen.  Was  dieselbe  anbelangt,  so  ist  sie  eine  Ellipse.  Dean  es  ist,  wennec 
parallel  EC : 

''  ÄC» 


ec 


ac 


EC 


ee' 


AC 
Cc» 


CD^ 


t'nnt—  ^' 


also  auch  ^,  ,  ^^, 

was  beweist ,  dass  ED  eine  Ellipse  ist,  deren  Halbaxen  CE  und  CD  sind.    Die  Höhe 


"^"■^^ 
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des  FtofttfelograalBS  ist  abs  ein  Stttek  Rieses  elliptischen  Bogens ,  das  zum  Axen- 
stOd^  dif,  gehört,  mithin  (§.55,  II)  gleich^^/^  h»fh*— ^^'  ^*  gesetzt  werden 
kann,   wenn  Jx  unendlich  klein  ist,  und  C£=:a  ist.      Also   ist,    da  ab  :  AB 

AB  \/  I  ~~"|T>  ^®i>n  in^n  AB  durch  b  bezeichnet,  die  Fläche  jenes  Parallelogramms 


zu  setzen: 


Sey  nun: 

a)  h*>a*  und  dann  h»  — a'=h»a\  so  ist  ^Vh*-.(h*— a»)x*  =  ~-  Vh«— a»x*, 
also  die  Fläche : 


bh        ..  ^ 

ab 
wo  -^=:Zr=der  Fläche  des  Dreiecks  ABC  ist. 

b)  h»<a',  h«— a»=  — jS'h»,  so  ist  die  Fia^jhe  =  

III.  Bei  der  gewöhnlichen  Pyramide  verbalten  sich  die  Dimensionen  (Seiten) 
der  mit  der  Grundfläche  parallelen  Schnitte  wie  die  Entfernungen  derselben  yon  der 
S^tKe,  so  dass  man  sagen  kann,  es  entstehe  dieselbe,  indem 
eine  ebene  Figur  sich  parallel  mit  sich  selbst  bewegt,  und  da- 
bei ihre  Dimensionen  proportional  dem  durchlaufenen .  Wege 
*  rergrOssert.  Gesetzt  nun  aber,  die  bewegte  Figur  vergrGssere 
ihre  Dimensionen  im  Verhältniss  der  Quadratwurzel  der  £nt- 
femang  ron  der  Spitze,  so  entsteht  eine  Pyramide,  deren  Kan- 
ten statt  gerader  Linien  Parabeln  sind  (Fig.  40).  Ist  nun  h 
die  Hohe  der  Pyramide,  d.h.  die  Entfernung  der  Spitze  £  von 
ABCD,  X  der  Abstand  des  Sehnitts  abcd  von  £,  G  der  Inhalt 

der  Gtandfläche,  so  ist  der  Inhalt  des  Schnitts  abcd  =  G-r-,  so  dass  der  Inhalt  der 
ganzen  Pyramide  = 

Hat  man  eine  abgekürzte  Pyramide  dieser  Art  und  ist  g  deren  obere  Fläohe ,  h 
die  Hohe,  x  die  (unbekannte)  Entfernung  der  oberen  Fläche  von  der  Spitze,  so  ist 

g:G  =  x:x-|-h,  ^t^^^. 

also  die  abgekürzte  Pyramide : 

-lG(b+x)-~gx  =  y(G+g)h. 

15» 


228  Nahenrngsformel  für  KOrperiohalte: 

IV.  Gesetzt  eine  ebene  Figur  bewege  sich  so,  49Mk  alle  ilure  Seiten  parallel 
bleiben ,  aber  derart  sich  ändern ,  dass  wenn  x  die  Entfernung  (1er  bewegp^n  Ebene 
von  einem  bestimmten  Punkte  ist ,  die  Dimensionen  proportional  V a-f-bx*4~cx' 
sind,  d.  h.  also,  wenn  Xq,  Xj  zwei  Entfernungen  der  bewegten  Eben^  tob  dem 
festen  Punkte  sind,  so  rerhalten  sich  die  parallelen  Seiten  der  beiden  Lagen  wie 
V^a-j-bxQ+cxo''  zu  V  a-)-bX|-^cx,'.  Da  alle  Lagen  mitbin  ähnliche  Figuren 
sind,  so  verhalten  sich  die  Flächen  derselben  wie  a-|-bx0-|-cx<j^  zu  a-f-bX|-|-cX|'. 
Seyen  nun  Xq,  x^  die  Entfernungen  der  obersten  .und, untersten  Fläche  eines  so  ent- 
standenen Körpers,  G  dessen  unterste  Fläche,  so  ist  der  Inhalt,  da  ein  beliebiger 
a+bx+cx* 


Schnitt  =  G 


a+bx,+cxi* 


^       -,y(a  +  bx+cx»)6x. 


Sind  nun  y^,  yj,  yj  ^»^  Werthe  von  a^-bx+cx'  für  x=Xo,  g  (*o"l"^i)'  ^i« 
sü  ist  nach  §.  54,  IX : 

V+bx+cx«)8x  =  ^^^^(ro  +  4y,+y,), 


ß. 


6 


.1»        . .  ° ,   .  /(•.'+>.+...)..='--^"-+-*?--fc?''^ 


d.h.  da  — —  =  G,   -^-  =  y;  -^  =  g,  wo  g  die  obere  Grundfläche,  y  die  mittlere 

y»  y«  y? 

zwischen  beiden ,  so  ist  der  fragliche  Körper  = 

Xi — Xq  ist  dabei  die  Höhe  des  Körpers  ^  der  von  zwei  parallelen  G^ndfläc|ien  be- 
gränzt  ist.  Zu  dem  hier  betrachteten  Körper  gehören  alle  Zylinder,  Pyramiden,  so 
wie  die  in  III.  betrachteten  Körper.  Würde  man  statt  a^^bx^-f-c^'  gesetzt  haben 
a-f-bx-f-cx^-f~^*'»  so  hätte  man  gefunden: 

1  2      ' 

worin  g  und  G  wie  so  eben ,  y  die  in  -q-  der  Höhe  und  /'  cUe  in  -r-  der  Höhe  gemes- 
sene Fläche  des  Durchschnitts  bedeutet  (§.  54,  IX). 

Die  erste  Formel  lässt  sich  zur  Aufsteüung  einer  Ndherongsformel  be- 
nützen. Gesetzt  nämlich ,  man  habe  einen  von  zwei  parallelen  Flächen  be- 
gränzten  Körper,  dessen  Höhe  =h  sey;  mau  theile  letztere  in  2d  gleiche 
Theile  und  mache  in  den  Theilpunkten  Schnitte  dnrch  den  Körper  paralM 
mit  den  Grundflächen.     Die  Flächeninhalte  dieser  Schnitte  seyen : 

«»Vi»  yj» rjn-i»  ^• 

Alsdann  wird  man  das  Körperstück,  dais  zwischen  den  Flächen  g  ond 
YuYi, ,  ^20-2  ^^^  ^  l»^g^»  desto  genauer  als  einen  Körper  ansehen 


*  Man  vergleiche  hiemit  meine  ,« ebene  Polygonometrie**  S.  58,  Note.  Die  dort  gelöste 
Aufgabe  jrehört  offenbar  hieher  und  würde  leicht  nach  der  angegebenen  Weise  gelOst  werden 
können. 


BerechiiQBg  dei  lohaJti  ei 


ir  krnmiiHn  Ob«rfl>chs. 


Flff.  41. 


inen,  dw  nach  obiger  Formel  berechnet  vürd,  je  grösser  2n  ist.'    Daraus 
{ibt.üch  dann  wie  in  §.  54,  IX  aU  sehr  genäherten  InhaR  des  Körpers: 
g|;[»+G+4(T.-|-n+  ■  ■  •  +y,„_,)+2(y.  +  J'.+  -  • .  +?,._,)]. 

§■  58. 

Soll  man  ein  begräaztes  Stück  einer  krommen  Oherüftche  berechnen, 
ist  die  Anfgabe  die ,  die  Fläche  einer  ebenen  Figur  zu  finden ,  die  densel- 
1  Flächenraum  hat,  atfa  das  Stuck  der  Oberfläche,  welche,  nenn  sie  nicht 
eine  Ebene  entfaltet  werden  kann,  vir  uns  aus  lauter  unendlich  kleinen 
Ichenst&ckcheu  zusammeägesetzt  denken  können ,  von  denen  jedes  als  zü- 
nmenfallend  mit  der  in  ihm  an  die  Oberfläche  gelegten  Tangentialebene 
jesefaen  werden  muss. 

Sey  nnn  die  Knrve  MN  (Fig.  41)  die  Projek- 
n  des  zu  berechnenden  OberflächenstOcks  auf  die  " 
eoe  der  x  j ;  durch  Linien,  parallel  mit  den  Axen 
r  X  tmd  y,  deren  gegenseitige  Entfernung  bezüg- 
li  ^y  (parallel  mit  Ox)  und  Jx  sey,  theile  man 
:  Fläche  der  Figur  in  Rechtecke,  wovon  PQ  ei- 
(  sey.  Die  Fläche  eines  solchen  ist  Jx.Jy,  und  ^  - 
er  demselben,  d.  h.  innerhalb  der  Seitenflächen 
les  über  ihm  errichteten  Parallelepipeds,  liegt  ein  ^ 
Ick  der.  zu  berechenden  Oberfläche,  das  desto  genauer  als  auf  einer  Tan- 
itialebene  liegend  angesehen  werden  darf,  je  kleiner  J\  und  Jy  sind, 
nkt  man  sich  in  dem  über  P  liegenden  Punkte  der  Oberfläche,  dessen 
ordinaten  z,  y,  z  sind,  eine  Tangentialebene  an  die  Oberfläche  gelegt,  so 
cht  dieselbe  mit  d«r  Ebene  der  xy  einen  Winkel,  dessen  cosinus  = 
/  R     i     ^a  -Ö  '^*'  "**  e«' e»  ^'^  partiellen'Differentialquotienten 

I  z  sind ,  wie  sie  ans  der  Gleichung  der  krummen  Oberfläche  folgen.  Ist 
1  e  das  von  dem  eben  erwähnten  Parallel epiped  auf  der  Tangentialebene 
igeschnHtene  Stück,  so  ist,  da  JxJy  dessen  Projektion  ist: 


v-+o'+Gcr" 


1  da  das  von  demselben  Parallelepiped  ausgesijhnittene  Oberflächenstück 
,  e  desto  genauer  zu.<:ammenfällt,  je  kleiner  Jx  und  Jy  sind,  »o  wird  man 
d*s  Element  der  Oberfläche  die  eben  gefundene  Orösse  wählen  dürfen,  Die 

nine  alldicaerElemente,  d.h,  allderGrössenA/ l+(  g-)  +(ä^l  '^■'■"''y. 
an  mai^  ö'.  ~-  durch  ihre  Werthe  in  x  und  y  ersetzt  hat,  gibt  das  zu.be- 
e  Flächenstüek.     Was  nun  die  Stimtnirung  anbelangt,  so  kann  man 
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zuerst  X  als  konstant =0p  ansehen  und  nach  y  sommiren,  d^fa.  all  dieOber- 
flächenelemente  zusammennehmen,  die  über  dem  unendlich  schmalen  Streifen 
Rr  liegen;  ihre  Summe  ist  gemäss  §.48: 

^^  Yi'  72  ^^  Als  Funktionen  von  x  gegebenen  Werthe  von  pR,  pr  sind,  wie 
sie  aus  der  bekannten  Gestalt  von  MN  folgen.  Summirt  man  nun  alle  diese 
Streifen,- indem  man  x  von  OA  =  a  bis  OB  =  b  gehen  lässt,  so  f^Üält  man 

•    «  yt 

als  Werth  der  zu  berechnenden  Oberfläche ,  welche  Formel  man  auch  sofort 
nach  §.51  hätte  hinsetzen  können. 

Wollte  man  zuerst  nach  x  summiren,  so  würde  manyc=Oq  unverändert 
lassen  und  von  x  =  qS=:Xi  bis  x  =  qs  =  X2,  wo  x^,  x,  Funktionen  von  y 
sind,  summiren,  wodurch  man  für  den  unendlich  schmalen,  überSs  liegenden 
Streifen  erhielte 

Lässt  man  hier  y  von  einem  äussersten  Werth  OC  =  a  zum  andern 
0D^=:/?  gehen,  uud  summirt  dann,  so  erhält  man  die  Summe  all  dieser  Strei- 
fen ,  d.  h.  die  Oberfläche  = 

Aom.  Wir  haben  hier  kurzweg  Ton  unendlich  kleinen  Elementen  gesprbchen,  ofaneAt 
schärfere  Begriindong  dnrchzaführen ,  da  dies  genau  immer  in  der  8.  53  angegebenen  Wfiw 
geschehen  wird  nnd  also  wohl  nicht  wiederholt  za  werden  braucht.  Hier  etwa  würde  et  hik^ 
sen ,  das  FlAchenstück  e  innerhalb  des  oft  genannten  Parallelepipeds  ist  = 

wo  a  eine  Grösse  ist,  die  mit  Jx  und  Jy  verschwindend  klein  wird,  indem  der  Quotient 

-T— -T-  sich  der  GrOsse  \/  ^~l"lr~f  ~l"(fl~)    ™®**'  "°*^  ™®^'  nShert.    Llsst  man  flfr 

ein  bestimmtes  z  den  Werth  TOn  y  gehen  von  y^  "bis  y, ,  so  wird  man  (bei  nnendlieh  kleiosB' 
^z)  eine  Summe : 

yt  yi 

erhalten,  wo  a'  ein  Mittelwerth  zwischen  allen  a  ist  ($.  49,  VIII),  also  mit  unendlich  klem?"* 

/•y»  . 

öy=:y,  —  yj,  also  endlieh  ist,  so  wird  also  c<(yi— Ti/ 
yt       .  . . 

verschwinden  mit  unendlich  kleinem  ^az,  so  dass  man  jetzt  bei  der  zweiten  Snm^iinmgt  ^^ 

für  unendlich  kleine  Jz  die  GrOtse  a^f     8  z  =  a^  (b  —  a)  erhalten  wird,  wo  Oi  onendlieb  U«" 
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Iso  a^  (b  —  a)  Terschwindet  und  bloss  das  oben  angegebene  Integral  erscjbeint.  —  Wenn 
um  getagt  Haben,  die  Fläche  der  ^nrre  MN  werde  in  lauter  Rechtecke*  getheilt,  so'ist 
idii  gaai  wahr,  da  an  der  Gränze,  d.  h.  an  der  Kurte  selbst  hin  Flächenstückchen  lie- 
lerden,  die  keine  Rechtecke  sind;  je  kleiner  aber  Jz  und  Ay  sind,  desto  kleiner  werden 
diese  letzteren,  sa  dass  sie  schliesslich  nur  noch  einen  unendlich  schmalen  Streifen  bOden 
n,  dessen  Fläche,  so  wie  das  darüber  liegende  Stück  der  krummen  Oberfläche  yerschwin- 

Gesetzt  die  <jrleichung  der  krummen  Oberfläche  sey  auf  Polarkoordina- 
statt  auf  rechtwinkliche  Koordinaten  bezogen,  and  zwar  sey en  dieselben: 
Sotfemong  r. eines  Panktes  vom  Anfangspmikt  der  Koordinaten,  der 
kel  ^,  den  r  mit  seiner  Projektion  auf  die  Ebene  der  xy  macht,  und  der 
Lei  9>>  den  diese  Projektion  mit  der  Axe  der  x  macht,  wobei  r  immer 

Vi  seyn  soll,  ^  von  — -^  bis  -j-y gerechnet  werde,  während  qt  von  0 

\n  gehen  könne,  und  im  Drehungssinne:  Axe  der  -f-x  gegen  die  der -4- y 
sfanet  werde.     Alsdann  ist 

x=:rcosi^cos9,  7  =  rcos^sin9»,  s  =  rsinv'.  < 

Ist  nun  1^  als  Funktion  von  q>  und  %p  angesehen ,  so  hat  man  (§.  29, 2) 

V  ^+l8lJ  +l87J  =— -TTr 7-\ 

'  cosi^l  —cosv — rsmv  1 

Wir  haben  bereits  schon  gezeigt,  dass  in  dem  Ausdruck  (a)t[ie  Ord- 
der  Integration  geändert  werden  kann;  ferner  ist  klar,  dass  mittelst 
leuen  Koordinaten  ein  Element  der  Fläche  ausgedrückt  werden  kann,  so 
also  nothwendig  die  Formeln  des  §.52, 1  hier  angewendet  werden  dürfen, 
lortigen  u  und  t;  sind  hier  durch  9)  und  %ff  ersetzt,  während  9  (u,  1;)  •:= 

^cosy),  i^(u,r)  =  rcosi/^sing),  also  r— =— rsihi//siny-j--"Cosi^sing5, 
:rcos^cosg)  +  r-!^cosi/ising),  -—  = — rsini/^  cosy  +  g-  cos^  cofey, 
»-•rrcosV'siny+g^cosV'cosg);  f^  ^-^^  ^^  =  t  cos  tff  (r  smtf, - 
M^),  80  dass 


'  II  cosi^  I  T- cos^  — rsm^J 

Ban  das  -r-  Zeichen  auch  weglassen  kann ,  so  dass  das  Flächenstück  = 

//'V(:-;)'+["+(ii)i->»"--    « 


*  Diese  Formel  lässt  sich  leicht  geometrisch  ableiten,  sq  dass  wir  dadurch  eine  that- 
lishe  Be^ätigong  der  Richtigkeit  derselben  haben.  Wir  wollen  uns  oiniUdi  einen 
t  itnirnn ,  dem  9  und  ip  zngehOren  and  dann  g>  und  fp  um  die  unendlich  Ide     n  QrSisen 
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worin  r,  ^— .  ^-  als  Funktionen  von  a  und  \D  auszudrücken  sind,  während  die 

Gränzen  des  Integrals  den  Bedingungen  der  Aufgabe  gemäss  zä  bestimmen 
sind. 

Die  Formel  des  §.  56  für  Rotationsflächen  lässt  sich  ans  der  Formel  (a) 
unmittelbar  ableiten.  Sey  nämlich  y  ==  f  (x)  die  Gleichung  der  sich  drehen- 
den Eurve  NN' (Fig.  32),  so  ist  y*-f-z*=f(x)*  die  Gleichung  der  entstehen- 
den Rotationsfläche,  *  somit: 

.\  n^v .  n^\^  z*+y*+f(x)*r(x)'  f(x)^+fW'^w'  fwci+i^cx)'] 

^■^bxj  "^byj  ~  1»  "       f(x)*-y'       ""      f(x)'-y«    " 

mithin,  da  die  Gränzen  von  y  sind  — f(x)  und  +f(x)  wenn  man  die  halbe 
entstehende  Fläche  haben  will,  ist  die  ganze  Fläche  = 

b  +f(x)  ^    . b  +f(x) 

J      J        A/fW'-y*  yv/r    -r    v/      j  y^(,j,_yi 

Aber  es  ist 

/^ =  arc  I  sin  =  —-.  1 ,  / —        ^     ■    :?: «, 

-f(x) 

also  die  Rotationsfläche  = 


Aif>,  Ai^  sich  ändern  lassen,  60  wird  der  Endpunkt  d^s  Fahrstrahls  r  auf  der  Oberfläche  eine 
Fläche  beschreiben,,  die  wir  als  auf  der  Tangentialebene  liegend  ansehen  dürfen.  Wasnno 
die  Projektion  derselben  anf  die  Ebene  der  xy  anbelangt,  so  ist  sie  gebildet  Ton  der  durch  die 
Aendemng  des  if;  um  Ji;;  herrorgebrachten  Verl&ngening  von  rcot^,  d.  h.  Ton  /f  (reolip)«  to 
nicht  9>  sich  ändert,  und  von  der  durch  die  Aenderung  des  f>  um  A^  in  der  Ebene  def  xy  tod 
Halbmesser  rcosi^  beschriebenen  Linie,  die  senkrecht  auf  der  ersten  steht  und  als  gerad  moi^ 
angesehen  werden.     Die  Fläche  dieser  Projektion  ist  also ,  indem  letztere  Linie  =:rco8^^f  ^ 

^i(rcosi^)  .  rcosi^J9>  =  1  — -cosi^  —  rsini/;  I^V  •  rcos^  .  A^^ 
indem  A  (r  cos  9) = — \jpj!l  j  ,^,  _  _Ü5^' Y  j  ^  \^x.  Demnach  ist  die  eigentliche  Fläche  MM 

=  I  fi^*^®*'/'  —  rsmv>  lrco8i/>'^»/>^9>. p^ ^- 

cos  ^  I  T—  cos  ^  —  rsin  ^  I 

indem  die  zugefugte  Grösse  ==  \/  \^{  ~\  +  fr^l   = bt,  wenn  a  den  Winkel 

▼  Vö  xy        vÖ  iJ        cos  a 

der  Tangentialebene  mit  der  Ebene  der  xy  vorstellt.  Darans  ergibt  sich  dann  sehr  leicht  die 
Formel  (b). 

♦  Dreht  sich  nämlich  NN'  um  OM',  so  beschreibt  PQ  einen  Kreb,  dessen  Halbmesser  ^ 
PQ=  f(x).  Sind  nun  x,y,  z  die  Koordinaten  irgend  eines  Punktes  dieser  Kreislinie,  »Iw 
eines  Punktes  der  entstehenden  Oberfläche,  so  ist  x=OP ,  während  PQ*=y»-j-«*  ist,  «0  da» 
da  immer  PQ^=:  f  (x)^  nothwendig  für  alle  Punkte  der  knunrnea  Oberfläche  die  Gleicfaiffft 
f(i)»  =  y»+z»  besteht 
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2fr  A(x)Vl+f'(x)»8i. 

I  Formel  des  §.  56. 

Wir  wollen -nun  die  allgemeinen  Formeln  auf  einige  Beispiele  anwenden. 

I.  In  der  Ebene  der  xz  lieg^  ein  Kreisbogen  G3  (Fig.  42),  ji^^  42. 

*  an  den  Koordinatenaxen  der  x  (AB)  und  z  (AC)  endet ;     ^ 
igs  desselben  bewegt  sich  eine  Gerade,  die  senkrecht  auf 
r  Ebene  der  xz  steht  und  also  eine  Zjlinderfläche  be-    ' 
ireibt.     Diese  Zylindejlfläche  wird  durch  eine  Ebene  ge- 
initten,  die  durch  die  Axe  der  z  und  durch  die  in  der  Ebene 
r  xy  liegende  Gerade  AD  geht;  man  soll  das  Stück  BCD  J, 
rselben  berechnen ,  das  yon  dieser  Ebene  und  den  Ebenen 
r  xy.und  xz  eingeschlossen  wird.  (Kreisförmiges  Kloster- 
wölbe.) 

Sej  T  der  Halbmesser  des  Kreisbogens  BC,.a,j3  die  Koordinaten  seines  Mittel- 
nktes  (die  gewöhnlich  beide  negativ  seyn  werden),  so  ist  die  Gleichung  des  Krei- 
s  and  also  auch  der  Zylinderfläche : 

(x-«)«-h(z-/9)*  =  rS  .  =  ^±Vr«-(x-«)S  |i.=.+  _^=?==,    1^  =  0. 

dx         yr*— (x— a)*^    öy 
Die  Projektion  der  Fläche  auf  die  Ebene  der  xy  ist  das  Dreieck  BAD ,  und 

h 
mn  AB=a,  BD==b,  so  ist  die  Gleichung  der  Geraden  AD  :  y= — x,  also  sind 

a 

b 
i  Gränzen  Ton  y  für  ein  beliebiges  x  (=rAE):  0  und  —  x  (=EF),   während  die 

mm 

n  X  sind  0  und  a,  so  dass  also  die  zu'i)erechnende  Fläche  iat: 

0  0  0  0 

8x 
Aber.es  Ist,  wenn  manx — a=Zt  x=:z-j-a,  ö~=1  setzt: 

'     -    x8x  r      zhz         ,         P       08  -./-= i  ,  f.  z^ 

a ■  _j  ■   =   /. —  +tt   / — : c  — — Vr* — z*-h«arcl8m=  —  J 

.^V?rr^-«)I+„arcrsin  =  ^Y     f\, /^"^         ^^^V^^^^^^^^ 

+  V^r* — a'+oarc  1  sin  = j+rtarc  I  sin  =  —  1. 

Ist  nun  s  die  Länge  des  Bogens  BC,  so  ist  (§.  55): 

s  =/  V^  1  +  1 — ; ^Öx  =  r  /— -==  =  raTc|  sm=r  — —  I 

0  0     '^  ' 

+rac(8in=-^^. 


/i 


s8i 


.=  V?:^'-  Vr'-(a-a)»+-. 


Vt'-(x-a)'    , 

V 

itbin  die  fragliche  Fläche 

L!»  [V?=;r'  -  Vr'-(a-a)']+^ 


'  ab 
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Nun  ist  aber,  wenn  AC=h»  für  den  Punkt  C  des  Kreises: 

a»+(h— ^)*  =  r*,  alsor»— «*=(h      /?)*,  V'*— «*  =  *»--/», 
eben  so  für  B : 

(a— a)»H-/?»r=r»,  r»-(a~a)»  =  |?*,  Vr»-^(a-ap'=±-/?, 
je  nachdem,  ob  ^  positiv  oder  negativ  ist.     Setzen  wir  ß  negatir  rorans,  to  ist 

rb,    .  ob         b  ,      . 

---h+— 8=:~(rh+a«).    . 
a  a  a 

II.  Dm  den  Anfangspunkt  der  Koordinaten  0  ist  mit  dem 
Halbmesser  r  eine  Kugelfläche  beschrieben;  maa  soll  das  über 
dem  Rechtecke  OC  (Fig.  43)  liegende  Stück  derselben  berechnen, 
wenn  OA  =  a,  OB=r:b  ist. 

Die  Gleichung  der  Kugelfläche  ist  x^+y'+«'=r',  woraus 

—  I  =  1-] — j— I — I  =  -j  =  *  /  ,         ==»  und  da  dieGränzenTon  y  sind  0  nnd  b, 
oy^/  ■        z       s        V  "^  — **  —  y' 

Yon  X  aber  0  und  a,  so  ist  die  firagliche  Fläche  = 


mithin  die  Fläche : 


Fig.  43. 


Aber 


also  die  Fläche  = 


r  /     arci  sin  =  — ^  l-Sx. 


Um  das  hier  vorkommende  Integral  zu  bestimmen,  setze  man  in  der  Formel  (41) 
des  §.  36 : 


(b        "A     8x      , 
sm  =  — I ,  — -  =  1 , 


also  Z  =  X  ,    rr^=z 


bx 


8x      (r»-x«)Vr»-b«-x» 

/arc  I  8in  =  — -= |8x  =  xarc  |  8in=  -— =  1— b  / ---=====. 
V           Vr«-x»J                   V           Vr»-x*^       y  (r'-x«)  Vr«— b»-x« 

/ ^!^ «/ eL____röx__^j^    r  ^ 

y  tr«— x»)Vr*-b»-x*        y  (r*— x»)Vr»— b*-x»    V  Vr»— b»— x»     ^       ^ 
^  .  I  —  arc  I  sin  =  ^  ^.       —  | ,    /    arc  |  sin  =  — :  1 6x  = 

(sin  =  —-===:  I  -  rare  |  tg  =  :  1  +h.  arc  |  sin  =  ^  . — •=■  l 


a  .  arc 

also  die  Fläche  = 

ar .  arc  I  sin  =  ---=z::^  |— r^arcf  tg= __^ n=  |+br.arc|  8in=— -==^1 

Daraus  folgt,  dass  r*>a'-|-b'  seyn  muss,  wie  sichgvon  selbst  versteht,  wenn 
über  dem  ganzen  Rechteck  noch  Kugelfläche  sich  befinden  solL 

III.  Durch  die  Kugel,  deren  Gleichung  x'+y'-f-z'=r*  ist,  wird  oinZylinder 
gesteckt,  dessen  Gleichung  x' — rx-f-z'^O  ist;  man  soll  das  Stück  der  Zylinder 
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fache,  das  innerhalb  der  Kugel,  so  wie  das  der  Kugelfläche  innerhalb  des  Zylinders 
berechnen. 

Die  Engel  .hat  r  zum  Halbmesser  und  ihr  Mittelpunkt  ist  Anfangspunkt  der 
Koordinaten:  der  Zylinder  steht  senkrecht  auf  der  Ebene 
der  xz;  *  seine  Grundfläche  ist  ein  Kreis  rom  Halbmesser 

-^  und  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Axe  der  x,  in  der  £nt- 

femnng  -^  Tom  Anfangspunkt  ist.     Der  Durchschnitt  der 

Ebene  der  xz  mit  Zylinder  lind  Kugel  bildet  also  die  Fi- 
gur 44,  wo  ABA'B'  der  um  0  mit  dem  Halbmesser  r  be- 
sdiriebene  Kugelkreis,  der  um  O  A  als  Durchmesser  beschrie- 
bene Kreis  aber  der  Durchschnitt  der  Zylinderfläche  ist. 
Die  Axe  der  y  lieg^  also  auf /dem  Zylindermantel.     Was 

äe  Projektion  der  Durchschnittskurre  beider  Flächen  auf  die  Ebene  der  xy  anbe- 
langt,  80  erhält  man  ihre  Gleichung,  wenn  man  z  aus  den  beiden  Gleichungen  eli- 
mmirt.   Dadurch  ergibt  sich  y'4"^3t=r^  eine  Parabel,  die  durch  die  Punkte  x=r, 


Fi^,  43. 


y=0  und  x  =  0,  y=±r  geht  (Fig.  45),  so  dass  EDE' 
diese  Projektion  yorstellt.  Was  nun  das  Kugelstflck  in- 
nerhalb des  Zylinders  anbelangt,  so  besteht  es  aus  zwei 
gleichen  Theilen,  die  sich  im  Punkte  A  (Fig.  44)  berüh- 
ren ;  der  eine  Theil  liegt  auf  der  Seite  der  positiven  y, 
der  andere  auf  Seiten  der  negativen  y;  ferner  schneidet 
dw Ebene  der  xy  jeden  dieser  zwei  Theile  wieder  in  zwei 
Hälften ,  so  dass  man  also  bloss  ein  Viertel  des  Ganzen 
n  berechnen  braucht.  Die  Projektion  eines  solchen  Vier- 
teil  ist  in  Figur  45  die  Fläche  DEFG ,  wo  also  die  Grän- 
len  Ton  y  sind:  Vr^— rx   (för  DFE),    VT'— x*    (für 

DGE),  mithin,  da  \/ ^+ Cöx)'"''Cf3*^  denselben  Werth  hat  wie  in  H,  ist 
du  Kqgelflächenstflck :  * 


Vr»- 


rz 


.  r  •    \  /  ^  '\  I  Vif  A^x  8x 

zarcl  sm  =  %/  — ; —  l-h-^^ — /  ^—, . 


Ntinict(§.36(41)): 
/arc(.in  =  \/^--l^)8x  = 

Vt  PVx  8x 

ij  ü   r+x* 

,   8x 
Setzt  man  x=z%  r— =  2z,  so  ist,  da  die  Gränzen  von  z  sind  0-und  1/r: 

v  Z 


+ 


*  Senkreeht  auf  der  Ebene  der  xy  kann  man  ihn  nicht  aufstehen  lassen ,  da  sonst  in  der 
GMdinng  z  nicht  Torkäme ,  was  doch  die  Formel  (a)  Terlangt. 
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0  0  0 

also  die  Fläche:    2r'ff— r*ff  —  4r*-f r*ff=r'(2jr  — 4)  =  2t'(«  — 2).     (Veigl. 
§.  51.) 

Was  die  Zylinderfläche  innerhalb  der  Kugel  anbelangt,  so  wird  sie  Ton  der 
Ebene  der  xy  in  zwei  Hälften  getheilt,  wovon  DFEET'D  die  Projektion  auf  die 

Ebene  der  xy  ist.     Da  aus  x* — rx4-z'  =  0  folgt:  2x  — r-4^2«  5"  =P»     ä"  = 

T —  2x  r  -  2x  8  z 

—5 =    ^  .  = ,    r-  =  0 ,  so  ist  die  fragliche  Fläche : 

2«  2  Vrx— i^      8y  ^  

0  0 

IV.  Eine  Kcgelfläche,  deren  Axe  die  der  z  ist  und  die  durch  Rotation  einer 
durch  den  Anfangspunkt  der  Koordinaten  gehenden  Geraden ,  die  mit  der  Axe  der 
z  den  Winkel  a  macht,  um  die  Axe  der  z  entstanden  ist,  schneidet  eine  Kugelfläche, 
deren  Halbmesser  r  ist,  und  deren  Mittelpunkt  der  nämliche  Anfiuigspunkt  ist.-^  Man 
soll  das  Stück  der  Kugelfläche  innerhalb  der  Kegelfläche  berechnen.  ^ 

Die    Gleichung    der   Kugel    ist   x'  -{~  y'  "f*  *^  =  r*    und    also    wie   oben 

\/ 1  +  (^3  '^(jO  '^ViV=r^-     ^^  '^^^  Kegelfläche  anbelangt.. so 

wollen  wir  von  einem  Punkte  (xyz)  derselben  auf  die  Ebene  der  xy  uns  eine  Senk- 
rechte gezogen  deinen ;  die  Länge  derselben  ist  =^  z ;  verbindet  man  ihren  Fnss- 
punkt  mit  dem  Anfangspunkt  der  Koordinaten ,  so  ist  die*Länge  der  Verbindungs- 
linie =  \/x^-j-y^»  ^"*^  ™*'*  ^**'  offenbar: 

— ==  =  cotgo,  also  y*-f"**='**g*'*» 
Vx»  +  y* 

als  Gleichung  der  Kegelfläche.  Die  Projektion  der  Durchschnittskurre  auf  die  Ebene 
der  xy  ist 

(x'+y*)  (l+cotg»a)  =  r*,  x*+y*  =  r»sin*a, 
ein  Kreis  vom  Halbmesser  rsina,  dessen  Mittelpunkt  der  An&ngspunkt  der  Koordi- 
naten ist.     Demnach  ist  die  fragliche  Fläche  : 


rf    8x     f  ''    ' 


oder  wenn  man  rsina  =  a  setzt: 


2r/arc(sia  =  \/?^;  Jox. 


— a 


Sodann  ist,  wie  so  eben 
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J       y.  y    t*—x'J  '  y  (r'-x»)V»»I-r' 


— a 


v^^/(^.-Ovfe= v^^ivfc.--]  «  «>.^«. 


— » 


die  bekannte  Formel  für  eine  sphärische  Haube. 

Will  man  ein  iStflck  des  Kegels  berechnen ,  das  innerhalb  der  Kugel  liegt ,  so 

zieht  man  aus  z^=(x}'^j^)cotg^a:  z  g~^  =  xcotg*a,  z^- =ycotg*a,  7-  =  — cotg»a 

=  1  -|-cotg*a  =    — •—  f    also  ist  die  Fläche : 

■j-Ttim         +Vi*  •*»•«—»•  -Hr»iB 

ji — /ex  /6y  =-: — /  Vr*8m*a— x»8x  =  - — 1 — - — --^ — -I 

«in«/  J Bin«/   ^  slna  L     2       2    '        2        2j 

— rtia  '      — Vr'iin'o— *•  —flau 

=  r'sina  .  n. 

V.  Ein  Kreiszylinder  steht  schief  auf  seiner  Grundfläche;  es  soll  sein  Mantel 
berechnet  werden.  Sej  r  der  Halbmesser  der  Grundfläche,  b  die  Länge  der'Zylin- 
deraxe,  a  der  Winkel,  den  sie  mit  der  Gmndebene  macht;  ferner  wähle  man  letz- 
tere zur  Ebene  der  x  y ,  den  Mittelpunkt  des  Grundkreises  zum  Anfangspunkt  der 
Koordinaten,  die  Ebene  durch  die  Axe  des  Zylinders  und  die  Axe  der  z  zur  Ebene 
der  xz,  so  dass  die  Axe  der  x  Projektion  der  Zylinderaxe  auf  die  Ebene  der  xy  ist. 
Was  nun  die  Gleichung  der  Zylinderfläche  anbelangt,  so  denken  wir  uns  durch  den 
Punkt  (xyz)  derselben  eine  Ebene  parallel  mit  der  Grundfläche,  welche  die  Zylin- 
deraxe in  einem  Punkte  schneiden  wird ,  dessen  Entfernung  Tom  g^ewählten  Punkte 

:=:r  ist.     Die  Länge  des  Zylinderaxenstücks  vom  Anfangspunkt  der  Koordinaten 

z 

bis  za  diesem  Durchschnittspunkte  ist  -: — ,    so  dass   die  Koordinaten   des   Durch- 

fiiDa 

z 
schnittspnnkts  sind:  -. — cosa,  0,  z,  und  man  also  hat: 

(ieotg«-x)»+y»+(z-z)»  =  r», 
d.  h.  die  Gleichung  der  Zylinderfläche  ist 


a 


(zcotgo— x)*+y'=r'.  2Cotgo  =  xl:Vr'  — J' 
yKo  beide  Zeichen  gelten ,  da  jedes  z-  die  Zylinderfläche  zweimal  triflfl.     Man  zieht 

daraus : 

8s     ^       8is    ^    ytgg        ,.  röz-\»     r8z^«     .  .  .  .    .  y'tg». 

__  r*(l4-tg*tt) — y*       r* — y^cos'a 
r»— y»  ~co»»a(r«-y')* 

Sind  AB,  CD  zwei  Kreise  vom  Halbmesser  r,  ist  die  Entfernung  00'  ihrer  Mit- 
telpunkte :=:bco8a,  so  stellt  Figur  46,  S.  238,  die  Projektion  der.  zu  berechnenden 
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Fig.  46,  Fläche  auf  die  Ebene  der  xy  tot  ,  wobei 

00'  Axe  der  x,'  OB  der  y  ist.  Dabei  ist 
AEBCHD  die  Projektion  der  einen  Hälfte, 
AGBCFD  der  andern.  In  dilksem  Falle 
ist  es  nun  bequemer ,  die  Formel  (aO  An- 
zuwenden.    Ffir  ein  beliebiges  3r=rOL 

sind  die  Gränzen  yon  x 

Ä  ~  1> 

für  die  erste  Hälfte :  — NL  =  — LM  und  LP=00'  — PQ=2:00'— Üf, 
„     ^  zweite    „     :  +LMundLR  =  00'-:fQR=00'+Ul 

Da  nun  LM==  V^r^ — j'  und  — r  und  -|-r  die  Grän^Een  ron  y  sind,  so  hat  niiao 


fOr  den  Zylindermantel : 


-fr       bco««-fVr>— y* 


irMV^W"-^^MV'^^  • 


= ^J'^V^W^ß 


-' Vr'-y» 

b  cos  a — V^r*— y*  -f-r  . 


^J'rV'^^^f' 


— V«*-y« 


— r 


bcotH-Vr»-y» 

X 

V?=y* 


— r  0       - 

Setzt  man  hier  y=r8ing),  r— =  rcosgD,  so  sind  die  GMnzen  Ton  qn  0  und  y 
und  es  ist  die  Fläche  = 


4rb/  *  Vi— CO»*« «*»*•>  ö*>- 


einer  £1' 


Gemäss  §.  55,  II  ist  aber  4r  /     Vi — cos 'a sin' 9)89  der  Umfiing  eii 

iipse,  deren  Halbaxen  sind^  r  und  rsina,  und  da  diese  Ellipse  die  Kurve  ist,  die 
man  erhält,  wenn  man  den  Zylinder  senkrecht  auf  seine  Axe  durchsohneidet,  so  folgt 
hieraus,  dass  der  Zylindermantel  gleich  ist  dem  umfang  des  senkrecht  auf  die  Axe 
geführten  Schnittes ,  multipHzirt  mit  der  Länge  der  Axe. 

VI.  Man  soll  die  Fläche  berechnen,  die  durch  Rotation  der  l^emniscate  (Fig. 28) 

um  BC  entsteht.  *     Die  Gleichung  der  Lemniscate -ist  (§.  65,  V)  r*=a*cos2«= 

X*  *y* 

a'(cos'ü)  —  sin'o>),  also  da  r*==x^-(-y^  cos^a?=:  ,  .     ^,  sin*e}=:  ,  .     »,  w  >«* 

ihre  Gleichung  in  rechtwinklichen  Koordinaten:  (x*-|-y')*=a*(x' — y*),  folglich 
die  Gleichung  der  Rotationsfläche,  wenn  die  Axen  der  x  und  y  bleiben: 

(x»+y»  +  z*)'  =  a»(x»— y»— z*). 
Setzt  man  die  oben  erwähnten  Polarkoordinaten,  so  ist: 

r*  =  a*r*(co8Vco8*9>  — co8'i/'8in'9>  — 8in*^)  =  a'r*(2eo8'90os*^—  1), 

r*  =  a*(2co8*^cos*V' — 1), 

Hieraus:         r  — =  — 2a'siii9>co8  9>co8*V',  '^~  =  — 2a*cos*^cosv»iinv». 


8«> 


8if» 


•  Findet  sich  nach  g.  66  für  r*  =  a*co8»w  gleich  4a*fr  Tl  —  cos  -|-^=2a*ir(2-  V^) 
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r*l  —  I  -pr*co**^l  fT-  I  +r*cos*^  =  4a*8in*^co8*jp  co»*^-^4t^eoi*9fi6B*yfaxa*^ 

-f-4a*cos*^00Ä*^ — 4a*cos*^co«*V'+**cot*V' 

=  4a'Mii'^co8*^co8*vH~4a*cos*^coß*^— 4a*co8*^co8*V'+Ä*co8  V 
=  4a*co»*^co8*V' — 4a*co8*^co8*^»-|-a*co8*V'  =  a*co8*i^, 

Was  Dun  die  Gräiuswerthe  anbelangt ,  so  sind  die  yon  (p ,  wenn  man  nur  die 

durch  AMB  entstandene  Hälfte  erhalten  will,  —  -r  und  -|~ X*  ^®  einein  beliebigen 

(f  entsprechenden  Grän^werthe  von  if;  sind,  wenn  der  Pol  wie  hier  nicht  im  Innern 
des  Körpers  Hegt,  aus  dem  Kegel  zu  entnehmen,  dessen  Spitze  im  Pol  sich, befindet 
ond  der  die  zu  berechnende  Fläche  umhüllt.     Für  unsem  Fall  ist  derselbe  entstan- 


cos'i^  =  a*oo8^. 


H 


den  durch  Rotation  einer  Geraden  durch  A,  die  mit  AB  einep  Winkel  =:--r    macht, 

4 

um  AB.  Da  die  Gleichung  dieser  Geraden  J=x  ist,  so  ist  7'*-{-z'=x^  die  Glei- 
chung des  Kegels,  also  wenn  man  die  Polarkoordinaten  einführt:  cos'iffsin'<p-|~ 
sin'if;  ==  cos*!/)  cos'9,  woraus  sin'ij;  =  cos'i/;  cos2gD,  fg'V  =^  co«  2g?,  tgif^  = 
Vcos2  qo,  so  dass  die  Gränzen  yon  yp  sind:-}-  &rc  (tg^=  Vcos2  go),  —  arc  (tg  = 
Vcos2<p)  und  mithin  die  zu  berechnende  Hälfte: 


—4  — ««(tf=Vcötti) 

Da  nun  /  cos  ip  8  i^'=sin  \p,  also  das  bestimmte  Integral  nach  if;  gleich  sin  arc  (tgs 

Vcos  2  q>)  —  sin  [ —  arc  (tg  =  Vcos  2  9)]  =  2  sin  arc  (tg  =  Vcos  2.(p) ,    und   allge- 
mein sinarc(tg=z)=       ■■     ■  ■,  so  ist  also  die  halbe  Fläche  = 

yi+z* 

2.. /  \y'"^     8^  =  4a«  r\/^^^  8,..  . 

Um  das  hier  rorkomlnende   Integral  zu  bestimmen.    Setzen  wir  cos2<)p=:u, 

89  8^  1 

— 2sin2g)  5~=  1 1  ST"  = ^  .  ,  da  sin 2g)  immer  positiy  ist.     Also  ist 

^ön         '  8n  2VI— 'i 

,0  t  V*        8u  2v 

Setzt  man  hier  noch  j-— j  =  v»,  u  =  yip^.  ö^  =  (1+^'  '^  *** 

/\  /     o<>»2»  _        /j+lL  tr8v /  v'8v 

y   V   l  +  co82f)^''""y    l+2t;»''(l  +  vV"    y(H-2tr«)(l+v«)- 
wobei  nun  die  Gränzen  yon  u  sind:  1  und  0,  also  yon  v  :  00  und  0,  so  dass 

i»*8v 


V   l+cos2,.*^"y(l  +  2v» 


+  2tr»)(l+vV 
0 
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Aber 

/v»8v _Ä 1     n      (1/2—1)  yt 
o(l+2v»)(l+v»)""  2       V2  2^       V2        2' 

alio  die  halbe  Fläche  =2a»;r^^f  ~'^\  die  ganze  t5!^^Q^Ili>=2a»ff(2— 1/2). 

§.59. 

Soll  man  die  Länge  des  Bogens  einer  doppelt  gekrhmmten  Korve  be- 
rechnen, dessen  Endabszissen  (x)  a  nnd  b  sind,  so  wird  man,  wie  in  §.  56 
annehmen  dürfen ,  dass  Sehne  und  Bogen  zusammenfallen ,  wenn  beide  an- 
endlich klein  sind.  Da  nun  die  Länge  der  Sehne  =  'yjz^-^Jj^+Jt*  ist, 
wenn  sie  sich  vom  Punkte  (x,  y,z)  zum  Punkte  (x+^x,  y-f-^y».  *+^*) 
erstreckt,  so  ist  also,  wenn  Js  die  Länge  des  sich  zwischen  denselben  ]?uilk- 
ten  erstreckenden  Kurvenbogens  ist : 

Gr.  -r^ —  =  ±  1 ,  Gr. .  ,  =  + 1 , 

woraus  dann  leicht  folgt,  dass  die  Länge  des  zu  berechnenden  Bogens  = 

a 

8  y  ö  z 
wOg-,  g-^  die  aus  den  zwei  Gleichungen  der  Kurve,  gezogenen  Diflferential- 

quotiebten  sind,  und  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  der  Bo- 
gen wächst  oder  ahqimmt  mit  wachsendem  x.  In  dieser  Beziehung  gelten 
überhaupt  die  in  §.  55  schon  geraachten  Bemerkungen. 

I.  Man  soll  die  Länge  einer  auf  einen  senkrechten  Zylinder  vom  Halbmesser  r 
gewickelten  Schraubenlinie  berechnen. 

Die  Gleichungen  derselben  sind  x  =  rcosQi,  y=r8inOi>,  er^ara»,  woaeinf 
Konstante  ist,  und  w  den  Winkel  bedeutet,  den  der  vom  Punkte  (x,  y,  z)  senkrecht 
auf  die  Zylinderaxe  gezogene  Halbmesser  des  Zylinders  mit  der  Axe  der  x  macht, 
wenn  derselbe  von  0  bis  ins  Unbe^änzte  gezählt  wird.    Denmach : 

8j  8z 

by  _     8a)         rcoso»    _  8z        8«  ar  a 

8x        8jt        — rsino)"  *    '  8i~    8x    ""— rsin»""      sin«* 

/v%FGlT''"/v-<0'^-:)'  1^  - 
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mithin  wenn  0  und  a>|^  die  Oränfverthe  yon  a>  sind ,  so  i«t  die  L&nge  des  Bogens  = 
r  o>|  Vl+**  =  ~  Vi -f- a^ .  wb  z^  die  Ordtnate  de«  Endpunktes  ist. 

II.  Man  soll  die  Länge  des  Bogens  einer  auf  einen  senkrechten  Kreiskegel  ge- 
wickelten Schraubenlinie  bestimmeh.  .     »  ^ 

Man  kann  sich  die  fragliche  Schraubenlinie  in  folgender  Weise  entstandea  di^ , 
ken.  Eine  Gerade,  die  durch  den  Anlangspunkt^'der  Koordinaten  geht,  m^Mhe  flril 
der  Axe  der  x  den  Winkel  €c  und  drehe  sich  mit  gleichförmiger  Bewegung  um  diese 
Axe,  während  ein  Punkt  in  derselben,  der  Vom  Anfangspunkt- ebenfalls  ausgeht, 
sieh  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  bewegt ;  alsdann  beschreibt  die  Gerade  ^ 
KSgeHUlche,  der  Punkt  die  firaglich^  Schraubenlinie,  um  die  Gleichungen  derselben 
xuinden,  beachten  wir  zueirst,  dass  die  Gleichung  der  Kegelfiäche  ist  j'-{-z*= 
x*1|f*cr  iS.  6Ö,  IV)  und  4ie8  die  eine  der  Gleichungen  seyn  wir<)'.  Seyen  nun  x.'Jr,  z 
die  Koordinaten  des  beschreibendeil  Punktes  zur.  Zeit  t,  so  wird,  wenn  c  der  Winkel 
ist,  den  die  durch  die  Axe  der  x  und  die  drehende  Gerade  gelegte  Ebene  in  der  Zeit 
1  znrfloklegt,  et  der  Winkel  seyn,  den  diese  Ebene  in  jenem  Zeitmoxbent  nrit  der 
Ebene  der  xy  macht,  wenn  diese  letztere  Ebene  die  anfängliche  Lage  der  beweg- 
liehen Ebene  ist;.  .Ist  ibmer  a  der  Weg,  den  der  beschreibende  Punkt  in  der  Zeit  T 
zurücklegt,  so  ist  seine  Entfernung  yom  Anfangspunkt  zur  Zeit  t  gleich  at,'und 
wenn  man  nun  £e  bewegliche  Gerade  in  dem  Zeitmomente  t  auf  die  Ebene  der  yz 
projisirt,  dabei  Toraussetzt,  dass  der  Winkel  et  in  der  Richtung  von  der  Ate  der  y 
zu  der  der  z  gez&hlt  wird^  so  wird  et  der  Winkel  seyn,  den  diese  Projektion,  deren 
Länge .=  at. sin (c  ist,  macht  mit  der  Axe  der  y.     Daraus  folgt,  dass  nothwendig 

X 

T=at8ina .  cos(ot)  ist. '  Da  auch  atcosa  =  z,  so  ist  t= und  man  kann  da- 

•  acosa 

her  folgende  iwei  Gleichungen  als  Gleichungen  der  Schraubenlinie  aufetellen  : 

T^ztffccosl  I,  z  =  xtgasin|  1, 

'  c 
worans  ▼on  selbst  folgt  y'+z'=x'tg^tt.     Was  nun  den  Quotienten  —anbelangt, 

W»  kann  er  in  etwas  anderer  Weise  ausgedrücki  werden.    Sey  nämlich  t  die  Zeit,  in 
der  die  Gerade  eine  yollständige  Umdrehung  macht ,  so  dass  also  er = 2-^ ,  t  =  -^  t 

»0  wird  der  bewegltehe  Punkt  in  dieser  Zeit  den  Weg  ar=  -~2n  zurücklegen,  und 

&  C  29f 

^«im  wir  diesen  Weg  mit  h  bezeichnen ,  so  ist  —  2 tt --  h ,  ~  =  "j^~  ^»^  ®^  sind^nd- 
lieh  die  gesuchten  Gleichungen : 

y=xtffaoos|  ; l,  S  =  Ztga8Ul|  r 1. 

Was  übrigens  hanbelangt,  so  ist  es  die  Höhe  eines  Schraubengangs, 
^h.  die  Entfernung  derjenigen  Punkte,  in  denen  eine  Seitenlinie  des  Kegels  (eine 
^^ch  den  Scheitel  gehende,  auf  dem  Kegelmantel  liegende  Gerade)  die  Schrauben- 
linie schneidet.     Jetzt  ist 

8y  r2rtx^       2irx  ^       .    f  2ifx^ 

~  =  tffa cos  I  I  — . tg« »in  I  ; I  f 

8x      *  VhcosaJ      hcos«^         Vhcos«7 

8z  .    r2«x^,    2jrx^  f^nx^ 

81^=*««""  lh^s:^J+h^^*«"''*lh^^J' 

^itMf  f  r,    nUtaNiiÜal-  v.  latefral-IUchiraiiff.  16     > 


Länge  Ton  doppelt  gekrümmten  Kurren. 

,4.  CnV+P^V-  .  4-t,^„  4-  ^^-ut'a  -  ^•+*"'*'tg«« 
*+l8xJ  +bJr^  *^h'co.'<i*«''-h>co»'«        • 

also  Avenn  man  die  Länge  der  Schraubenlinie  vom  Scheitel  (z=0^  an  rechnet^  bis 

zu  demjenigen  Punkte,  dessen  Abszisse  x  rr^Xf,  so  liat  jnan  für  dieselbe : .        .      > 

-  -    /Vh'+4i*Hg*'aT»dx=  r- f^' Vh*-h4«*tg»a.x.*  -f 


hcoR 

4 


h^      jV  X,  2ittgtt+  Vh^H-^rr'x.ng^g^'l 
?rtga     V.  h  jy 


2frtgflr 
d.  h.  Venn  man  zur  Abkürzung  — r —  =k  setzt,. so  ist  diese  Länge  = 

.     -^^  V"H=^k^x?+irr^Ukx,+ Vl+k*x,»). 
2co8a-  '^       '         *     '  2kco»a  '     »   '  1-17 

Für  K=90®  wird^ie  Schraubenlinie  zu  ein^r  Spirale  in  der  £bene  der  jz,  und 

wenn,  dann  r^  die  Entfernung  des  Endpunkts  Tom  Pol  ist,  so  ist  oben =^=^1,  also 

2ffsina    x^        2itT^^     ,  2ä       ,  2ä      .!  .       ,.     , 

kxi  = — r =  ~r~>  k cos  «  =t= -T- und  wenn  T- = — ,  so  ist  die -Länffie  der 

^   '  h       cos  a         h      .  h  ha'  ® 

Spirale :  . 

^-^  V^4V+|-«  (^^^^^±lL.')  «.86.  V). 

IlL  Man  soll  die  Länge  der  Durchschnittskufre  der  zwei  in  §.  58,  HI  betrach- 
teten Flächen  bestimmen. 

Die  Gleichungen  derselben  sind  x*-}~y'H~^*='^*»  «^-f-x'— rx  =  0,  woraui 

folgt  z^Vr^rz^\  y=Vr'-7-x.  '^=.-^-^=^.  ?Z=_^^,  ,+ 

öx      2yxj.'-i}     öx  2Vr  — rx 

V8xJ  ^V8xJ  ^  4(rx  — x>)  ^  4(r*  — rx)~      ^  4x(r— x)  ^   4r(r-x) 

4x(r  — x)  +  (r— 2x)*+rx        r^-j-rx 

^ 1^       ^    mithin,  da  die  D.urch8chnitt8kiinre  därchdi« 

4x(r — x)  4x(r — x) 

Ebene  der  xy  in  vier  gleiche  Theile  ^etheilt  wird,  und  dfe  Gränzen  ron  x  f&r  einen 
derselben  sind  0  und  r,  so  ist  dieser  vierte  Theil  = 

r       '  r 

x/  V  (^zi)!;«*  -  -TJ  vifr^=r5 

0  0     ^    *  ^  ' 

<^  r  ' 

Man  setze  hier  x=rcos^<p,  was  man  darf,  dax^Q,  so  jsind  die  Gränseo  rofl 

n  .     Ö»  r»     . 

<)P  :  2"  und  0,  und  es  ist  t-   ==  —  Zrsmqpcosg),  also 


r  0 

^r  /*       r  +  x  Vr/*  r-j-rcos»»    >  . 

— /- — — ox  =  — -—    /       --— r r:-2rSIP»C08»8x- 


V 

2 

0 


r 


r 


J      Vi— cos«»>Vl-i-co«*9>  J  ?    ^      y       r 


rt  0 

9t 


^rV2y*Vi_J,i„«^8^. 


Benütxnng  der  Polarkoordinaton.  ^'iS 

Di^r ''Grösse  ist  aber  (§*  55",  II)  glerch  dem  rierten  Theil  des  Umfangs  einer 
Ellipse,  deren  Htflbaxeu  rV  2  und  r  sind,  so.da^s  also  die  ganze  Länge  der  Kurve 
gleich  ist  dorn  umfang  dieser  Ellipse. 

IV.  Man  soll  die  I^nge  der  Dnrokscbnittsnnie  derK^gel  x'-4-y'  +  z^:=a'' 

und  des  elliptischen  Zylindern  ^-f-f  j'^^  1  (b*<Ca^)  berechnen. 

Miin  zieht  aus  x*+y'4-z'=a^   b'x^+aV^  =  a*b^y  =^— Va' —  x"^- 

a 

zr=l--*  ~— Va' — x'  =  ~Va' — x',  wenn  a*— b'=:e*.      l>araus  —  =   — 
a  *-  .         a  *  8x 

bx 8^ _ex ,  f^lY^f^Y  ~  ^'^'''  ""  ^')+^>*^'+e'x^ 

aVä»-^^'    e»""      aVi^^^"      "^VexJ  "^UxJ   -      •        ana"'-i^) 


a» 


a'  — X* 


Für  den  vierten  Theil  der  über  der  Ebene  der  xy  liegenden  f)iirrhschnitt9kurTe 
fiind  di^  Gränzen  von  x  :  0  und  a,  so  dass  also  derselbe  r= 

/'.     8x  äff 

0 

mithin  der  über  der  Ebene  der  xy  befindliche  TheiJ  =2a7r»  d.  h.  gleich  dem  Um- 
fang eines  grössten  Kreises  der  Kugel. 

V.  Wollte  nlan  bei  dieses  Aufgaben  die  Polarkooi*dinaten  des  §.58  einföhren,  so 
müssten  eftwa  r  und  if;  als  Funktionen  von  qt  betrachtet  Werden  und  fnan  hätte 

8x      8r  8»/^ 

wo  nun      ^'  —  ^  co8i//C()s^  —  rsm^cos^  --  — rcosi/iMUflö, 
0909)  o<p 

öy      8r  .        .        8v» 

-•=--—  cos  if^sin  q>  —  r  sm  i/>.sin  9     \-  r  cos  ^f  cos  9» , 

09      ep  r9> 

S'z      8  r  .        ,  '  8.p 

*o  das«,  wenn  (p^,  qpi  die  Gränzen  von  qo  sind,  die  Länge  des  Bogens  = 

9i 


/v(uy-''(Sr^'-^'- 


^^  nun  r  und  ip  durch  <J0   vermöge  der  Gleichungen  der  Kurve  auszudrücken  sind. 

Meistens  werden  diese  Polarkoordinaten  mit  Yortheil  dann  angewendet  werden, 

^^Qn  die  Kurve ,  deren  Länge  berechnet  werden  soll ,  anf  einet  Kugel  liegt ,  da  in 

^^•em  Fftlle  i'  konstant,  gleich  dem  Kugelhalbmesser,  ist.  Alsdann  ist  die  Länge  = 

^«  r  den  Kugelhalbmdsser  bedeutet.     Wollte  man  hiernach  etwa  die  Aufgabe  IV 
I  '  "  a*  ,    .  b* 

*^n,  so  w^re  r— a,  und  eo8Vco8'<)pH-^oosVsiiiV=^  *^*^^iStaV+h*cMV' 
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&V         b'(2a'sin9Coft^ — 2b-«ia9eos9»)    . 


V89>^       (a*sinV+b*cos*^)*  ^     a*siuV4-b*cot»f) 

e'sin'^  ...»  b'e'f^i»''»» 

,    .     , r-Tt T"  »      ^*"    *''  cos '  ^  =  ^     ,    .     . r-T =  -:r^  , 


—  2RintcoE«^ -— =  —  ,  .   j 

o^p  (a*8in*9-|~«> 

Rin' 


»  .        z        b=(a*Mn*v+b»cü8V)+b-e»C08> 


-|-  cos'if*  = 


(a'wn*^-hb»ws*g»)*'      V    l^bipj  "^ 


(a»sin»f)-h-b.*cos»^)» 


,  ab 


9t 

also  da  fttr  den  vierten  Theil'der  Kurve  die  Gränzen  yon  q>  sind  Ound  -^^  so  ist  die 

Kurrenlänge: 

n  n 

4a«b/' »-^^^-,-—  =4a«b/* -,-^?-i-  =  ^i!    «  =2».  («..^O.  Vit), 
y      a'sinV  +  b^co«V  y       a'— e*cosV        ab      2  ^^r  *       / 

VI.  Die  Kugel  'j}-\-y'''-\-i}  ^=h'^  durchschneidet  die  Flache  (x'4-y'+z')'  = 
a^x'-f-^V"!"^'^'»  ^^'**  a">b'>c';  man  soll  die  Länge  der  Durchschnittskurre 
berechnen. 

Führt  man  Polarkoordinaten  ein,  so  ist  r=:b,  alscT'b' =f  &^co8^if;co8'94~ 
b^coa^'ipsin^g) -|- c^sin'ip,  b^  —  c^  =  cos'ip(a'co8'g)-f-b'sin'q[> — o*),  co8*i};  = 

1,5 qZ 

r—, j^ , — T—ri ^-T-j-,    80  dass  wenn«*  — c':Ä=e',  b' — c*r=«*,  cos*V;  = 

(a*  — c')  cos- ^+(b*— €*)«■>•  _^  •  ^  . 

4?*  *%   /'f^^'\'^  ee 

-1 — i — , — r^-t'  <»  woraus  wie  oben  V/  |  tt-  I  +cob*»/*—  -^ — ,     ;    ,  .  ,    ,    also 
e'co8*^-f-e*sm'fl9*  T     vo^p^  e*coB'<i-f «  »'"  r 

•        IT 

da  für  den  achten  Theil  der  Durchschnittskurre  die  Gränzen  yon  qp  sind  0  und  y* 

so  ist  die  Kurve  = 

ff  ff  . 

Öbe«/'-^ r4r-r^-i-=8be«/   '   z  :  i   !^  t    —  (§.49. IV) 

J       e*co8*»>-j-«'sin*flD  J       e-sin'^-l-Ä'cos'^p 

a  0 

ff  ff 

=  8b«.r*'-r-rÄr- .  -  =  8b  V(a'-«')(b'-'^A.      .     .^^  ^.^     . 
J      e'  — (e* — e*)cos:9  y      a' — c* — (a*— bOcos'f 

0  0 

8bVV-c^)(b»-cÖ   it       .. 

= z== —> -;r  =  4bff, 

d.  h.  gleich  dem  doppelten  Umfang  eines  grössten  Kugelkreises. 

§.60. 

Soll  man  endlich  den  Inhalt  eines  beliebig  begränzten  Körpern  siicheD, 
so  wird  man  durch  Ebenen,  die  parallel  gehen  mit  den  Koordinätenebeaeo 
der  xy,  xz,  yz  denselben  in  Prismen  zertheilen.  Sind  die  betreffenden  Ebe- 
nen in  je  gleichem  Abstände  und  zwar  die  mit  der  Ebene  der  xy  paralleles 
in  dem  Abstände  Jzy  die  niit  der  Ebene  der  xz  parallelen  in  (lem  Abstände 
//y ,  die  mit  der  Ebene  der  yz  parallelen  in  dem  Abslande  Jx^  so  wird  der 
Inhalt  eines  solchen  Prismas  ^JxJ'^Jt  seyn.  Je  kleiner  nun  Jx^  J)i 
Jz  sind,  desto  mehr  solcher  Prismen  werden  sich  im  Innern  des  seinem 


Inhalt  eines  beliebigen  R(hrpeni.  t/i5 

nhalte  nach  zu  berechnenden  Körperraums  befinden,  so  dass,  *wenn  wir  Jx, 
#y, y/z  unendlich  abnehmen  lassen,  diese  Anzahl  immer  grösser  wird.  AI- 
erdings  werden  dnrch'die  gezogenen  Ebenen  im  Innern  des  Körpers  nicht 
aater  Prismen  gebildet  werden^  vielmehr  an  den  Begrenzungen  hin  unregel- 
Dässigere  Körperstücke  entstehen;  je  kleiner  aber  Jx,  Jy,  dz  sind,  desto 
jeiner  werden  auch  diese  unregelmässigen  Stückchen  werden,  so  dass,  wenn 
Dan  v/x,  ^y,  dz  schliesslich  als  unendlich  klein  ansieht,  dieselben  um  den 
Cörper  herum  eine  unendlich  d&nne  Schichte  bilden  werden,  deren  Inhalt 
Dithin  verschwinden  wird.  Wir  haben  demnach  das  Recht  zu  sag^n,  der  zu 
«redmende  Körper  bestehe  bloss  aus  den  unendlich  kleinen  Körperelemen- 
60  JxJyJZy  deren  Summe  also  den  gesuchten  Inhalt  ausmacht  (d.  h.  letz- 
erer  sey  die  Gränze,  der  sich  jene  Summe  nähert).  Was  nun  die  BegräUr 
nüig  des  Körpers  anbelangt,  so  wollen  wir  uns  (Fig.  41)  auf  der  Ebene  der 
17  einen  senkrechten  Zylifcider  errichtet  denken,  dessen  Grundfläche  MN  sey, 
ud  das  Körperstück  berechnen ,  das  innerhalb  der  Zylinderwand  und  Stücken 
'on  gegebenen  krummen  Oberflächen  liege,  die  den  Zylinder  durchschneiden. 
Sind  nun  Zg,  z^  die  Werthe  von  z  als  Funktionen  von  x  und  y,  wie  sie  der 
mteren  und  oberen  dieser  krummen  Oberflächen  innerhalb'des  Zylinders,  zu- 
lonamen ,  so^wird  die  Grösse 


y/eU 


Jx  Jy  /  8  « :^  zi«  Jy  («1  —  ro) 

lie  Summe  all  der  unendlich  kleinen  Prismen  ausdrücken ,  die  über  46m  un- 
indlich  kleinen  Rechtecke  PQ  stehen,  wenn  x,  y  die  Koordinaten  von  P  sind. 
Uso  wird,  wenn  y^,  yi  die  als  F^unktionen  von  x  gegebenen  Werthe  von  pR, 
ir  sind ,  die  Grösse 


len  über  dem  unendlich  sohmalen  Streifen  Rr  liegenden  Körperstreifen  aus- 
ktcken;  endlich,  wenn  a  und  b  die  äussersten  Werthe  von  x(OA,OB)  sind, 
0  drückt  r^    r^*^  /»** 

en  gesuchten  Körperinhalt  aus.  Dass  man  bei  der  Summirqng  keineswegs 
ife  eben  eingeschlagene  Ordnung  einhalten  muss,  ist  wohl  klar,  so  dass  die 
•^dnnng  der  Integration  eine  willkürliche  ist.  Eben  so  wird  man  unschwer 
Bsehen,  wie  man  sich  in  verwickeiteren  Fällen  zu  helfen  hätte. 

Führt  man  statt  rechtwinklicher  Koordinaten  die  bereits  in  8. 58  ange- 
endeten Polarkoordinaten  ein,  wo  nun  Tj  (p,  tp  iie  drei  neuen  unabhängig 
eräoderlichen  sind,  so  ist  in  §.52,  IV:9>=rcos9>cosi^,  t/z^rsin^^cosi^, 
>  =  rsini^,  u=r,  r=4p,  wa=i//,  also: 

— -  =  eos9>cos^,  •— = — r8iD9>co8»i;,  x"  =  — rcosyaini//,     -  =8infl9COS^, 
00  bv-  8w  öu 

bni  .    ti/i         .     .      ee     .      ee    ^  ee 

-—  =rco89>co8^,  „  -  =:  —  rsinfpsinVN  a    =sinif»,   --  =0,  ■  -    =rco$ip; 
on  8w.  ^n  cv  ow^ 

woraus  dann  M  e=  ;f  r'cos ip , 
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demnach:  1 1  h^  ^^'  ^^  ~  /  / /r'cosifibriJf»  e^, 

wo  nun  die  Gränzen.  des  neuen  Integrals  den  Bedingungen  der  Aufgabe  ge- 
mäss zu  wählen  sind.  <  Liegt  der  Pol  im  Innern  eiges  allseitig  gescfalo&$eneD 
Körpers,  so  sind  die  Gräuzen  nach  r :  0  und  r,  wenn  r  jetzt  die  aus  der  iu 
Polarkoordioaten  gegebenen  Gleicliung  der  begränzenden  krummen  Oberfläche 
gezogene  Funktion  von  if  und  \p  ist,  die  dort  mit  diesem  Buchstaben  bezeich- 

net  wird ;  die  Gränzen  von  xf)  sintl  —  y  und  -j-  -^ ,  von  y :  0  und  2  n,  so  dass 

also  dann  der  Körpennhalt  = 


^         -  Y  0  0  -j 


ist.     Es  lässt  sich  von  der  eben  gefundenen  Formel  eine  geometrische  Ab- 
leitung geben,  die  wir  hier  beifügen  wollen,  da  «ie  die  Anstände  beseitigt, 
die  eine  Anwendung  der  Formeln  des  §.52  haben  köi\nte.     Denken  wir  uns 
nämlich  im  Innern  des  zu  berechnenden  Körperraums  einen  Punkt,  dessen 
Polarkoordioaten  r ,  y ,  ip  seyen,  ziehen  den  Fahrstrahl  r  nach  dem  Pole; 
projiziren  denselben  auf  die  Polarebene  (Ebene  der  xy),  so  wird  die  Projek- 
tion mit  dier  Axe  der  x  den  Winkel  {p ,  so  wie  mit  r  den  Winkel  xp  machen. 
Wir  wollen  uns  nun  r  um  Jt  verlängert  denken,  so  wie  r  selbst  ^ch  um  den 
Wiiikel  J  ip  gegen  die  Axe  der  z  sich  dreheii  lassen, .  so  dass  also  r  nicht  au£ 
der  durch  r  und  die  Projektion  von  r  gehenden  Ebene  heraustritt.  '  .Alsdann 
wird,  wenn  Jr,  Jtp  unendlich  klein  sind,  Jr  ein  Rechteck  beschreiben,  des- 
sen Seiten  Jr  und  rJipy  dessen  Inhalt  also  =  rJrJip  ist.    Lässt  man  nun 
die  Ebene,  in  der  dieses  Rechteck  sich  befindet,  sich  drehen  um  die  Axe  der 
z  und  zwar  den  W^inkel  ^^durchlaufen,  so  wird,  für  ein  unendlich  kleines 
Jq>y  das  Rechteck  ein  Parallelepiped  beschreiben,  dessen  Grundfläche  eben 
jenes . Rechteck ,    dessen  Höhe  aber  =Ycostp/f(p,.  so  dass  sein  Inhalt  = 
v^cosxpJrJipJ(p  ist.     Dieses  ist  nun  ein  Körperelement  und  durch  Sum- 
mirung  all  der  Körperelemente  erhält  man  den  Körperinhalt ,  wodurch  dann 
obiges  Integral  wieder  zum  Vorschein  kommt 

I.  Man  soll  den  von  dem  dreiaxigen  Ellipsoide  (§.  57, 1)  umschlossenen  Körp«r- 
räum  berechnen. 

••  s  « 

DieGleichungdesEllipsoldsist— j-f- -j-f~    5=^  1,   und  es  wird  von  der  Ebene  der 

U  D  C 

X*       y" 
xy  in  einer  Ellipse  geschnitten,   deren  (Gleichung     jH^-r-j^il  ist.     Demnach,  veno 

inan  die  über  der  Ebene  der  xy  stehende  Hälfte  erhalten  will,     ist   Z0  =  O,  ii^ 

1 : — ~i  ferner  ist  die  Gleichung  der  Kurve  MN  (Fig.  41)  — ,+  -.  =  *• 

a        b^  ab 

also  yo=  —  b^/  1 -j,  y,  =b  y/  1 j  und  die  Gränzen  von  x  sind  —aund 

-j-a,  so  das9  die  fragliche  Hälfte  = 


c 


y*ax'    /    8y 


Beispiele  hiezu.  £47 


«  z  ^.  c 


e>^^  0 


b 


'M—y--^- <•■"■■' 


Hätto  man  die  obig^en  Polarkoordioaten  eingeführt,  so  wäre 


r*  =  r-.-v 


a'b?c* 


b*c^cos*^co8'^-t-  a^c-co8'i//sin  V  +  a'b*sin*i|;' 
■mach  ist 

1   /*       f^i  8v' •  a*b'c*cos^  4 

^1^9  I        ^ ^^ ' ,  "  3  abcjr. 

^«^       /_!^-   p)*c*co8*i/'C<)s*9-j-a*c''^cos*i^8in'^+a*b*sin*^j7 


•  2 

k:  mao  hatr 

tu       1t 


4n 


,/  «     [bic*cos*vcos*f>-t"a*c*cos*V'8in*v+a*b*sin*iip]l      *  «  c  ^^^^ 

I  Betultat,  auf  das  wir  später  wieder  zurückkommen  werden.   Setzt  ma,n  üb^^loDs 
e'=ic*,  a*c*=5*,  tk^h^:=f\  und  a^ß,y  positiv,  so  ist  a^b'c^  =  rt/i^y,  also 

in        n  "    ' 

^^        ^'-^     [«*cos-if;cos-^-^,]r'cos'i^sin*9-|-y'sin'ip]i      **'  \ 

n.    Man  soll  den  durch  Kotation  einer  T^mniscate  (§.  58 ,  VI)  entstandenen 

kner  berechnen.     Derselbe  ist : 

■  .p  • , 

1t  -^arc  {tg~\  cos lf>)  * 


l/n  *"^ß 


a'(2oos'vco.s*^—  1)  cos  1^ öl/'. 


4  -     -  arc(tg:      V  t*o»2V)    -  "        • 

IjUk  dieses  Integral  zu  bestimmen,  setze  man  8inif^=x,  cosi/^"    =r.  1  ,    cos'  \p 
=  1  —  X*  und  hat 

(2cou^ipcos'tp—  l)^coK»;ö^c=  /(^co8'f> — Sx'cos-^—  Ij'^Sx 

3 

/'/       o  o    2        2    Jü  x(co.s2y  — 2j'cos^y)^    - 

X (cos 2y;—  2x ^  coh •  ^)^      3 cos 2f> (co* 2 g> — ax'cot>-»)^  x 

,     --■■  j  -f  g 

3coü'2^ 


3coü'2jp  /• «x 

®      •/rco829— 2x*co8*^p)i 


248  Bereclmuug  tou  Köi)>erinhalteD. 

3  I 

jr(co82^  — 2x*co»*9>)^   .  3co82v(co82«j  — 2x*coi»'x 

zzz  ■* -4—  ■  .     »     -■         ,  I      .■ — 

4  ^  8 


_.    3  cos 


C089        V  .▼^      co»29^ 


.A 


sy2( 

also  d«  x  =  sinif;: 

s  « 

,J         „        BinV'(2co8'9>cos'!f/ — 1)'   ,  3coi29ii]iif;(2cosVeosV'-))^ 
cos*-9Co«*^— 1)  co8i^8V'= T  ; h g 

,     3co8*29>         r  .                 co»9>  .  |/2"\ 
-4-  - — -arc  I  sin  =  siB  1^ —  I. 

'  V^  cos  2  9 

Da  ferner  sin  arc (tg = Voos  2  gr)=:      —  ,   cos  arc  (tg  =: |/  cos  2  g?)  = 

CO« 'arc  Ctg  =  1/008  2  <p) — l=0>soi8t 

//«      1         1         . J          ü  .       3co8»2fl>        f  .         \  /    co82y  cos»     -.«^ 

(2cos»?>co8*t-rirco8V'8v'=TT7:; "^l  ""  =  V  rm — T"  •  r7===V2  I 
4V^2cos9      V  ▼     l+CQ82f>    Voos29      ^^ 

—arc  (tf =:|/oö«  2  V 

3cos*2f.  r.  008  y  .yo'^       3cos»2y 

= :; arc  I  sm  = :  y2  I  =  ^  ,    _ arü(sin=i} 

4V  2cosv       V  Vl+co82f)        J      4|/2cofc<[)      ^ 

3cos'2y 

8  V  «^  -  0O8  9      * 

also  der  Inhalt :  ' 

\/2    ,/  ff       co89>  4V2     ./  ir  cos9> 


4V/2 


.+? 


I  4coß*»  — 4cos<pH \^-9 


4|/2 


Äa»,r     3ä         ä"V     *a'      ^a*    r    ^,  «^ 


na 
6 


-"^  =  *'^[2-^2'('  +  ^^>-i} 


.      (Vergl.  §.56,  V.) 

III.  Ein  senkrechter  Kreiszjliuder  wird  mit  einer  Ebene,  die  durch  einen  Durcb* 
messer  seiner  Grundfläche  geht,  und  mit  letzterer  den  Winkel  a  macht,  geschnitten' 
Man  soll  das  Körperstück  berechnen ,  das  dadurch  vom  Zylinder  abgeschnitten  wii^ 
wenn  r  der  Halbmesser  des  Zylinders  ist. 

Nimmt  man  den  Mittelpunkt  der  Grundfläche  zum  Anfangspunkt  rechtwinklicb«' 
Koordinaten,  den  fraglichen  Durchmesser  zur  Axe  der  jr,  die  Grundfläche  lurEbes^ 
der  xy ,  so  ist  die  Gleichung  des  Schnitts:  z=:xtgce,  und  es  sind  die  Grränzeo  ^oi* 
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0  und  xtga,  vony:  —  Vr' — x'  und  V^r' — x*,  von  x  :  0  und  r,  so  dass  der 
berechnende  KOrper  gleich 

I^TJ^y  /ös  =  tgo/ex/ xÖy=2tK«/  x  Vr*— x*8x  =  — r'tga. 

2 
Dabei  ist  rtga  die  Höhe  des  Körperstöcks ,  so  dass  letzteres  r=:-^'h ist, wenn 

A  mit  h  die  Höhe  bezeichnet. 


Elfter  AbBchnitt 

Weitere  Untersuchungen  über  bestimmte  Integrale. 

.§.61. 

Das  bestimmte  Integral  /f(x)dx  hängt  (§.  49)  bloss  von  den  Werthen 

D  a  nnd  b,  so  wie  den  etwa  noch  in  f(x)  vorkommenden  Konstanten,  be- 
Biflich  aber  nicht  von  x  ab.  Gesetzt  nun,  a  und  b  seyen  Funktionen  einer 
rOsse  u ,  die  etwa  anch  noch  in  f (x)  vorkomme ,  was  wir  dadurch  anzeigen 
»Uen,  dass  wir  f(x,a)  für  f(x)  schreiben,  so  iist  natürlich  das  bestimmte 

tegral   /f(x,a)?x  eine  Funktion  von  or,  und  es  kann  uni^  die  Aufgabe  ge- 
eilt werden,  den  Differentialquotienten  dieser  Grösse  nach  a  vi  bestimmen. 
Sey  nun 

/f(x,  flt)8x  =  F(x,  fit),  9\son(z,  a)  8x  =  F(b,€i)-F(a,o), 

9  ist  (§.7)  : 

_8F^(b.«)8b      8F(b.a)      8F(a.o)  8a      8F(a,«) 
f(x,«;öx-.-    g--      — -t      g^     --    8a      8ä""      8«    • 

Knn  ist  <aber  offenbar 

8F(x,«)__ 

emnach  i8t^^"^  =  f(b.«).  ^^^=f(a,a).    Was  ferner  die  Grösse 

eF(b,a)      8F(a.a)^8(F(b,a)  — F(a.«)) 
8a     ■  8a      ~  80 

(^belangt,  so  ist  sie  offenbar  gleich  dem  partiellen  Differentialquotienten  Von 

r^      > 

f(x,a)Bx  nach  a,  wenn  man  dabei  a  und  b  als  unabhängig  von  a  ansieht. 

^^  denselben  anbelangt ,  so  ist  er  = 
b  b 

r/f(x,a-t-zr«)ex-/f(x,«)8x|  b  .  ,     ,,  ■ 

Ja  %/  a  ^a 


f. 

■  ..  . 
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b 


■  -/-^-««'-  . .  - 


l/;',..  „  ..  ^/JlL.f)a.+,„.„  »i  _ ,(,  .,  ?,•        ,„, 


fto  dass  endlich 

b 

b 

Sind  b  und  a  unabhängig  von  a,  so  sind  r-,    ^  Null  u.  s.  \y. 

Der  Satz  (50)  ist  eine  fruchtbare  Quelle  fUr  Bildung  bestimmter  Integrale.    So 
ist  (§.50): 

00  ^OD 


/e"-"8iii(bx)8x  =  -,--^,,.  /e~"cos(bx)ex=  .,-^-j,  a>0. 


Hieraus  folgt  durch  n malige  Differentiation  nach  a: 

•OD  n  /»QO 


/,%-'%in(bx)8x  =  (-lA-»lr-'      \/x%-"cos(b,)8x=(-l)"?!(_l_). 

Die  hier  vorkommenden  Differentialquotienteo  lassen  sich  leicht  bestimmen.  £« 
ist  nämlioh,  wenn  wie  immer  V —  1  =  i: 


n 


»'-|-b«~"'2biU+-bi     »-bj'     8a'^*'  +  '''-^'"      ^^^^  (a+bi)*''^ 

sodass,  wenn  a-f-bi  =13  r  (cos  gci-f-i  sing)),  also  a — bi=ir  (oosgo  —  isincjp)  („GruiHl- 
ziJige**  3.  10),  man  hat : 

(a+bi)"'^*=  r""*"*[co8(n+l)9  +  i8in(n-r  l)ri.  (a— bi)"^*=  r'''*"*[co«  (n  +  i)f- 

isin(n+l)^]  (S.17.IV).  (a«+b^''*"'  =  r^"*"*\ 
(a-bi)""^^— (a+bl)'"*"^  ^  __  sin(n+l)y  n'^^''  T     ^     "V     1.2...Bgin(n+l)f 

2b^(a«+b')"+^   ""  br"+^  '\a"A**+^*^''  r"+* 

Eben  so 

(     1)°   ^'^  r      *      ^'-  lir Jl" i!_r L .        1      "1  _  K2...noos(n+j)y 

8a"^^*^»>*-'  2       g^»La  +  bi^a-biJ-  ^»+1 

mithin 

/L"-"  ■"  •   /i    vtt         l-2...nsin(n-i-l)y     /*  n  -«            ,^         1 .2..iicos(iH-l)t  /-j 
X  e       .sni(bx)(^x^ j^q:^ ,    /je       cos(bx)8x^  Ti       ""' 

r  --   VÄ*  +  b^  sin  9  —  -  ,   cofcf.  ::^  -  ,.  a>0. 

r  r 

.* 
Fernerist(§.50):     •  /_^  ^ 

ya*-Hi'~4a 

0  -  . 

Hieraus  folgt,  wenn  man  nach  a  differenzirt: 


wo 


_/*_2_a8x  1 n_       f'    hx  «     ,     1  1     r«       ,^ 

./  (a'+x»)  «^aa«  -      4a' •  y  (»"H^ V "  S^ä'^iT'  '  4i*  It  ~  '  J" 


(b) 
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Es  versteht  hiebe!  sich  xvn  Belbst ,  dass  in  dem  Satze  (50)  alle  vorkomiuendeo 
üMen  bestimmte,  endliche  Werthe  haben  müssen,  wenn  er  gelten  soll. 
Man  hat,  wenn  k  und  fi  nicht  negativ : 

/ex^    e    '^siii(bx)ba=^8ay   e    "^in(bx)Öx. 

T)a  aber 

/    — Äx  —  o        — r  e  /  — Ax  b 

/e       sin(l»x)('a --  sin(bx).     /e        8in(bx)8x=    j  •""iTi' 

a  0 

ist  a[»o 


•       — ,yx        -  ax  '*' 

—  e 


(»» -  ax  /       1  /^  -i\  r  "\ 

.in(bx)  f  X  =J-,  ---.ca^«rc(tg-  ^  J-«rc  (^tg  -    J  J. 


(c) 


Setzr  man  hier  etwa  «==0,  |^=  00  ,  so  ist  für  b>0 

-00 


/StD(bx)eX         AT 


(d) 


0 

n  wichtiges  Resultat,  das  wir  sogleich  noch  in  anderer  Weise  nachweisen  wollen. 

iia  hat 

00       00  00        00 

/  8  X   /  e     *  sin  x  i'  y  —  /  8  y  /  e     *  sin  x  8  x. 

0  0  9         0 

kL.                                      /*   ~*y  •      fc          '       f  ~*yfi              sinx  .  e 
wr  #  e       Mnxcy  =  smx/  e       8y— ^ 


X 

—vr 


f 


Jto  da  för  y  =     X  und  positivem  x  :  e       =-.  0 : 

^« 
/    -xy  .      c        sinx 

/oo 
e~*'%inx8x=— '— 
iH-y 

0 

00  OD 

■»w.      u  •  *  /iinx8x       /*  8y  ir 

Bmnach  ist  / —  I  -r  ---;  =  tt- 

,/       X  J  1-hy*       2 

0  0 

8x  >^ 

Setzt  man  hier  bz  fiir  x,  also  -    ^-  b,   »o  sind  fiir  b>*0  die  Gränzen  von  i:  0 

C   Z 

^d  00  ,  mithin 

.00  >00  _00 


/sin  X  8  X  _      /«n  (b  z)  8  z  _    /iin  b  z 
X       ""   ,/         bz  «/      z 


0 

>  h.  CS  ist  auch  (§.  49) : 


/sinfbx)-         w    ,  .^rt  /j\ 

— ^^-^8x  =  -2  ,b>0.  ,  (d) 


0 


liat  man  (hu>  bo^tinlmte  Duppelintegral 


252  AnwendoDg  der  Differeutiation  bestimmter  lategiait« 

§ 

\      \' 
und  &iad  a  und  b  Funktionen  von  a;  a',b'  von  ß,  so- ist  natürlich  eben- so 

wie  man  leicht  aus  der  Gleichung  (c^  in  §.  51  ableiten  wird,  die  hier  gibt: 

V  =  F  (b,  b'.  o, /9)  —  F  (b,  ftS  «„f )  —  F  (a,  b',  a, /?)  +  F  (a,  a',  a, /f) , 
wenn  /8x/f(x,y,a.,^)8y  =  F(x,y,a.^. 

Wir  fügen  hier  noch  folgende  Beispiele  bei : 

1)  Wie  in  §.  58,  II  sey  in  der  dortigen  Fig. 43,  0  der  Mittelpunkt  einer  Kugel, 
deren  Halbmesser  aber  =  OC  sey ;  man  soll  nun  0 A  =  m,  OB  =  n  so  bestimmen, 
dass  das  Stück  Körper,  das  zwischen  dem  Über  OACB  stehenden  Parallelepiped  und 
der  Kugelfläche  liegt,  ein  Maximum  sey. 

Nach  §.  60  ist  der  Inhalt  =/öx  ßj ßz ,  x?+yH-z'=>.  m'+n«=r', 

0  0  0 

so  dass  also 

/»m      /*ik    
8x  /  V'*  — »'--y*6y  ein  Maximum,  und  m»+n*-=r*. 

0  0 

Also  ist  nach  §.  32 : 


\/~t i ^Q         r*— m*     «       8t)        A/-1 i"^ — so         r*— n*  C 


bui  '  ön 

zu  setzen.     Aber 

B 

8 

8 

0  0 

<  ^* — ™*  *       «.-  ^r*— n*Ä      ^^        ^       «I«       • 

sodass  — ^ —  ~-2Xmz^0,  —^ —  — — 2Xn==0,  m»  +  n»  =  r». 

Daraus  m  =  n  =  ir  V'l* 

Da  "wenn  n  Funktion  von  m: 

8m»^''^"-8m«"^'^8m8n  8m"^8n»V8mJ  "^8n8m»^^^    ^' 
und  hier 

8^t; ^       8*t;  ^[ü,  _  ^     ®*'_?!!A     ?_? J?.    ?!f i* 

8m"*~      ™  2'    era8n  ""    •  8^*~"~"¥'  8^~T  y   8m~        n'8m»""      n'' 
so  ist  für  m=:n=r  \/{  : 

also  negatiy,  so  dass  1;  ein  Maximum  ist  (§.  24). 

2)  Wenn  man  zwei  Räder  konstruiren  soll  so ,  dass  ihre  Winkclgeschwiodig' 
keiten  in  einem  gegebenen,  sonst  aber  beliebig  Teränderlichen  oder  konstanten  Ver- 
hältnisse stehen,  und  es  ist  a  die  Entfernung  der  beiden,  parallel  angenommenen 
Dtehäxen,  also  auch  die  Entfernung  der  zwei  Punkte,  in  denen  dieste  Azen  die  Ebene 
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l«r  die  beiden  Räder  lie^n ,  so  kommt  die  Aufgabe  offenbar  darauf  hin- 
ir  gemeinechaftlichen  Ebene  zwei  E^urren  zu  konstruiren,  die,  indem  sie 
Axen  (Punkte  in  der  gemeinschaftlichen  Ebene)  drehen,  sieh  auf  einan- 
1d  f  wobei  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  das  gegebene  Verhältnis« 
en  wir  fQr  jede  Kurre  den  Drehpunkt  als  Anfangspunkt  ron^PoIarkoor- 
Linie  a  alsFoIaraxe,  so  seyen  r,  o>  die  Polarkoordinaten  für  einen  Pui^t 
Lurre ;  r| ,  <o^  für  den  entsprechenden  Punkt  der  zweiten ,  wobei  wir*  das 
rechend  so  yerstehen ,  dass  in  diesen  zwei  I'unkten  zu  einer  gewissen 
rren  sich  berühren  werden.  Da  die  Kunren  sich  auf  einander  abwickeln 
i»0(§.55): 

0  0 

enier  die  Drehung  möglich  sejn  soll,  solnuss  r'4~r|=a  seyn,  und  da 
Verhältniss  der  Winkelgeschwindigkdten  ein  gegebenes  ist ,  so  ist  (U| 
I  Ton  CO  bekannt,  d.  h.  (Uf  -^fio»). '  Die  erste  Grleichung  gibt  durch  Dif- 
nach  ü) 

* 

annehmen,  es  wachsen  <o  und  o}|  zu  gleicher  Zeit,  d.h.  es  se^  t — ]>  0, 

llSQ 

r=Ti  r—  ,  r+fj  =  a ,  «,  =  ((»), 

i  drei  Gleichungen  i^  als  Funktion  von  co,  und  r|  als  Funktion  von  <0| 

8«. 
ist.     Nunistr.  =a — r,    j—=if(<»),  so  dass  also 

r  =  (a-^  r)  f  (a>) ,  woraiM  r  als  Funktion  ron  «». 
Wenn  man  r=a — rj  setzt  und  ai  durch  o>|  mittelst  a>|  =f(oi>)  ersetzt, 
ichung  auch  die  Gleichung  zwischen  r^  und  q)|  .     Wir  Vollen  etwa  an- 
(ey  <k),  =aa>-|-/Ssinma),  so  ist  f  (Q>)=a4-iu^cosm(o,  so  dass  dieGlei- 
rsteh  Kurve  ist: 

a4~na/^cosm<» 

r  =  a.;   i       I       II  » 

l-j-a-^-  m/^cosm« 

in  findet  sich  durch  Elimination  ron  »  aus 

Die  Konstanten  a,  fl,  m  kann  man  in  Tersehiedener  Weise  bestimmen.  Gesetzt 
flange ,  dass  das  eine  Rad  den  vierten  Theil  seiner  Bewegoog  in  derselben  Zeit 

it  3 

e  das  andere,  so  muss  für  »  =  n*^*  ~ö~^*  ^^  ^^  ^i  dieselben  Werthe  ha- 

it  n  ,    mit  3  3|^.    3nr« 

moss  «'"*'•  2""^^""~2~*  ^  =  ^^'Tß*^^^*  "2"*""  2"*       ^*"'~2^» 

^ sin 2m ff  seyo.  Verlangt  maa  dazu  noch,  dass  für  «  =  -^  ,  ir,  ^«,  2it  auch 
Tarth  annimmt,  wie  für  «  =  0,  so  moss  seyn :  • 


<»-.. 
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•^  0 


l-f-a-^-m/?      ,   I       ,      V,       mit      1 -|-«-|-iii/S^co8m«  ,    ,       ,    v  ^    -   3. 

^      l-|-«  +  in|9co8  —  '^  l+a+Äi,9cos— mir 

^     •  ' .  2        . 

a+in<ycos2inif 


1 -fr- rt -|- m  j!^  cos  2^m  ff* 

Diesen  BedingUDgen  genügt  m  =  4,  a  =  1,  während  ß  noch  unbestimmt  bleibt.  —  Die GrOtse 

Atb.  "8o)| 

Gr.  —T^ ,  d.  h.  - —  drückt  in  jedem  Zeitmoment  das  Verh&ltniM  d^r  Winkelgeschwindigkeiten 

ans..    Gesetzt  nnn,  es  sey 'rorgeschriebeD,  es  sollen  der  grOsste  nnd  der  kleinste  Werdi  des- 
selben (d.h.  a-\-^ß  nnd  a  —  4|V)  za  einander  sich  wie  1  zu  y  verhalten,  sq. ist  1  —  4^.^ 

1    1—7 
y  (1  -|-  4j9)  ,/?=  —  -  -~ ,  so  dass  also  für  unsem  Fall : 

'  •  ■ 

1  —  y 

1  +— -— ^cos4» 

1  -\-y                                    a  ,  1  —  y  sin4« 

r  =  a. .---' ;  r^  =  -— .  »,  =  „  4- _-£.  ^_. 

2  +  — -^cos4a)  2-f  i-r-^co84«  T^"?      ♦     • 

^     1+y  i+y  •       »    . 

Die  beiden  RAder  bewegen  sich  dann  so,  dass  wenti  das  erste  gleichfBrmig  ^edr^ht  wird,  diu 
zweite  bald  etwas  langsamer,  bald  etwas  schneller  sich  <frebt,  als  das  entte. 


§•62. 
Es  sey  das  Integral  /     e     8x  zur  Bestimmung  vorgelegt.     Setzt  man 


"^  -X. 


.00      .  -*_,. 


den  Werth  desselben  =k,  so  ist  auch  /     ^      9y:^k  (§.49)  und/    «    ^ 

/.oo  _  , 
e      3y=i:k'.     Aber  es  ist 
0       ♦  . 

/8x/     e    ^    ^•'öy=/8x   /     e       e   /  by=  /      e       81/      e    *  Py. 

*  00      00 

8x    /     e        ^*^8y  =  k*. 

0  y  0 

Setzt  man  hier  (§.52, 1,  1)  x=:u,  y  — ur,  so  ist  x'-|-y'r=rji»(l-fv'), 

und  also 

00      00  .    '  ob      (Xj 


k*=  /8n    /  ue  8v=/8v/ue  8u. 

%f  0    J  0  J  0    %/  0 

Nun  ist  aber   /ne  8u=—  '    .,     /   ne  8u  = 

y  2(l+v»)       /^ 


2(1 +fV 


0 

/,Q0   _  ,  •  - 

c    *  6  X  =  ---  yn.  (a) 

Man  kann  dasselbe  Resultat  auf- einen  hieron  gaii£  rerschiedenen  Wege  erhil- 
ten.     Stelle  nämlich  MN  (t'ig.47)  eine  Kurve  vor,  deren  Gleidhung  zsse"^'  >'<' 


l 

Das 


Iktegral    /     < 


—  X» 

e       Öx. 


2fi6 


man  Uwse  diese  Kurve  sich  um  die  Axe  der  z  drehen, 
faßd  sie  ein^  krumme  Oberfläche   beschreiben ,    deren    ^ 

hun^  ist  z=e  ,  und  der  Inhalt  des  ron  dieser 

flftdie  und  der  Ebene  der  xy  eingeschlossenen  Körpers   ■> 

^-fOO      J-00 

e  .    8y, 


Fig,  47. 


/^  / 


—  00        —00 

irie  man  leicht  sieht^  die  Gränzen  nach  x  lind  y  sind  — od  und  ^00  .     Sej 

iber  OP=z,  PQ=r,  so  ist  z=e~~  ,  und  wenn  die  Kurre  sich  um  die  Axe 
s  dreht,  so  beschreibt  PQ  einen  Kreis  yom  Halbmesser  r ,  dessen  ]Fl&che  also 
U  iit.  Denken  wir  uns  nun  in  der  Entfernung  Jz  ron  PQ  einen  zweiten  mit 
»ben  betrachteten  parallelen  Kreis ,  so  wird ,  wenn-  ^z  unendlich  klein  ist,  z wi- 
I  beidoQ  ein  Stück  Körper  liegen,  dessen  Inhalt  =^t'^n  dz,  oder  da  r^  =  '— rl(z), 
ild  der  Inhalt  = — 7i\{z)dz  seyn.  Der  niedersts  Werth  von  z  ist  0,  der  höchste 
(filr  x  =  0);  demnach  ist  der  fragliche  Körper,  den  wir  zu  berechnen  haben, 
gleich  (§.57): 

«  /x— l(z)8z)  =  — Ä/l(ir)8z  =  — ir[— lj(8.3e.  luod  J.22,  ni)  =  ?r, 

8x      ye'"^'*^^'^8x  =  «. 


-00 


00 


00    ^+00 


A-QC       <X> 


00     ^oo 


y.-<«-+'">8y  =  2y;x       fr'^'^'\y  =  ^ft.f.-'^'^'\j  (S.49.  VII) 


—  00  — OQ        0 

.00      ^00 


ß^Jr^^"^'\j=^,  k'=|-,  k=i- Vi*.  (».M.3.) 

0  0 

Setzt  man  i»  (a)  x  =  az,  a>0,  so  ist  ^  =  a  und  die  Gränzen  von  z 
ebenfalls  0  und  oo  ,  so  dass  (§.  49,  IV)  : 


Jso 


/oo  ^oo 

e       8x  =  a/  e         8x, 

0  0 

/,00  '   *  /— 

e  8,=^. 


(b) 


Setzt  man  hier  Va  ftr  a,  so  ist/  e"~**  ^^—^rr 

^  J  2l/a 


81=^—,    woraas  nun,    indem 


nmal  nach  a  differenzirt: 

1,  _„.            1          e'a-i     ,     ,«1      '         13     6  2n-J_  -4-* 

X    e         8x  =  -  V* r-  =  (--l) -=- V«  .  —  —  •— — == — * 


2-       8." 


1.3.6..(2p-l):Vf     >o. 


2     2     2  2 

(b') 


00  JX) 

z  e         ex,     3%  coii(bx>8z. 

0  *'  0 

Will  man /x*.e"~**.9x  erhalten,  so  Ut,  da  /xe'~**'3x== — öi^"**'» 
nach  §.  36,  (41): 

/x         e        8x=/x,    xe        Öx=: 4--^/»         e         8x, 

2n 

und  da  fiir  x=  00  :  x%~"'  =  ^,=0  (§.22,  ll),  so  ist  (§.49,  V>: 


e 


2ü+l    — »x*^  n    /    2n— 1   — •»» 

X  e         ex=     -/x  «         8«; 


0 

eben  so'nun: 

211-1    -^x«o  n— 1   /    2n— 8    -M».  /    S  — *x«.  1    /      —»X«, 

X         e         8x  =  — ■ — /x         e        8x,....,/xe         8x  =  —  /xe        6x, 
0  *  *^  0  '         */  0  -••/  • 

also^  #H         e         8x  =  — -r: .  (c) 

V  0  2a^ 

1  _ 

Das  Integral  i  — -    --—  kommt  unmittelbar  auf  das  obige  zurück.     Man  seiie 
0 
nämlich  x  =  e      ,  l(x)=— z*,  —  =  — 2ae       ,  so  ist 


y'      8x  „  Ae       ö«  «  /*  — «•« 


und  da  die  Gränzen  von  z  sind  X  und  0 ,  so  ist 

i  0  00 


0  QO  0 

Win  man  weiter  den  Werth  von    /e     *  co8(bx)9x  ermitteln  $  so  setze 

J  0 

man  denselben  =u  und  hat  nun  (§*  61) : 


^^=  —  /  e         X8m(bx)8x. 


Aber  es  ist  (§,36),  da  /xe  **9x  =  —  ö~~»®^*'*'« 

/'     -a«x«      ,.    ,^               sinCbx)   — a»x«  .     b      /*  — «»x« 
xe         sin(bx)8x  = 2^^  "^21"^®'         co«(bx)bx, 

/OO  ^QO 

— a»x'  b      /    — a»x«  ba 

xe         «in(bx)8x=2^y  e  co8(bx)8x  =  — ,, 

d.  h.  es  ist 


8a^ Jbn       Jl^  8tt_         b 

8b""      2a»'     o  eb  2ä»' 
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Daraus  folgt,  dass 

rin  C  nicht  Ton  b  abhängt.     Also  da  l(u)  =  —  fiH"  C^    so  ist  u  =      * 

— -fc  --— 

*»*      =  e^  e    *•',  d,  h.  da  e^  eine  willkürliche  Konstant^  =  C,  es  ist 


f- 


e   '^'*%<Ni(bx)8x=C'e     **'. 


0 

>rin  C  nicht  von  b  abhängt     Setzt  man  also  hier  b  =  0,  so  ändert  sich 
iüilich  C  nicht,  und  man  hat : 

00 


e         6x  =  C'.  d.h.  C'  =  -^-, 


0 

id  endlich 

.00  b« 


e  cos(bx)8x  =  -^ — e  »  »>0. 


(e) 


0  . 

Dass  man  durch  Differentiation  nach  a  oder  b  hieraus  neue  Formeln 


ilden  kann,  ist  klar. 


00     ViTx» 

— (aV-fbV), 


Das  Doppelintegral  /  ö  x  /  ====.  lässt  sich  leicht   biedurch  auf  ein 

nfiiehes  zurfickführen.     Man  hat  nämlich  nach  §.  51 : 

00       Vl+x'  00  1 

00  1  1  •       00 

1  00  1 

00  •  ViTi»  i 

<Uw  /        /e^  8y      1         /  e         8x 

Y    ^-J     Vl+x»+y'  ""  2     'V  V(r+x')(a'+b»x«)' 

§.63. 
I.  Sey  das  Doppelintegral 

/ex    r\y 

yi+xVl-hy' 

0  0 

a  offenbar  =  /  \7^^%  9x  ist,  vorgelegt,  so  hat  man  nach  8. 61  (g'): 
:  0 
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/e»     f\y    ^  /^x^  /8y_  _  /;*    f^ x8^ 

yi  +  xVl+y     yi  +  xV   1+xy    J    V(l+xy)(l+i')- 
0  «  0  0  0        0 

Aber         f—l^I—  -  =  _  -I--  /*_lx_     _JI_  /•xSx         -y     /-ju 

y(l-|-iy)(l+x')         1+yV  l-txy^l+yV  l+x'"f"l+y'yi+x 

Ul+xy)  ,   l(l+x^  y 

/ xPi _H\  -i-y)  1(2)  y       «^ 

yCl-t-xyXl  +  x«)  l  +  y''^2(l  +  y')'^l  +  y'  4" 


0  0 

1  1 


/iü±J>a.„/Mt)..+.J„„+|,«, 


woran« 


Setzt  man  hier  x  =tgz,  so  sind  die  Gränzen  von  z  :  0  und  -i-  und  man  hat 


it 


0 


d.h. 


y"*l(lH-tgz)8«  =  |-I(2).  (a') 


II.  Nach  §.  62  ist 

.00  /b\»        _Q0 


a 


e  co8(2bx)8xz:=-  l/7re        *     .  ^ae      8a/ e  co8(2bx)8x  ^ 

0  0  0 


0 


Aber  die  erste  Seite  ist  auch 

/rs(2bx)8x/re-<'+*  >"8a  ^-  ^/^^^-^  8x  (S.62). 

0  0  0 

während  die  zweite  gibt 

e  8a=e     /  e  8a=o     /  e     '^      ^   '  8a, 

0  0  0 

indem  nach  §.  50,  VIII  immer/  frx+~^8x:^  /  fCVib+7*)dz  ist,  veno 

0  0 

b  >  0,     Demnach  ist  die  zweite  Seite 

1  ^       2b   /    —(4b  4-»»)  1  —  2b  /     — a«  1  —2b     1  Ä  -* 

2  V^e    y  e         ^    '8a  =  -V«e   J  t   "^ea^-^V^e    *\|v««.62)=Ji    . 

0  .  n  "^ 
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0 

.00  ^00. 


/cos (21) x)^  ir    -2b     /f08bx_  K     -b    .  ^  - 


(b) 


y^ 


0  0 

üebrigens  gilt  dies  auch  noch  für  b  =  Q.     Durch  Differ eDtiation  nach 
blgt  hieraus : 

'xsinbx^         it    — b    ,  ^  ^ 
.qj^8x=2-e      .  b>0.  (c) 

0 

Setzt  man  x  =  — ,  wo  a  >  0 ,  so  sind  die  Gränzen  von  z  wieder  0  und 
y  und  man  hat : 

00 

b 

cos  —  z  ^ 

a      8  z__  w     — b' 

0 

h.  wenn  man  ab  f&r  b  setzt: 

/,00  00 

cosbx  ^         n    -ab       /xsinbx       ir    -ab  ^ 

0  0 

Eine  weitere  DiffereDtiation  nach  b  ist  nicht  mehr  gestattet,  da  dieselbe  geben 
iWe: 

^,00 
x'cosbXf,  SLTt    —ab 

0  X  =  — "  -  e 


A 


a»+x»  2 

0 

.00  ^OC  ^00  ^00 

,n 
e 


,  ,  /x*co8bx  -  /*      1     o  ./*cosbx  .  /*      ^     Q        »^ 

*^      ./-aM:ir8x-yco.b,e«-ay;^j-ppt.,=yc..bx8x— 2 

0  0  0  0 

mfisstc  /co8bx8x=:0  seyn,    was  nicht  zulässig  ist.     Denn  /cosbx  8x-=:  — 

p-  ist  zwar  0  filr  x  =  0,  aber  für  x  =  oo  ist  dieser  Werth  unhestimmbar.  (Vergl. 

98.) 

Dagegen  werden  Differentiationen  nach  a  ganz  unbedingt  gestattet  seyn. 

wäre 

PC  00 

cosbx    ^  n     -»bA-,    .    1^     /*  cosbx    ,  n      -ab/"3    ,3b       ,"\ 

0 

d  durch  Integration  nach  b: 

y.OO  b 

sinb^     ^  it     /   — *b^,         ii     .         —ab 

rl^+^)'^=  2-J  '       8b  =  2-.a-e       )• 

0  0 

n 


(0 


Das  Integral  /*%os(atgx)8x 


1     dx  8x  1 

Hunt  auf  Obiges  zurück,  wenn  man  tgx:::^z,  also  r~»  ^  =  ^ »  i. '  =  .    .     t  setzt, 

vUn  X  C  Z  C  Z  1  ~T  ~  Z 

>  dann  die  Gränzen  von  z  sind  0  und  00 ,  so  dass 


17 


'/(' 
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0 

*  i  V«  /cos»»  a  *      — »        ^Ä  /x 

co8(atgx)8x=yj^,8«=ye     ,  a>0.  (g) 

0  0        ^ 

III.  Wir  wollen  das  Doppelintegral 
1       «  «     .1 


^V  l-|-2azcosx+a*«»~y    V  l+2a»'co8x+a*»*' 


l>a>0 


in  ähnlicher  Weise  behandeln ,  wie  in  Nr.  I  geschehen.     Da 


/ 


(az+cosx)öz  1    1/1    I  o      ^        1     X  t\ 

j  =  ^  l(l-|-2a»öo8x-|-a»i*). 


l+2a*co8x+a*z*     2a 


/*      r     (az+cosx)8z  1      /!y,   ,  «  1     »X« 

8x/,^-     ^   >  ,  =  ^   /l(l+2aco8x+a*)8x. 
y  l4-2azco8x4-a*z*     2a  y 

0.0  0 

Kun  ist  aber 


f     (a«+co8x)8x 1_/V- 1__ -| 

y  l+2axcosx+a»z*      2a z/ V.        l+2a«co8xH-a»«»J      "^ 

Ji         /"  8x X a»»»— l/  ex x__ 

2  *V  l  +  2azco8x-f'a»z*'"  2az'*'     2ai  /  IH^a^cosx-j-a»«*""  2ai 

a*«*  — 1  r  x-4  /l  +  a»z»4-2az^,„  ,,  ^ 

arc  (  tg  =  cotg -;r- V/  ,   !     ,  ,      o       1(8.44.1©. 
azV(l-ha*z*)»-4a*z^      V  *^  *^V    l+|i»«»-2a»^ '^ 

Daaber  a<l  iindz<l,  so  ist  (1 +a'z')' —  4a^z'  =  (l'-a»zV, 
V(l  +  a^z')'  — 4a'z^=l~  a^z',  und  eben  so  \/| +^>^''+^;[  = 

V/,         xi  =  i        '>  80  dass  also 
(l — az)*     1  — az' 

/(az  +  cosx)8x  *    _L  ^         ft,  ^    *     1 4~*«^ 

l+2azco8x  +  aV  =  2l^+iri*"l*«  =  ^^¥rriiJ' 

/*     (az+co8x)8x  n  «       ^ 

und  /  ,   .  \,     ~ — r-t  =  ;; ;; —  =  0, 

y  l-t-2azeosx-)-a'z'     2az     2az 

0 

..L.  /l     /*     (az4-co8x)8x 

mithin  /8z/       ',     ^^-»-1  =  0, 

y      y  l+2azco8x-|-a*z* 


0 

»ff 


(h) 


d.h.  endlich  /l(l-|-2Rcosx+a»)8x  =  0,  l>a>0, 

0 

Ist  a  >  1 ,  so  setze  man  a  =  — ,  wo  a  <  1 ,  und  man  hat: 

et 
0  0  0 

Ä  n 

/l(l+2aco8X+a^8x  — !(«■) /ex, 

0  0 

d.h.  dayi(l+2aoosx+a')ax  =  0,  l(a')  =  — l(a'): 


0 


J 


Beitimmong  Ton  /l(l-f  2aeoiz4~08x*  261 


/l(l+2|ico8x+»«)ex  =  iil(a«),  |i>l.  (hO 

Setzt  man  n — x  flir  x,  so  ergibt  sich  leiebt 

yl(l— 2»co»x+a«)8x  =  0.  /l(l  — 2acosx4-a')8x  =  i«l(»*), 

l>a>0,  1<»<X. 

Für  a=l  geben  alle  Formeln: 

yl(l+cosx)8x  =  — Kl(2)=/l(l  — cos:x)8x.  (i) 

.h.  da  l-f-eosx^=2co8'-2-«    1 — co8x=:28in^-2'f  ^i^nn  man  2x  fftr  x  setzt: 

y*l(coix)8x=y**l(8uixX8x  =  - 1^1(2).  (iO 

IV.  Es  ist,  immer  unter  der  Voraussetzong  1  ^az>  0: 


(h-) 


7» 

r        8x «_ 

J  14-2axcosx+a»x»Tl— aV 


-      y^Vi+2axj^,x+>v=*7i~a-^r'=--2i;^^"*^-^<i'- 

0  •  0 

y      y  l-|-2aicoix+a'«' 


(k) 


«      -1 


\^     /L     /*  cosx8i A     /*  co8x8x         .       ir    .         - 

y    V  l+2a«cosx-ha'x»  ~y    V  l+2axcMx+a»E»  ^2a  ^        *"'' 


0  0 

Aber  es  ist,  da  sinx  >  0: 


/\ 8i 1__       r    _ag+co»«"|  I  p 
l+2a«coix+a»z»""asmx*"V.^"'      linx     j"^    ' 

y  14-2a8Cosx  +  a'a*     atinxL       V  linx    J  ^         ^    J 


0 

d  da  arc(tg=cotgx)=r-|- — x: 


/8i 1      r      f       a+cMx^      ^*  _i-  1 
l+2aicosx+a»«»^aimxL*'®V.^""     linx    J      2  "'"'J 

Nun  ist  aber  (§.36,  Formel  (41)): 

/S;[— <«-^)>-D-<'«-:Ti=0]'""' 
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J     l+i2aco8x-f-a* 

/>("")[»  -  -.■^;°"  +  '       l8,==r,->rcrtg^--g'i-')'ll(Un.)  - 
J  L       a— f-2aco«x-hlJ  L  V        a+eo8x>fJ    ^       ' 

\zr + a  cos  x)  1  (sin  x) 


/ 


dx. 


l-|-2aco8X+a* 

Lässt  man  hier  x  stetig  von  0  bis  n  verlaufen  (vergl.  §..50),  so  wird, 
da  a  <  1  die  Grösse  arc  f  tg  =  j^~~  J  von  0  an  stetig  wachsen  bis  ^  (wenn 

cosx  =  —  a),  dann  aber  plötzlich  zu  —  —  springen,  was  nicht  seyn  darf,  so 

dass  man  für  x  =  tt  nicht  arc  |  tg  =  — r-*—  1  =  0,  sondern  =  n  setzen  moss. 

V.         a  -(-  cos  x^ 

Daraus  folgt,  dass  fBr  x  =  0  und  x  =  7r  die  Grösse  x  —  arc  |  tg=    °°'    | 
°  V        a  +  cosiy 

Null  seyn  wird ,  so  dass ,  wie  leicht  zu  sehen : 

ysinxL  V         a+cosx^J  J       l+2»co8x-|-«* 

0  0 

AI  «      a*+aco8x  ,  (1  — a*) 

Aber  2,^,  ' l-^«  =  ^  — 


l-l-2aco8x+»*  l-|-2acosx-t-a*' 

J       l-^-2acosx+a*  2j    ^       '  %   J  l+2aco8xH-»»* 


0 


0) 


mithin  da  /l(8inx)9x'=  2  /    l(sinx)äx  = — ^1(2): 

0  0 

0 

/*      l(siDx)öx      _  _»r_    ri  — a»"w     >o 
yi-i-2acosx-i-a»~'i— a*    V    2     J^*<r 

0 

Ist  a  >  1 ,  so  erhält  man  wie  oben : 

/     i(siDx)8x 1_^(t:zl\  nn 

yi4-2aco8x+a*'"a»  — 1    t  2a»  J*  ^' 

0 

Setzt  man  n  —  x  für  x,  so  ergibt  sich  noch 

f     i(sinx)8x <     «f^  —  a*^     f     Hnnx)  8x K     iT'^'^n 

yi— 2acosxH-a»""l  — a»   L    2     Jv  1— 2aco«x  +  a»"' a»— 1   V.  2a»  J* 

0  0 

l>a>0  l<a<oc. 

Anm.    Man  hätte  die  Betrachtung  wegen  der  Stetigkeit  nicht  nOthig  gehabt,  wen  n»" 
die  Formel  (k')  sofort  in  folgender  Form  geschrieben  h&tte : 

/cosxr     r        a+cosx'\  .  .    v"l«         *  w,        IV 


(■) 


0 


Ca  "^^  cos  x*^  it  it 

tg  —  — L — :_  I  und  arc  (tg  =  cotg  x)  stetig  ron  "^  «a  —  "S"  ▼«M*'^* 


1 
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Abdannttt 
Si  [•"('8  =  ^i7^)  -  »«  (*8  =  cotgx)]  8  X  =  I  (sin  x)  [arcftg  =  '-±^)  - 

—  arc(tg=cotgx)  1—  /    \   ^ —       ,     , — , 
x-»         ^  'A    J      l+2aco8x+»* 

raiia  dum  dasselbe  Resultat  sich  ergibt. 

V.  Die  Resultate  in  II.  setzen  uns  in  Stand,  eine  ziemlich  allgemeine 
irmel  zur  Ermittlung  des  Werthes  bestimmter  Integrale  aufzustellen.  6e- 
tzt  Dämlich ,  es  sey 

F(x)  =  a-fbx+cx»+dx»4- 

»bei  die  Reihe  endlich  oder  unendlich  seyn  kann,  wenn  sie  nur  im  letztem 
iUe  konvergent  ist  (wo  dann  F(x)  ihre  Summe  ist,  vergl.  §*16),  so  ist, 
smi.  man  X  =  r  (cos  9) -|- i  sin  9))  setzt : 

F[r(cos94'i»>09)]  =  a-|-brco89)*-f  cr*cos29)+. . .  +i(br8m9-|"Cr*sin25& . . .), 

dass  wenn 

F[r(cos9+iMn9)]  =  F»(r,9)+iF,(r.9>),  (n) 

)  F|  (r,  9)),  F2  (r,9))  zwei  reelle  Funktionen  von  r  und  9)  sind,  man  hat 

F4(r,9)  =  a-|-brcoBflj4"pJf*cos29)+. . .,  F,(r,9))  =  brslii9+cr*sin29+ ...» 

kt&rlich  a,  b,  c, reell  vorausgesetzt.     Gemäss  den  Formehi  (d)  folgt 

eraus: 

flC  00  QC 

0  0 

_tL_/8,  =  b,y^__J.8,+...  =  -[bre     +cr'e      +...J. 

0  0 

Nun  ist  aber  a+bre~*^+cr^e"*"+...=F(re"^),a=F(0), sodass 
mnach 

0  0 

Setzt  man  in  der  letzten  Formel  (n')  a=0,  und  subtrahirt  dann  das 
-sultat  von  derselben,  so  erhält  man  noch: 

/%ai.=|[nr,-r«„]./Si^^,..,-i.[,(„_r„.-^].  « 

^  p 

£s  ist  sehr  leicht,  hiernach  Integrale  zu  ermitteln.  So  ist  für  F(x)  =  l(l4~x): 

^(cosqp-f-isinqo)]  =  l[I-|-r cos (p-f-ir sing)],  so  dass  wenn  l+r cos gp+ir sin qp 

k4-hi=:m(cosn+i8inn),  man  hat  m'=:k'-|-h*=l  +  2'cos(j)+r',  cosn  = 

l-|-rcos5&.                  rsin^^    •,,.,,!  1   .      .  »»     wt    1 

^- ,  8mn= ,  folglich  l+rco8qp-f-irsmg)=  me    ,   ul-f-rcoscp 

*f8in9)=:l(m)-j-ni,  und  mithin 

.00 


/ 


<^+2rco.^')8,^«,(l^^,-),      =0. 


o*-f-9*  a  ^ 

0 


264  Fanktionen,  deren  Werth  lich  ipniiigweiie  liid«t. 

wo  r^<Cl  seyn  muss  (damit  l-j-^f^'os^-l'^'  nicht  Null  werde),  was  schon  daran« 
folgt,  dass  sonst  1(1 -|~x)  nicht  in  eine  unendliche  Reihe  entwickelt  werden  kann, 
von  welcher  Voraussetzung  wir  doch  ausgiengen. 

Setzt  man  r=  — ,  so  muss  ^^1  si&yn,  und  man  hat 
/^.rg'+2gco8y+n  00 

J      L        ,'        -le.=-^i(i+i-e-)=/(^'+!l-,^+^.^ 


0 
00  00 

^+«8,-1(0*. 


2u«\  /Li»-  _  /'(g'+atfcon 


00 


§.64. 

.00 


Bereits  in  §. 61  haben  wir  gesehen,  dass  das  Integral/""    ^'  8 x  =  y, 

0 

wenn  b>0;  fiir  b=iO  ist  es  offenbar  =0,  für  b<0  Aer  — y,  daf8rb= 

.00  «OD 


_b':/?!^'8x  =  -/?1^8x  =  -f 


Nun  ist  sin  (a  z)  cos  (x  z)  =  -5-  sin  (a + x)  z + y  sin  (a — x)  z ;  demnach 

^00  00  00 

/8to(aB)cog(xz)  1    /gin(a+»)g^^  ..1    /gin(a— i)z 

0  0  0 

Von  diesen  Integralen  ist  das  erste  =  -g-,  wenn  a+x>0,  d.h.  x> 

— a;  0,  wenn  a+x=;=0  oder  x  =  — a;  — -^^yf&im  a+x<0,  d.h.x<'-*J 

das  zweite  ist  -^,  wenn  a — x>0,  d.h.  x<a;  0,  wenn  a — x=0,  x=*» 

it 
—  "2  *  ^^^^  * — ^ <  0,  d.  h.  X  >  a.     Daraus  ß)lgt  non  leicht : 


/ 


^  i-«-»^«««»— a<x<+a, 

.00  I  ^ 


sin'azcosxs      _  /  ^»  ^^nn  x^ — a, 

^■-  \0,  wemix>+a, 

0  f  ir  , 

,-T-,  wenn  x  =  jra. 

4 

Ganz  eben  so  ist       .  -   /     *  ^  ^  ^ 

—  Y»  ^•™'  — QO  <x<— a, 


/ 


PO  1—  -7-,  wenn  x  =  — a, 

sinxzeosaz  /      ^ 

^         ez  =  ^      Oywenn — a<x<+a> 

~,  wennx  =  +a, 

n 

y,  wenn+00  >x>+»- 


r 
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eraer ' 

i»nlnb«  =  -;-8in(x+a— b)«  +  ^wo(x-|-b  — a)«—— 8in(x+a+b)i  — 
4   .  4  4 

—  »iii(x — fk  —  b)B, 
4 


zitiiiassinbz 

■  '  —  0 


/a(x+«-1>)ig^  I   1  /iSi 


V 

l    /5D(x+a+b)«^^       1    /fjD^ 


0 


mer  von  diesen  Integralen  das  erste -^  ist  für  x> — (a — b),  0  fftr 
— b),  —  Y^^  ^"^  — (* — b),  u.  8.  w.,  80  folgt  daraus,  dass  wenn 

0.— 00<x<--(a+b);,       /      ^ 
i-|-.x=-(a+b),  '        1+-8'  *  =  *-^' 

i£i$»^^8.=|-f -(a+b)<x<-.(a-bJ+T^ 

)-|.x=-(a-b).  i+f  -  =  *+^' 

0,-(a-b)<x<a-b         l      0.a+b<x<+0C. 

WA  für  a=b: 

iO,  wenn  —00  <x<  — 2a, , 
_|-.wnnx=-2a.  +p0.<x<2:.. 

8  /      « 

—  ^,  wenn  —2a<x<0,         l+T'  *  =  ^*'' 
0,wennx  =  0.  (     «'  2a<x<Q0  . 

ieiebt  auch  daraus  findet,  dass 

•inxE8in*ai=  -^sinxz —  -7-8in(x-4-2a)x  — — 8in(x — 2a)x. 

i»  4  4 

man  in  dieser  Weise  weiter  gehen  kann ,  ist  klar.  Wir  werden 
n  Formeln  später  mehrfach  Gebrauch  machen;  f&r  jetzt  mag  es  an 
eitung  genügen. 


Drittes  Buch. 


Integration  der  Differentialgleichungen. 


A 


L'+b'H-»-     »> 


ZwöUter  Abschnitt 

Die  Diffierentialgleichungen  erster  Ordnung.- 

§.  66. 
Eine  jede  Gleichung  zwischen  x,  y  und  den  Differentialquotienten  von  y 
ach  z  heisst  eine  Differentialgleichung  zwischen  y  und  x,  und  zwar 
it  sie  der  ersten  Ordnung,  wenn  nur  der  erste  Differentialquotient  von  y 
orkonunt,  der  zweiten,  wenn  auch  noch  der  zweite  vorkommt,  u;  s.  w.  Wir 
ollen  hier  zunächst  nur  die  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  ins 
Jige  fassen.  Was  diese  nun  anbelangt^  so -können  wir  uns  eine  solche  in 
)lgender  Weise  entstanden  denken.     Gesetzt 

f(x,y,a)  =  0  (a) 

ly  eine  Gleichung  zwischen  x  und  y.  In  der  die  Konstante  a  (nebst  vielleicht 
||b  andern  Konstanten)  vorkomme ;  aus  ihr  folgt  (§.  8) : 

fr 

B  welcher  Gleichung  im  Aligemeinen  auch  noch  die  Konstante  a  vorkommen 
riid.  Eliminirt  man  nun  a  aus  den  beiden  Gleichungen  (a)  und  (b),  so  wird 
nao  eine  Gleichung 

halten,  in  der  a  nicht  mehr  vorkömmt,  die  aber  sicher  aus  (a)  folgt.  Diese 
'leichung  (c)  ist  nun  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  während 
^^  Gleichung  (a)  ihre  Integralgleichung  ist.  Daraus  folgt  ganz  unmit- 
'ibar,  dass  die  Integralgleichung  einer  Differentialgleichung  eine  (willkfir- 
<^be)  Konstante  enthalten  kann ,  die  in  der  letzteren  nicht  vorkommt ,  und 
^a  sie  also  eine  solche  enthalten  muss,  wenn  sie  allgemein  genug  seyn  soll. 
^ei  Konstanten,  die  in  der  Differentialgleichung  nicht  vorkommen,  kann 
^  Integralgleichung  aber  nicht  enthalten ,  da  man  zwei  solche  nicht  eiimi- 
^D  kann ,  wenn  man  nicht  über  die  erste  Ordnung  hinausgeht 

Es  fragt  sich  nunmehr  bloss,  ob  jede  DiffiBrentialgleichung  (c)  auch 
^tbwendig  eine  Integralgleichung  habe,  oder  vielmehr,  ob  es  nothwendig 
'^^  Funktion  y  von  x  gebe,  die  der  Gleichung  (c)  genügt,  und  eine  willkür- 
'Oe  Konstante  enthält,  die  in  (c)  nicht  vorkommt  Dass  dem  so  ist,  wird 
^  sich  am  Einfachsten  durch  eine  Art  geometrischer  Konsmktion  verdeut- 
^lien.    Wir  sagen  nämlich ,  mittelst  der  Gleichung  (c)  lassen  sich  Kunen 
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dieser  Fläche  fortgleiien  würde.     Auf  das  Theikhen  aber  wirken :  das  eigene  Ge- 
wicht yertikal ,  sodann  die  Zentrifugalkraft  nach  horizontaler  Bichtnng.     Ist  ft  das 

Gewicht  des  TheUchens ,  so  ist  letztere  =  — ,    wenn  r  die  Geschwindigkeit  des 

Theilchens;  ist  aber  a  die  Rotationsgeschwindigkeit ,  so  ist  y^^ay,  also  ist  die 

Zentrifugalkraft  = (wo  g  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  in  %,  14,  X).     Die  auf 

V"*        i»*o*y* 
fg*  -j Y^,  und  sie  macht  mit  der 
Ä 
t 

Axe  der  x  einen  Winkel  180^  ~^,  so  dass  tg(J  =  — ,  und  da  diese  Kraft  auf  der 

Fläche  oder  auf  der  Tangente  an  den  Meridianschnitt  senkrecht  stehen  soll,  somsis, 
wenn  t  der  Winkel  der  Tangente  mit  der  x-Axe  ist  : 

t  =  900^p,tgt  =  ootgp,d.h..?-I  =  JL,  «»y||  =  g 
seyn.     Daraus 

*fydj=gfdT,  ^*  =  gx+C. 

Da  aber  hier  filr  x  =  0  ßXLch  7=0  seyn  muds,  so  muss  C=0  seyn,  so  da» 

y»=-fx 

ist.     Daraus  folgt,  dass  die  fragliche  Fläche  durch  Rotation  einer  Parabel  um  ihre 
Hauptaxe  entsteht. 

3.)     ay»?^+4x»— 2x»+bx+12  =  0,  oderay»dy+(4x»-2x»+bx+12)dx=0 


o» 


/ay»8y+/(4x>--2x»+bx+12)8x==C, 

ay'  2x'      bz* 


4.)  x(«y'+b)+y(«+g)J|=0, 


cx  +  g^ay«+b8x     "'  /  cx  +  g  V  »y'+b        ' 

•/ c»  +  g     yvc       c    CTL  +  gJ  0       c»  ^         •^vay»+^     2i 

•4-b),  so  ist  also 

'       «Tl(cx+g)+J-l(ay»+b)  =  C, 


c       c*  "'  '2a 

l(a,«+b)  =  2aC-^+?^l(ex+g). 

C  0 

worau»  ay^+bce       e  °  e       "  , 

und  da  e       eine  willkürliche  Konstante,  die  man  fDglioE  mit  C  beceiebnen '!'*■"'' 

»^.?l(cx+,)  ?^ 

e  =(cx+g)      9  80  ist  also 

2%g        2az 


ay*+b=C(cx+g)  *'•  e      ""  . 
5.)  (6xy+3x)  ?I+(6x»+8x),:^0 

(durch  Dirisibn  mit  x):    3 (2y+ 1)  1^+6x4-8  =  0,     . 

ox 


U 


il 
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y3(2y-f-l)«y+y(6x+^)ei-0. 

3y>-f-3y'+.^V8x  =  C. 

6.)  In  eieer  engen  piismatisdien  oder  .i^lindrtschen ,  fiberall  gleich  dicken 
tObre  ströme  heisse  Luft,  während  sie  von  einet  FliUngkeit  umgeben  sejr,  die  im- 
ler  dieselbe  Temperator  t  habe.  Unter  der  Voraussetzung»  es  strOme  durch  jeden 
lnenehnHi  der  Röhre  in  derselben  Zeit  dieselbe  (Gkiwieht8-')Menge  Luft,  es  bleibe 
orner  an  Jedem  eipxelnen  solchen  Querschnitte' die  Temperatur  der  durchströmenden 
jsft  sa  jeder  Zeit  dieselbe  und  es  gebe  die  Böhreswand  alle  empfihngeneWArme  an 
le  Flüssigkeit  ab,  soll  die  Wärmemenge  bestimmt- wenien ,  die, in  der  Zeiteinheit 
tarch  diese  Wand  strömt. 

Sejr  to  die  Temperatur  der  in  die  Röhre  einströmenden ,  t|  die  der  ausströmen- 
lenLuft,  p  das  Gewicht  der  in  jeder  Zeiteinheit  durch  einen  Querschnitt' strömenden 
ioft,  t  deren  Temperatur  in  dem  um  x  yom  Anfisuig  entfernten, Schnitte,  also  t-j* 
1t  die  im  Querschnitt-,  der  x-4-^x  zugehört.  Ist  c  die  spezifische  Wärme  (§.  34,11) 
ler  Luft  y  -so  yerliert  in  der  Zeiteinheit  die  durch  das  (unendlich  kleine)  £lement  du 
trömende  Luft  die  Wärmemenge  — pc^t.  Sej  s  der  (konstante)  Umfimg  des 
tuersehnitts;  alA  s//x  die  Flltehe  det  Wand,  die  das  Röhreaelement  hegränzt;  y 
Se  Wännemeikge,  die  in  der  Zeiteinheit  durch  die  Wandeinheit  strömen  wfirde,  wenn 
jth  md  Wasterum  I  ®  Temperatur  yerschieden  wären;  so  ist  p^s  i/x  (t — t)  die  Wärme- 
nenge,  die  in  d^r  Zeiteinheit  durch  das  fragliche  Stack  der  Wand  strömt  (yergl. 
1.72,  Nr.  9  und  10).  Da  diese  letztere  der  gleich  ist,  welche  die  Luft  yerlieft,  so 
bat  man  • 

•^pc^^t=^y8Jx(t— t),  — pc2-  =  ys(t     t), 
Av  ö  *         /.       X  pc       8 1     ,        PC   /*ßt  ,  _ 

7* 

_t5l(t-T)  =  x-f-C,  t~t  =  Ce    P*    . 
ys 

Für  x=0  ist  t=t^,  also 

ys  •        ' 

to — T  =  C,  und  allgemein:   -r*- — =e     ^ 

Ist  h  die  Länge  der  Röhre,  also  sh  ihre  innere  Fläche  =a,  so  ist. (für  x  =  h  : 
'=t.): 

|s— ^=e    "«.»„-»,  =(t.-T)(l-e    »*). 

Die  in  der  Zeiteinheit  Von  der- durchströmenden  Lxift  verlorene  Wärmemenge 

•*(».48): 

ii  ya 

-pc/8t  =  pc(to~t,)  =  pc(t„-f)(l^e    f% 

^^Iches  nun  die  Menge  ist,  die  an  die  Flüssigkeit  getätigt. 

7.)  Man  soll  eine  Kurve  beschreiben ,  in  der  immer  die  Ttogente  dvs  Winkels, 

***  <ie  berOhrende  (xerade  in  dem  Punkte  (x,  y)  gemacht ,  gleich  sey  y. 
Man  hat' also 

^  i  t  a  f  t  r ,  Oiff»i«iiiiAl-  a.  laMfna-ItockBv'Br .  1 8 
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wo  wir  statt  2C  bloss  C  geschrieben  haben.     Die  Karre  ist  also  eine  gleichseitige 
Hyperbel,  für  welche  der  Anfimgsponkt  Mittelpunkt  ist. 

Dieses  Beispiel  (nebst  dem  rorigen  und  Nr.  2)  zeigt  uns  ragleieh ,  wie  man  in 
gegebenen  Falle  die  willkürliche  Konstante  tu.  bestimmen  habe.  Sagt  man  nftmlich, 
die  gesuchte  Kurremfisse  durch  den  Punkt  gehen ,;  dessen  Abszisse  und  Ordinate  a 
und  b  sind,  so  ist,  da  C  für  alle  lusammengehörigen  x  und  j  dasselbe  bleib^  und  a 
und  b  solche  seyn  sollen ,  nothwendig 

b»— a»  =  C, 
wodurch  nun  C  bestimmt  ist.  Man  wird  also  im  Allgemeinen  die  willkürliche  Kon- 
stante bestimmen  können ,  wenn  man  für  einen  bestimmten  Werth  ron  x  den  zuge- 
hörigen Werth  Yon  7  kennt.  £s  yersteht  sich  übrigens  hier  auch  Ton  selbst,  da» 
nothwendig  y  eine  solche  Funktion  ron  x  s^n  muss,  die  stetig  yerlauft,  wennz 
stetig  yerlauft,  da  sonst  die  Konstante  nicht  nothwendig  immer  dieselbe  bliebe 
«§.35^49). 

Die  Hauptau^be  bei  Integration  der  Differentialgleicbiuigeii  erster 
Ordnung  und  ersten  Grades  ist  nun  die,  durch  irgend  welche -Bilfsmittel  die 
Veränderlichen  zu  trennem ,  and  wir  wollen  nun  die  wichtigsten  Mediodeo, 
die  za  diesem  Endziele  führen,  angeben. 

§.66. 

I.    Seyen  X,  X^  Grössen,  die  kein  y  enthalten,  und  die  Diflferential- 
gleichong 

^+Xy+X,=0  (a) 

zur  Integration  vorgelegt.  Man  setze  y  =  uv,  wo  u  und  v  zwei  noch  iQ  be- 
stimmende Funktionen  von  x  sind,  so  ist  ö^  =  ^Q^rt-vr^,  mithin  wird  die 
Gleichung  (ä) :  - 

^'  b.  ■       u  (^+Xv)  +v^+X,  =  O;  ;  (a-) 

Gesetzt  nun,  v  werde  so  bestimmt,  dass 

— +Xv  =  0.  (b) 

so  folgt  aus  (a')  von  selbst 

v|^+X,=o.  (bO 

Und  umgekehrt ,  wenn  v  und  u  den  Gleichungen  (b)  und  (b^  genögen,     |^ 
so  genügt  y  =  ui;  der  Gleichung  (a). 
Die -Gleichung  (b)  gibt  aber 


und  da  hier  die  Veränderlichen  getrennt  sind,  so  hat  man  (§.65): 


\^t 
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enn  man  C  für  e^  schreibt.  *    Setzt  man  diesen  Werth  in  (bO»  so  bat  man 

0  X  •        öx. 

MO  nach  §.  65 : 


ca+yx,/*'  'ax=C',  ax= ^ 


Ate         oz 


-/x 


enn  CV  eine  Konstante.     Also 

.  b.  die  Integralgleicbang  der  Gleichung  (a)  ist 

y  =  e  (C — /X^e         8x),  (c) 

ie  man  durch  direkte  Snbstitntion  ih  (a)  sich  leicht  überzaigen  kann. 
1.)  Aus  ^+y  =  Äx*,  Ode?  dy4-y8x  =  ax"dx 

O  X 

ügtmUo,  da  jetst  X=:l,  Xt=:' — ax*,  /X8x=x: 

yzze^^C+Ä  A"e*8x).    (».86,11). 
2.)     (l-x')5l+xy=a.|l+j^-,y:.j:^;    X=pip,X  =  -^.. 


7===t  also 


X«    .     X» 


3.)  Sucbt  mi^  die  Summe  der  unendlichen  Reihe  z4~  'T-'^X  4~ ^^^ 

tat  dieselbe  =s,  so  ist  fttr  x»<  1  (§,  27)  : 

?^=l+x+x»+  ...  =  Y^.  «110(8. 6ö):i=y*Y^+C=-l(l-x)+C, 

<d  da  f&r  x=:0  auch  z=0,  so  ist  C=0,  mithin 


X»    .    X* 


*+T+T+ =-i(i-x). 


Cresetzt  nun ,  man  habe  die  unendliche  Reihe 

X  X*  X*  X* 

r2"^278"^8T4''"476"'" 

^^^he  für  x'^1  kouTergirt,  und  sej  deren  Summe  =7»  so  ist 


c  c 

*  BsgraifUch  soU  dsmifiüoht  gsssgt  seyn,  es  sey  e    =  C,  sondeni  mir,  e     sey  eben 

*  Konstante,  die  man  fagUeh  auch  mit  C  besdefaasii'kanB. 

18» 
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y+xil  =  x+^+^'-h i.h.y+x|^=.-l(l-i).      • 

Hieraus  Mgt 

Da  für  i=0  auch  y=0,  so  Ut  nolhwendig  C=±Ö,  dÄl4-     ""  ""      Null  ist 

für  x=0  (§.  22) ,  80  dass 


X     .    X?    .    X»  (i  — x)i(i_x) 


f  ^+5^+ =  X+i^--!-.-^,  x«<l. 


1.2  '  2.3  '  3.4  '  '  X 

IL  Ist  Y  eine  bloss  von  y  abhängige  Gröase;  X^X«  wie  oben,  so  kann 
die  Gleichung 

|Iil+XY+X.=0  (d) 

leicht  auf  (a)  zurückgeführt  werden.     Setzt  man  nämlich  (§.6):    g-  f^  = 
r-  Y,  so  ist  die  (d) : 

0  X 


dx 
und  aus  Ihr  folgt 


■[c-Zx.."«-..] 


Hieher  gehört  u.  A.  die  Gleichung 

m— 1  8y,_ia,_        ^  ,  . 

y     Yi"*"^^  +x,=o.         (e) 

Multiplizirt  man  diese  Gleichung  nämlich  mit  m,  so  ist  sie 

m — 1  8y  ,__»,_-       X 
my        e^+™^y   +mXt=:0, 

und  geht  in  (d)  über,  wenn  T=7*,   und  mX,  mX|  statt  X.X^  gesetzt  werden. 
Demnach  ist  die  Integralgleichung  tob  (e) : 


y    =e 


^C«myk,.e"^^®'8x]. 


Eben  so  gehört  hieher  die  Gleichung 

•      1?+Xy+X,y' =0.  W 

Denn  aus  ihr  folgt 

_0^__y  8y_(n-l)X_^ 

y  y 

und  geht  in  (d)  über,  wenn  Y  =  -jz;^  =  y  ,  und  -^  (n  —  1 )  X,  -^(n— D^ 

y 

für  XundXt  gesetzt  werden,  so  dass  dielntegralgleiGhiingyon(i)  ist: 


1  (tt— 1)/X 

=  e 


y  • 
III.   Setzt  man  in  der  .Gleichung 


-  8  y  .  .     xy 


leder  y=nv,  7r^  =  nT — r*r-»  tfo  wird  sie 


(8v  ,     ■^  ,     ,    8ii  ,     xBv 


lsowenHx||4-f =0.  -j-5^+4-=0, 1(t»)+l(x)  =  c  (§.66),  l(xtO=c. 


'  z 

8a  ,     ei  8a  ,    ei  ^   •     x       8a  ,    1 


9,^e\  x«=c,*  t;=  —  >  80  ißt 


xc-+e    =a,zc~  +  e    -a=;0. '--j;;^ -+-  =  0. 

e    — Ä 

um  das* Integral  20  bestimmen»  sey  e**-r-a=z,  .ce**"r^=  1, 


j^,  also  (§.  36) 


et __ctt8^ 1     c8a  _    1 

81*"'    dz  "   n 


et 


9  taeh 

d  mithin y  da  auch  G*  konstant: 


(6    — a^*       ^  cy 


X  =rC,  («    — alz  =Ce.  . 


IV.  AU  Beispiele  zu  dem  Vorstehenden  mögen  noch  folgende  dienen: 
4.)  Die  Oleiehnng  ' 

«lz+»y+by*=o 


8z 


inlegrirün.     In  (f)  ist  jetzt  X=y,  X|  =y,  n=2;  /x8x=al(x),  e*'^*^  = 


•  ftlto 


7"-["+'/i^]='-[«-^]-'-T 


y=-;rr-. 

Cz— b 


lebe  jJleichong  för  a=0  oniaUUsig  ist,  in  weloheni  Falle  aber  die  rorgelegte 
lidningr  ^  §•  ^^  (0  gehört. 


*  Wo  sbsmiak  fOr  e    Uocr  e  i^atetit  "«M« 
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5.)  ÜA,  OB  Bind  Ewpi  dnreh  den  Anfiuigtpiiiikt 
0  gfehende  Getade  (Fig.  48),  die  mit  der  Abadssen- 
axe  X)M  Winkel  maoben,  die.  sieh  su  180®  ergän- 
zen, deren  Gletchnngen  also  8indy=:mx,   y  = 
— mx  (m^O).  In  einem  beliebigen  Ponkife  £  der 
Geraden  OA  zieht  man  die  Ordinate  £8,  £F  paral- 
Jlf  lel  mit  der  Abszissenaxei,  und  soll  nun  «ine  Kurre 
PQ  finden  dei'  Art,*dass  wenn  man  den  Dnrch- 
scknittspunkt  R  dieser  Kurre  und  der  Ordinate  ES 
mit  F  yerbindet,  alsdann  RF  Tangente  yonPQ  sey. 
Die  Koordinaten  des  Punktes  £  sejen  x==a,  j=mo^,  so  ist  die  t^^leichiog 
der  Geraden  £F  :  7==ma,  und« dieselbe  schneidet  OB  im  I^inktö  F,  dessen  Koordi- 
naten sind:  x  =  —  a,  j=ma;  die  Koordinaten  des  Punktes  R  tejen  x,  jr,  so  ist 

^6  Gleichung  der  Geraden  RF : 

ma— y  y-mcf^^       . 

„-y  =  — ^- (t_x)» -^j:^  (£-x). 

wenn  |,  v  die  laufenden  Koordinaten  Ton  HF  sind.    Zugleich  \g^  aber  auch  tt=x, 
und  da  RF  Tangente  an  die  Kurre  seyn  soll ,  so  ist 

8  y  _  y  ^—  mx      8  y 
8x~     2x     •    8x 


'  f^=o. 


y=e 


2x     '    8x      2x  '    2 
aus  welcher 'Gleichung  die  Kurre  zu  bestinunen  ist.     Nach  L  folgt  hieraus: 

•^^c-^y^e^-^^' 

(y+mx)*  =:  Cx  (C  statt  C^. 
Diese  Gleichung  stellt  (fftr  ein  positives  €  z.  B**)  eine  Parabel  tot,  die  man  e^ 

mC 
hÄlt,  wenn  man  OG  senkrecht  auf  OB  zieht  und  = — = '—  macht,   sodann  GH 


ex]=Vx[c-f/i^]=v^[c— v,]. 


parallel  OB  und  == 


m»C 


Ä(l+«*>* 


4(1 


m')' 


-^  ;  alsdann  ist  H  der  Scheite}  der  Pasabel ,  HJ  deren 


Hauptaxe ,  und  die  Fntfemung  des  Brennpunkts  yom  Seheitel  ist 


i' 


Für 


4(l+in') 
C  =  0  würde  die  Parabel  In  die  Gerade  OB  «belrgehen.  DaC  ^wiUkfitlioh  ist,  so  gibt 

es  unendlich  viele  Parabeln ;  da  wir  m>0  voraussetzen)  s»  h#bflA.  bei  positifein  C 

alle  ihren  &;heitel  zwischen  OB  und  OM,  so  wie  imch  alle  durch  0  gehen  mid  dort 

von  der  Ordinatenaxe  berührt  werden. 


§•67. 


I.  Die  Gleichung 


(ax+bx.     y   ).g^+cy+hx  y  ^  =0 


(a) 


lägst  sich  leicht  integriren.  Diviflirt  ipan  dieselbe  durch  xy,  so  heisst  sie  aocl' 

y  8x^x^'  ^  Ly  ex^xj-^', 
und  wenn  man  nun 


Oft,         b   h 
xy  =:k,  y  i  ^q, 


^^ 
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ÜZ 

^  f8z""yez"^z'     n8x""V8z"^z 

tity  SO  ist  die  vorgelegte  Gleichang : 

Aber  es  ist 

beab        b'abah       «eliah       h.beeh       e 
zy=iB,yz=n,zy=«,yz=ra, 

be— ftb       b  —%     ah— be       k  — c 
9  z  =fz  n     ,  y         =2  n     , 

b  a  h  c  "  -bn — ^mh   cmr-^n 

•  —  .*•—•* -•k— b«   «  _  _«h— b« „be— «b    ^"   "  _  ,bc— »h_  bc— »h 
z:=s  n         ,.y=rx  n  »  *  y    =*  **  » 

bs>— Mh   en — aa 

T8-i+»       '^      V8-i=:^' 

]  wenn  zur  Abkürzung   °3°'.  =  —  a,  ^"]J  h*^^- 8®*®^*  wird: 

a-i8«.     j9-i8u     n   *"_L_'»^     r/Äßo 
*      .8-^+"        8"x  =  ^'T  +  7  =  ^*^*^' 

li..man  hat  als  Integralgleichung  der  vorgelegten: 


e   a.  lu,    «I,  b   li  i 

<'y>      +OLiü — =c.       (b) 

mh  —  bn  mc — na 

Die  gegebene  Auflösung  ist  unzulässig /wenn  a  oder  ß.  Null  oder  unendlich 
rden,  d.]i.  weäo  entweder  bn-^-mhi^O,  oder  ^m-^an  =  0,  oder'bc  —  ^h=0. 
rolso 

1.)    a  =  0,  d.b.  bn  —  mb  =  0» 

hi  aber  cm — an  oder  bc  —  ah  Null.    Alsdann  ist  x  j,    =u'^^  also 

2.)    jJ  =  0,  d,h.cm  — an  =  0, 
ht  aber  bn — mh ,  oder  bc — ah  ^uU.     Alsdann  ist  x  y    =  2~~^,  also 


oz      tt'oz  on — mn 


3.)    bc  — ah  =  Ö. 
Jetzt  ist  b=. — ,  also  die  vorgelegte  Gleichung 


c 


fah  »+i  m^  8y  .         ,  .    n    m-f-i 


~z(c+hz"y")J{+y(c+hz'y')=0, 
c  o  z 

l(z  yl  =  C,  z  y  =C. 
Dies  ist  nun  richtig,  was  immer  auch  n,m,h,b  sejen,  also  wenn  auch  noch  zu- 

"ichetwa  bn— mh=0,  oder  cm — an=;0.  ' 

4.)    a,=r0.  j9  =  0,  nicht  aber  bo— ab sOi 

Alsdann  ist'^j*  =  1 ,  also 

1    8z^  1  8n  ■        ,      ■.     ^   J»+^w»+*     r 
---S-+---^=0.  l(az)  =  C,  zT     y      =C. 

z    ox       U  O  X 


'^  r    8  ^  y    ,         ait    n 
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II.  Die  Gleichung 


ax   y    8x"*"        ^    ~*^  ^*^ 


lä88t  sicli  unter  gewissen  Bedingungen  ebenfalls  intdgiiren.  Itfan^setze  nämlich 

x  =  n  ,  y=^a»^, 

80  wird  (§.  5) : 

8tt~*8x.8u*    8u""8x8n'^*        8u""8x'*°       '  8x""  o  *       °        60' 
mithin  die  Gleichung  (c)i 

Äa    ro  »ßß—i  1— a8z   ,  ^    ajn  nÄ  81  .  Ba   a(M+l>— i— ra /9(ii— f^O+i 

^u     I   »^z*^     n         «7,  +  *^"      ■      =®'ä^+;ri*  '  ■* 

a  vVL  ov      a/7 

ca   «(4-r>^  l-i^f-f  1) 

Was  nun  a  ^nd  ß  anbelangt,  so  wellen  wir  sie  so  bestimmen,  dasa: 

«(in-r+l)-l+0.  l-/?(8+l)=0.  '  (d) 

was  immer  möglich  ist,   wenn  nicht  8  =  — 1,  m  =  r — 1;  alsdann  ist  die 
vorgelegte  Gleichung : 

— +--Z   =— u   ,  d^/f(n-^8— lH-1,  d'  =  «(l-r)— I. 
0  n     a  |7         a  |7 

Diese  Gleichung  ist  geradezu  integrabel, 'wenn  J=0,  d.h."""?^""!'^ 

9-1"  ■ 

=  0,n — s — l-f-s+l=0,  n-=0,  wie  sich  von  selbst  versteht,  dadann 
in  (c)  die  Veränderlichen  getrennt  werden  können;  sie  koAmt  auf  §.  66, 1 

zurück,  wenn  i=l ,  d.  h.  — ^^l — h^  =  1»  "  —  ^ — 1  =0,n  =  s  +  l,ufld 

kann  also  ebenfalls  integrirt  werden. 

Bestimmt  man  aber  zweitens  a  und  /?,  so  dass 

^(n-8— 1)  +  1=0.  a(I— r)-l=0.  (e) 

was  möglich  ist,  wenn  nicht  n  =  s+l  oder  r=l,  so  wird  die  vorgelegte 
Gleichung: 

Diese  Gleichung  ist  geradezu  integrabel,  wenn  j'  =  0,'  d.  h.  1+;^:^ 


=  0,  n=0,  wie  vorhin;  kommt  auf  §.66*,  I  zurück,  wenn  ^'  =  1,  d.h. 
IH — ^-i-=l,s  +  l=tO,  s  =  — 1. 

'   n — 8  —  1  »       I  > 

Daraus  nun  folgt : 

^Die  Gleichung  (c)  kann  integrabel  gemacht  werden ,  weiin  n=:8-|~^ 

1  1 


indem  man  x  =  u"~*^*,  y  =  z"  setzt;   ferner  wenn  s  =  —  l,   indem  man 

X  =u*~',  y  =  z    »  setzt.     In  beiden  Fällen  kömmt  sie  auf  §.  66, 1  zarfick.** 
Ist  zugleich  n  =ji^-l ,  m — r+ 1  =s  0 ,  also  r  =in-f- 1 »  »o  kanB" der  erste  Wl 
nioht  angewendet  werden.     Dann  ist  die  Oleichnng  (e) : 

m+i  •  8y  ,  .    m    •+!  .  8y  ,    b    «-H     '     e      ' 

§4-1 
und  gehört  zu  §.  66,  II,  Wo  Y=:  j  Ist  ferner  sngleieh  8  =  —  1  und  r=^l,  ^ 


Jiann  der  zweite  Fall  nicht  angewendet  werden.     Alsdann  beisst  die-  Oleichiuig 


BeUptote  liiMlu  2St    . 

—  öy,.mn  8y       c       ,b    *— i  a+l     _ 

yäll+kx   y   =c.^--y+-,       y      =0. 

cl  gehört  zu  §.  66,  n,  Gleichung  (f).  . 

Wir  wollen  nun  gleichfalh  dnreb  einige  Beispiele  dab  Vorstehende  er- 
itera.  -     ^ 

1.)  (4-.Sxy«)x?^+<2+6xy*>r=0. 

In  (a)  ist  jetzt:  a=4,  1^=  — 3,  0=2,  h  =^5-,  m=2,  ii=l,  hn — ^^mh= 
13,  cm  —  an=:0,bc — ah  =  —  26,  also /}=:0  upd 

-1  -1  JL  ±. 

2.)     (4xy«-3x»)?|+2y'-6x«y  =  0,d.h.f4,-^')||+2y-y^^^ 

»*  a=4,  b?=— 3.,  c==2j  hac — 6,  ii=s2,  m=— 2,  mh — ibn=sl6;  om — an 
— 12,  bc— ah~14^al8o 

16  12  ^'^vs^^jJ      s^      ^ 

3.)  (3x»--4y)||-3x»y+^*  =  0,  (sx-^^)  J|-3y+y-*  =  e,        . 

=  3,  b=3 — 4,  c= — 3,  h=4,  ni  =  l,  n= — 3,  bc — ah=0,va^o  ist  die  vor- 
legte Gleichung: 

^(■7)  =  ^'    -^  =  C,  y  =  Cx; 

4y  3  ■ 

Ihrend  allerdings  der  Faktor  3: j=0,  j=  ^x*  auch  genügt  (^.  88). 

4^  .ex*y»?^-4xV  =  l 

iiSja  (e):.a^=6,  r=4,  s  =  2,  b= — 4,  m=2,  n=3»  e±=:l,  also  n^=rs^->l, 

■  ^  4.  "    1         ■    i.    ■    ■ 

At  aber  ni-ri*4"l  =0,  so  dass  man  setzen  wird  x  =  u— *=;*^,  y=z'  ,      «  ^ 

■ 

1, /3=~,  also  ^=1,  ^=2,  sodass 

~+2.-hyn«  =  0,'fc=e  [C-yy'^V        auj 

=  e~''[c-|y;«e^u]=Ce--^-i.n'+^a-i:,         . 

6.)  6x»|?-8xV  =  2y.  d.h.— ^-3x«y*=2. 

ox     .'  y    0  X 

bt in  (c):  a=r5,  rr=2,  s= — 1,  b= — 3,  m  =  3,  n  =  4,  0=2,  also  das  = 

1,  so  hat  man  zu  setzen:  x=u~*,  j^^'z     *,*u=üx""*,z=y"^,  r^=-ö— (8.14) 

cx'     ox 

1    .  -Ta«  ®" 


-3-«'s        ^-,  ud erhält; 
«  ou 
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mitUn  (1.66,1): 

§.68. 
Ein  ans  x  und  y  znsamn^engesetzter  Ausdruck  heist  homogen,  wenn  er 
80  beschaffen  ist',  dkss  wenn  inan  j=xz  setzt,  alle  einzehien  Glieder  eiki 
und  dieselbe  Potenz  von  x  als  gemeinschaftliclien  Faktor  eriialien  ^  wihrend 
sonst  X  nicht  mehr  vorkommt.  Ist  x*^  dieser  gemeinschaftliche  Faktor,  so 
faeisst  der  Ausdruck  eine  homogene  Funktion  von  x  und  y  vom  n***  Grade. 
So  ist  6x'y'-t-<rx* — 8yx*^ — 7y*  homogen  vom  5***  Grade ,  indem,  wenn 
man  y=xz  setzt,  x'  überall  als  gemeinschaftlicher  Faktor  erscheint  undz 

sonst  nicht  mehr  vorkommt;  eben  so  ist  — --\ — j 8  homogen  vom 

W  A*  A 

2  7       4        1       14y' 

0**"Grade,  -f j-H — j- {-  homogen  vom  Grade  — 2  u.  s.  w*' 

*  I.  Sind  nun  in  der  Gleichung 

P+Q^  =  0  (a) 

P  und  Q  homogene  Funktionen  von  x  und  y  des  n^  Qrades^  so  können  die 
Verftnderlichen  in  (a)  getrennt  werden.    Man  setze  nämlich  y==xls,  abo 

r^=z-f-XT-,  SO  werden  P  und  Q  den  gememschaftlichen  Faktor  z*  erbal- 

ten,  so.  dass  dann  etwa  P=x"Z,  Q=x"Z^  wo  Z  undZ'  blosse  FunktjoseB 
von  z  siivd.  Alsdann  wird  die  Gleichung  (a) ,  ve^n  man  den  gemeinsehsft- 
lichen  Faktor  x"  gleich  weglässt : 

Z+Z'(.+xJ|)=0,   xZ'^+Z+Z'i=:0. 

woraus  unmittelbar  folgt : 

in  welcher  Gleichung  schliesslich  z  =  -^  zu  setzen  ist 
It.  Die  Gleichung 

(ai+by-hc)j|-ha'x+b'y+c'  =  0,      -     (b) 

kann  homogen  gemacht  werden,     Man  setze  nämlich  x=u-|-cr9  y=:V'\'ßt 
8jr-        B(v+ß) 

,      8y.      80  8u  8v  .  j    . 

also  5^= -7 —  =   0/    I    V  =  s~ •  80  wird  sie  zu  : 
8x       8x         d(n+«)       8n* 

8n  '  8a 

(att+bv+a«+.bjJ-+-o)  ~+Ä'n+b'v+a'orf-V^47e'Ä0 

S  n       . 


283 

imd  wird-  eine  lKmi(^ede  Differentialgleichung  zwischen  u  und  v  des  (ersten 
Grades »  wenn  inan  a  and  ß  so  bestimmt ,  dass 

Diese  Auflösung  ist  nicht  anwendbar,  wenn  aV — a'b  =  0.  Für  diesen 
Fall  ist  aber  V  ==  —  und  die  vorgelegte  Differentialgleichnng  heisst  auch 

(ai+by:f  c)  Jl+4'x+^y+o'=0.  (si+by)  (Ji+~)+«  Ji+^'  =  Ö- 

Man  se^e  nun  ax+by  =  z,  *+*>  e|=ö|»  |{=-g-||— ^'    *^  ^^^ 
diese  Gleichung  zu 

^  (ai+Äc)+(a'b  — a»)  i  — a»H-abo'  =  0, 

CT 

welche  nun  zn  §.^,  (f)  gehört.    Schliesslich  ist  z  =  az4*by  zu  setzen. 
in.  Versocht  man  die  Gleichung 


(ai"y*-+b/  /+ex'  y'*  +...)|^+a'x"y'+b'x''y' +c'/y''+.  .  .  =0        (c) 

durch  die  Substitution  y  ==  z  ,  r^  =  a  z       0-  2u  einer  homogenen  Difieren- 
(iaigleichung  zwischen  z  und  x  zu  machen ,  so  nvjrd  dieselbe  zunächst  seyn : 

a<ax  y  +bx   i  +cx  y  +...)r-+a'x   x'   4"Vx  x 

ox 

4-c'x    X       +  .  .  .  .  =0, 

und  wird  homogen  seyn,  wenn  es  möglich  ist,  d(kss  die  folgenidfen  Gleichungen 
zugleich  bestehen : 

■i+(n+l)a— J=i+(^+l)a— l=p+(q+l)Ä— 1  =  . .  .  =m'+n'a^r'+s'^ 

.    =p'+q'« 

1)  xr-r — yt^VzH^'  i*^  ^me  holnogeiie  Dilferentialgleicliung  der  ersten 
Ordnung.     Sie  gibt: 

-!(«)=  C,  lf-|-+\/l+5)— «W-C,  I(y+V^^')-21(,)  =  C, 

2)  ay-ax  J|+ Vx'+y*  ^^=0  gib»  »*-»  («+»S{)'*"^^+''  (  ' 

+,(.)  =  c.  _.,(z±iiyi±£)+K.)+,(x)  =  c.  _.,(ViJ±i!=ii)+,(i) 
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B6ispiele  hoisogeiMr 


Fig.  4$, 


3)  Man  soll  (Fig.  49)  eine  Kurtel^koBstruiren,  so  be- 
schauen ,  dass  wenn  M  eim  Ankt  dene|]iam»  BM  seioe  Ordinate, 
und  OM  sein  Radius  nwlac  la*^  ferner  HD  ienkredit  auf  OM  ge- 
zogen und  bis  zum  Durohidiiiilt  C  mii  der  Ordinatenaxe  yerUn- 
gert  wird,  die  Gerade  CM  Tangente  sej  an  PQ. 

Man  findet,  wenn  x,  j  die  Koordinaten  yon  M  sind ,  leicht 

als  Gleichungen  der  Geraden  OM:v= — |,  BC:v= ^(|— x), 

CM :  V — y:= — (| — x),  so  dass  also,  da  CM  Tangente 

y  •  * 


an  die  Kurve  leyn  soll : 


ei" 


'"''     xy|?+x«^y»«0. 


xy       .       8x 

welche  Gleichung  homogen  rom  aweiten  Grade  ist.     Sie  gibt  schliesslich:  y'H~ 
2xn(x)=Cx».  •  • 

4)  Die  Differentialgleichung  j^  ==  C  f  —  L  wo  f  eine  beliebige  Funktion  be- 
deutet,  ist  homogen  yom  0**"  Grade.     Sie  gibt  »+x  g^  =  '(»)  •  ^_^w  v  0r+"7=  ^» 

5)  Man  iuoht  diejenige  Kurve,  in  der  der  Winkel,  den  die  beröhreade  Gerade 
in  einem  Punkte  derselben  mü  der  Abszisseaaxe  maohi,  eine  gegebene  i^ii^tMO 

des  Winkels  ist,  den  der  Badiusrector  in  denselben  Punkt  mit  derselben  Axe  ma<^t. 

dy  7 

Ist  a  der  erste,  ß  der  zweite  Winkel,  so  ist  tga=  ö^  {$•  3),  tg/3  =  — ,  mithin 

\r  ^a  ^a 

hat  man' wie  in  .Nr.  4 ; 


l^-'CO/rTS)«*-"'-'^ 


ii 


2tgÄ            Öy 
Se7  z.B.  Teriangt,  dass  a=:2ft  so  ist  tg«=tg2^ — i  ,Jtg V  ^•^•'Ji^ p' 

oder  es  ist  f  (z)  =  -z , ,  also 

X  ^"~  Z 

•^  *       1— z* 
d.h.  1  r'*"^^*J  =  C,  x»-fy»— Cy=xO, 

d.h.  die  Kurve  ist  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  in  der  Ordinatenaxe  liegt,  in^ 
Entfernung  -^  vom  Anfangspunkt ,  während  der  Kreis  durch  letztem  geht. .  (Ei  it^ 
dies  der  Satz  vom  '\Yinkel  der  Tangente  und  Sehne.) 

§.  69.    •      . 
I.  E6  kann  .sich  ereignen ,  dafis  die  Differenti^leichung 


P  +  Q4^  =  0,od«rPdx+<ldy  =  0 

vX 


(») 


geradezo  durch  Di£ferentiarion  einer  Gieichnng  f(z,  y)  ==  G  entstanden  Mt> 


Badingnm  der  IntognbUittt  2^36 

b.  da«8  P+Qj^ 'identisch  ist  mit  ^+h~  ^(§«  ß)-  Alsdann  mass  offen- 
r  p  =  |i,  Q=:|i»eyn,  womit  folgt  (§.12): 

Ist  die  Gleichung  (b)  nicht  richtig/ so  wird  sicherlich  (a)  nicht  nnmittel- 
e  durch  Differentiation  entstanden  seyn.  Umgekehrt  aber,~wenn  (b)  richtig 
V  ist  diess  der  Fall,  Statt  diesen  Satz  theoretisch  2u  beweisen ,  wollen 
r,  nnter  Voraussetzung  der  Gleichung  (b),  die  Grösse  f(x,y)  thatsächlich 

itinunen.     Vorausgesetzt  nämlich,  f(x;y)  sey  so  beschaffen,  dass  0-=^« 
=  Q,  so  folgt  zuerst  aus 

rin  die  Integration  bloss  nach  x  geschiejit,  und  R  eine  Funktion  von  y, 
ne  X ,  seyn  wird  (§.  47).    Hieraus  folgt  (§.  46)  : 

8R 


8y"^y8y 


ei-f 


tbe  ist  aber  =r^ — ?^-^^ — =  ^— ^~»  «nd  ist  0  vermöge  der  Gleichung 

8x  8x  8x      8y'  ^ 


ey' 

ada|-'=Q: 

oy 

/8P  ' 
T-9i    kein   x 

thaken,  also  der  Differentialquotient  dieser  Grösse  nach  x=0  sep.  Der- 

_  8^^^     8Q     8P 

■"8x        *  "" 

).    Demnach  ist 

» C  nun  weder  x  noch  y  enthält;  also  endlich 

r(«.y)=/p8,+/[(l-/|^8.]8y+P.     . 
)raus  wirklich  folgt : 

» dass  also ,  unter  Voraussetzung  d^r  Gleichung  (b),  die  Integralgleichung 
»  (a)  ist : 

/p8x+/[Q,/|£8x]8y=C.  (e) 

Offenbar  erhielte  man  ebenso : 

/Q8y+/[p-/if8y]ex  =  C.  (O 


28$  EziifeM»  dM.iBtegrir«9deB  Ftktort. 


^ —    also 


n+r 

a+i  M-i 

y'+yV^^   o_J.     y+V»'+y'  8P    2y       x«-i-2y'       8Q     /• 

—^     ?     ""•  ^~8y  x« _'8y-x«"'^,iyiqrp-8x' y__~ 

,,v     y'     yVx'+y'.  i,rW+?-y^      /"»p«,-^  »       V^^TT' 

IL  Es  ist  nun  aber  ganz  wohl. denkbar ,  dass,  nachdem  die  Gleichung 
f  (x,  y)  ==  C  differenzirt  worden ,  ein  allen  Gliedern  gemeinschaftlicher  Faktor 

9)(x,7)  weggelassen  wurde  und  dadurch  erst  die  Gleichung  P-j-Q^    ^  ^ 

entstanden  ist.  Alsdann  wird  freilich  letztere  nicht  in  dem  oben  betrachte- 
ten Falle  seyn,  würde  jedoch,  wenn  man  den  Faktor  ^(xyy)  herstellen 
könnte,  leicht  in  denselben  zu  bringen  seyn.  Diesen  Faktor  nun  nennt  man 
den  integrirenden  Faktor  und  es  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dassein 
solcher  immer  vorhanden  seyn  muss.  Gesetzt  nämlich^  die  IntegralgleichoDg 

der  vorgelegten  DifferendalgleichuBg  P-j-"Qr^==0  sey  V(*»  y»  C)=®»  "^ 

man  löse  letztere  Gleichung  nach  C  auf,  ^wodurch  sie  die  Form  f(x,y)=C 
annehme,  so  folgt  hieraus 

8f , 8f 8y  8y_        8x 


8x  '  8y8x       '8x  8J  '  —      V 

8y 

wo  nun  von  der  Willkürlichen  Konstanten  keine  Spur  mehr  vorkommt.    Da 
auch  ^=  —  TT  ist,  so  muss  also 

ex  <j 


8f 

8x         P 


W) 


8J         Q 
8y 

seyn,  d.h.  wenn-^=^,  so  ist  nothwendig  auch  §;^  =  Pä-  ond  z — hgijj' 
P+Qs^  mit  -^  jp  multiplizirt,  diese  Gröisse  dann  identisch  ist  mit  *g^  + 
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^  z^$  ^  dass  aiithin  7^  ^  ein  integrirend^r  Faktor  seyn  wird.  Man  kaoto 

oy  ex  y  öy  "  , 

sich  dies  auch  noch  in  folgender  Weiae  eiUftren.     Ana  (d)  folgt,  dass  !P= 

dass  also  —  ein  integrirender  Faktor  ist    Aber  -—  =  -?r  5^=  ^  ^z,  wie  oben. 

Keimt  man  aber  einmal  einen  solchen  Faktor,  so  kann  man  sogleich 

unendlich  viete  finden.*    Sey  nämlich  v  ein  solcher,^  also  v  'TP'hQfi^  )  =  r~ 

+  J-i|l,  «nd  man  set»»  f(x,  y)  =  «,  fi+;-^8^=^f(x,y)(§.7),  «.ist, 
wenn  ^(n)  eine  ganz  beliebige  Funktion  von  u  bedeutet: 

und  da  9)(u)g-  immer  ein  genauer  Dififerentiälquotieiitiiik|W^9  nämlich  von 

/9(u)duist,  so  isjt'anch  t;9)(u)  f  P-f-Qg^J  ein  solcher«  so  ^aas  anch 

vy(xk)  ein  integrirender  Faktor  seyn  wird. 

Man  kann  ajch  nun  die  Frage  stellen,  ob  man  nicht  mittelst  der.Oleii- 
chung  (b)  im  Stande  ist,  den  integrirenden  Faktor  zu  finden.  Sey  also  wie- 
ier  (a)  die  vorgelegte  Gleichung,  v  ihr  integrirender  Faktor,  so  müsste 

seyn;  allein  diese  Gleichung  ist  schwerer  aufzulösen,  als  die  vorgelegte,  so 
däss  sie  hier  Nichta  fruchten  kann.  In  gewissen  besonderen  Fällen  jedoch 
leitet  aie  znr  Kenntniss  von  t>.     Gesetzt  nämlich 

Q  L8y       8xJ 

enthalte  kein  y,  so  können  wir  annehmep,  auch  v  sey  unabhängig  voay, 

8  V 

also  ^~ = 0  setzen  und  haben  dann  aus  ^e)  : 

oy  i       • 

f  8x      Q  V8y       8xJ'^'    yV8y      8x  J  Q  ^^'         ^'^  ^^' 

Dessgleichen ,  wenn  yf  s äpj  unabhängig  Von  x  seyn  sollte,  wäre 

V  unabhängig  von  x  und 

Kann  man  die  Gleichung  (a)  in  folgende  Foiu  bringen : 

8y 

^d  man  wäre  im  Stande,  integrirende  Faktoren  v,  Vi,!^,,. ...  fBr  M-f-N^ 

ox, 

^  +Kt  ^,  M,  -j-^3  0^9  •  •  •  •  au&nfinden,  so  dass  identisch 


28e  IotegraaonTc«a,(y)i|^+b,««|M8^^^ 

so  wären,  weno  f(x,y)  =  u,  fi(x,y)=U|,  ,  .  .,  Auch  vy(ii),  t^i^^Cai),... 

integrirende  Faktoren  von  M+Ng|,  M^  +N|  ~, ,  und  wenn  man 

9  OO »  SPt  ("t ) »  *  *  *  *  ^^  bestimmt ,  dass 

V9(n)  =  Vi9iM  =  Vt9tM=^ (i) 

so  ist  vgf(n)  ein  integilreoder  Faktor  der  Gleichung  (h). 

in.  Seyeti9)(i),t/;(x)  bekannte  Funktionen  von  x,  und  dieDi£ferential- 
gleichung 

vorgelegt ,  so  l&sst  sie  sich  in  der  so  eben  umgedeuteten  Weis^  abbrennen 
und  es  ist 

wo  nun^S^-|-ll^  j*«»ff- /v(y)9y  ist,  80  d«88  i>i=l.    Ferner  ist   j-  = 

,  8»(y)  8j^      aS     b8» (»)  8»(y)        .  ^    l_  rSM  "  8Kl_.      l     r    »>W 

*'87'     ax   '     8x         8s        8y    '       '"   N  LSy      8xJ~b»(x)L      8x 

8»(x) 

»>  ^]  =  ^  ^  =  V  ÄUyW).  »itbln  nach  Or). 

»  =  e  *  =»(x)*; 

.  .     lr8M     8N1    »— b8»<y)    »  — b8l»(y)     ;  ,        _l=:-i»(j) 

aber  auch  -^l  ^ -r-  1= — v-r  -p^= p^,  also  aach«=e 

Ill.8y      .8xJ    »»(y)     8y  »         8y. 

— 9(7)  *  »  ^"^  gerade  diese  letztere  Forin  ist  bequemer,  da  jede  FooktioD 
von  y  auch  integrirender  Faktor  von  ^(7)0     ^^*     Multiplizirt  man  also  die 

Olelchung  (k)  mit  y  (y)  •  i  so  hat  man 

b  b- 


a^(y)*  '-f^  +  b^(x),(y)  •  i|^>  J-I+,(y)  •  ^(y)|l=0 


oder  ^ja9(x)ip(y)*j+^yi)(y)  '  ^(y)8y  =  0, 

woraus  als  Integralgleichung  von  (k)  unmittelbar  sich  ergibt : 

ftf>(x)  v(y)  •  +yip(y)  •  ^(y)8y  =  C..  (k*) 

Ist  z.B.  <)p(x)=x",  so  isj»  die  (k) : 

m— 1   m    ,       ,    m    m— 1  8y  ,       .  .  8y       -,     8y   ,  max        y  ^ 

ox  ox  -öx      V        "    " — *  1       /  \ 

bmx   y       +v(y) 

deren  IntegralgleiehuDg  also : 

mb         p  m  (b~a) 

«x^y'^+yy     •     ^fy)8y  =  C. 


k,nTo«.,(,)i£^|l+b,(y)^+»W  =  0.  28» 

Für  if;(y)=-y"  etwa:  - 

^        ey,  -°>^"V      0    ax-y-+yy-ey=c, 

Dmx   -4"y  «    T  .       a  . 

lY.  Die  Gleichung 
an  in  ähnKcher  Weise  behandelt  werden.  Man  hat  dann  M=b9(y)  -f^t 

^^  '^    8y  8y  8y        8x         8x  8x  "     8y       N  LSy 

1b  — a81v(x)       ,  ~^iv(«)         ^  .^         ,  ,  .^    .     . 

=  — j^ g^,  aUo  t;=:e  *         =y(x)  *  ,  so  daas  ^(x)  •    ein  mte- 

irender  Faktor  von  (1)  ist.    Multiplizirt  nian,  so  6ililll:]|iaD: 


8y    8x  '   •"'w/^K-/         g^ 

b 


dass  die  Integralgleichung  von  (1)  ist: 

-      /•      — 

•»W%(y)+y  v«»«  •  8x  =  c.         (I') 

Die  Gleichong  (a)  in  §.66,  I  Iftsst  sich  unter  die  Form  (1)  bringen, 
on  y(y)  =  y,  da  alsdann  (I)  gleich  ist: 

dass  bloss  b  =  a = 1  und 

o^     =X,  lf>(x)=:/X8x,y(x)  =  e  /  ^^X»,  ^(x)=X4e 

r     ÜX  ^  fj(X^ 

setzen  ist.     Demnach  ist  nach  (1^) : 

/X8x     ,  /V    /x8xj,       ., 
e  y-f-ZX^e  8x  =  C, 

IS  eben  die  Gleichung  (c)  des  §.  66  gibt. 
FQr  qp(x)  =  8iDx  hat  man: 

b  /.  b— • 

aiinxcoiy— 4-biinycosx+V'(z)  =  0,  aiin*xsiny+ /^(x)>^  *  x8x  =  C. 
FÜrv(x)=l(x): 

*-7-5^+^^+'^«  =  0,  al(x)M(y)+/;(x)l(x)^*8x=C. 

Für©(x)  =  x": 

■b  m(m-b) 

max"  y"""  r^+mby"  x"~*+v(x)  =  0,  ax*  y"  +/v'(x)x      *     8x  =  C. 

V.  Bei  der  Unmöglichkeit,  den  integrirenden  Faktor  direkt  zu  bestim- 
Q,  kann  man  sich  die  Frage  iltellen,  wie  eine  Gleichung  beschaffen  seyn 

^Uar*'*  I>iffn«Btial- n.  lBt«ffna-R«chnBc-  19 


290  Integration  ron  ^J  +  X  y *  +  X»  =  0. 

müsse ,  damit  sie  durch  einen  der  Form  nach  vorgeschriebenen  Faktor  inte- 
grirbar  werde.  So  wollen  wir  etwa  uns  die  Frage  stellen,  wie  die  Grössen 
X,  X^ ,  $»$19  die  wir  als  blosse  Funktionen  von  x  voraussetzen ,  beschaffen 
seyn  müssen,  damit  die  Gleichung 

^+Xy'+X.=0  (m) 

ex 

durch  den  Faktor 

•       F(x) 


(n) 


yH2iy-H^, 
integrirbar  werde ,  wo  F(x)  eine  bekannte  Funktion  von  x  ist.     Es  moss 

also  identisch  seyn : 

nf       'F(x)         ^         r(Xy«+XJF<i^^ 

"Ly'+a^y  +  ^tJ        ly^+2^y+^t  J 
ex  '~  8y 

d.  h. 

(y«+2/y4-^i)F'(i)*-f2y^+^)F(x)  =  (y'+2£y+£,)2XF(x)y-(Xy«+X.) 

F(x)(2y-h2^>. 

oder 

y»|T'(x)-2^XF(x)]4-yf2^F'(x)-2^F(x)--2|,XF(x)+2X,F(x)]|+^.F'.(x)-- 

^F(x)+2^X,F(x)=0, 

SO  dass  also 

F'(x)-2^XF(x)-0,^F/(x)-^F(i)-|,XF(x)  +  X,F(x)  =  0.i^F'(x)-^F(t)T 

2^X,F(x)=a 

Hieraus  folgt 


t       F-(x)         .      8^ 
6  =  ^^,„.  .  ♦  also  r-  = 


XF(x)F"(x)-F'(x)[||f(x)+XF'«] 


2XF(x)'  8x  2X*F(x)« 

und  dann  aus  der  zweiten  Gleichung: 

XF(x)F"(x)~  ^?F(«)F'(x)--2XF'(x)» 

^'=^^»  + ^^¥W '. ' 

somit  wenn  man  diesen  Werth  in  die  dritte  Gleichung  einsetzt : 

XF(.)F-(x)-^-;F(,)P(,)-2XP(,)» 
8x~''f«*'~~  2X'F(x)'  F(x)  =  0, 

mithin  day|^jax  =  IF(x),  nach  §.66,  I: 

j      -XF(x)F"(x)-|^F(x)F'(x)-2XF'(k)«  _ 

f.  =F(x)'[c+-y '.1,^, F'(x)8x]. 

SO  dass  mithin  in  der  Gleichung  (m)  X  eine  beliebige  Funktion  von  x  seyn 
kann;  dann  aber: 
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ex 

y.M                                1              /.XF(i)F"(x)-|fF(i)F'(x)-2XF'(x)' 
=  *X^r  ^.=Cr«'+ 2-F(x).y p^^p -F'(x)8x. 

XF(x)F"(x)— ™F(x)F'(x)  — 2XF'(x)» 
Xi  =  X^,H  2X*F(x)» 

lyn  muss,  damit  (m)  durch  den  Faktor  (n)  integrabei  wird. 

3)  Sey  F(x)==  1 ,  X=a  d.h.  konstant,  so  ist  F'(x)  =0,  F"(x)=0,  also 

1  =  0,  t=C,  Xi=aC, 
h.  die  Gleichung 

||+ay«+aC  =  0 

1 
rd  integfrabel  durch  den  Faktor    ,  .  ^,  wie  natürlich ,  da  derselbe  die  Ver&nder- 

Iien  trennt. 


4)  Sey  F(x)  =:x   ,  X=a,  so  ist  F'(x)=:mx       ,  F"(x)=m(m— l)x       ,  also 


2m — 2      _        .   2m — ^2 


m        ^       «_*•  I    1    2m/ni(in — l)ax~      " — 2am*x        " ^»"^o^     ^_** 

2^*    J  ' 


2^^.    ^.  =  Cx     +-X   J^ ^-j^ mx       8x=€x      + 

a  X 


m*       __         ^  2m  ,      m*      '  in(m4"l)        ^  *"»     m(m+2) 
4a'x*  4ax'         2ax'  4ax* 

thin  ist  die  Gleichung 

8x  '     '    '  4ax' 

tegrabel  zu  machen  durch  den  Faktor 

m 

X 


y'+^+'-V+^ 


ax         a        4a^x 
Will  man  nun  wirklich  integtiren,  so  ist  in  I: 

2m      fn(m4"2) 


ay'+bx    —4^ 


P= r—^ .X    ,Q= 


m 


,     2m  t     '  2m  , 

y  ^  ax^    a    ^4a»x»  ^^ax^    a    ^4a»x" 


»0  wenn  man  die  Form  (c')  wählt: 


■,>,.y/^^L,Jli^,VT<''-'-^?V^y 


a  ^  ^ 
wenn  —  >0, 

D 


-V^ 


Femer 


I    .  —=    l.irenn  — <0. 

^      ^    ^^ax^    a    ^4a»x»^ 

/8Q      ^       2a»x"[2axy— (2axy+m)(m+l)3    j/ 
Ö*    ^^   4a«bx'""*"*-h4a«x»y»+4a*mxy+'«»'/r 


19» 


8v 
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ay-l-Dx     ~     ^^^,     jx           ^«          2inaxy-hin(m+l) 
**"  /  fiT^y= ~im +  2n»  • ' äS 


ax   '      a      '  4a*x*  '     *  ax   '      a        4a'x' 


m 

X 


("■+-"+t'+i^) 


2m 


SO  dass  also  die  Integralgleichung  ist: 

Va        r        2axy  +  in-4   /a*\  ,  ax      .       ^      »^^ 


2ax 


m+1  '    b 


=  C,  :^<0. 


m-H 

Für  m  =  —  1  tritt  an  die  Stelle  Ton  ^-r-  :  1  (x).  (Die  zweite  tofm  kann  übri- 

ni~|-l 

gen«  aus  der  ersten  abgeleitet  werden,  wenn  n^an  die  Gleidiung  (10)  in  meineo 
„Grundzfigen**  S.  199  beachtet.)- 
5)  Sey  X=aF(x),  so  ist 

t^JL^jL  t  -cF(x^«  1  ^  F(x)YyWr"W-»F-(x)' 

^-2rF(x)«'^^-^^w  +Y^j~J fW'        ^^   ' 

X  -^CF(r\'-^  ^   ^(^>*  /F(x)F-(x)-8r(x)'        .           F(x)r-j(x)-8P(f)' 
X,-aCF(x)  +--^y j^^^p -F(x)8x+.^ ^-^, . 

FürF(x)=x     wäre  also 

._        m  p  g»  ,         n>'  Y       .r^*"     (8m+2)m 

2ax  4a'x  4ax 

so  dass  die  Gleichung 

8y  ,       m   ,  .  ^  8m     m(3m--|-Ö     ^ 

rx+"  y  +^"  -  ,  m+«  -^ 

4ax 


integfral  wird  durch  den  Faktor 


m 

X 


my         bx        ,      .    m* 
ax  ^  * 


4a'x 

Als  Integralgleichung  findet  sich  wie  oben 


<; 


2ax 

m  ^   a  -^    / — b 


ax"+*  '      *      '  4.'x*-+* 


*-^    „.   ^.rzm+i    » 
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§.70. 

Im  Seitherigen  haben  wir  immer  voraosgeBetzt,  ~  komme  in  der  gege- 

enen  Gleichung  in  der  ersten  Potenz  Vor.  Wird  diese  Beschränkung  auf* 
ehoben,  so  stellt  sich  die  Ai^fgabe  allgemeiner  so:  Die  Integralgleichung 
er  Gleichung 

1  finden,  wenn  F^,  F|, . .,  F^  gewisse  gegebene  Funktionen  von  x  und  y  sind. 
Der  direkteste  Weg  hiezu  wäre  nun  allerdings,  die  Gleichung  (a)  nach 

-  aufzulösen,  d.  h.  sie  in  ihre  einfachen  Faktoren  zu  zerßUlen,  so  dass  sie 

entisch  wäre  mit 

0  f|,  f}»-..,  fg  bekannte  Funktionen  von  x  und  y  sind.  Da  alsdann  die 
leichung  (a^,  d.li.  (a),  befriedigt  ist,  wenn  entweder 

|l— 1;=0,  oder |^  —  f,  =  0.  oder |^—f,=0, ,oder?^  — f    =0,        (b) 

OZ.  OX  OX  OXn 

i  wird  auch,  wenn  '  - 

-|»i(i,y»CJ=0,  I», (x, y, C,)  =  0. ,9  (x.y.  C)=cO  (c) 

!e  Integralgleichungen  der  Gleichungen  (b)  sind,  jede  der  Gleichungen  (c) 
;r  Gleichung  (a)  genügen ,  und  also  eine  Auflösung  derselben  seyn ,  wobei 
I,  C},....,  C^  willkürliche  Ronstanten' sind.     Die  Gleichung 

«i»i(x.y»Ci)i»,(x.y,C,) 9  (x,y.C)  =  0  (d) 

ird  eben  so  der  (a)  genügen ,  da  aus  ihr  jede  der  Gleichungen  (c)  folgen 
ann,  indem  man  den  einen  oder  andern  Faktor  Null  setzt,  und  andere  Glei- 
bnngen  als  (c)  hieraus  nicht  folgen  können.  Die  Grössen  01,0,,  —  C^ 
aon  man  ganz  wohl  durph  dasselbe  Zeichen  C  bezeichnen,  da  die  Gleichung 
i)  doch  nur  sagt,  dass  einer  oder  der  andere  ihrer  Faktoren  Null  ist,  weh- 
end es  die  übrigen  nicht  sind.  Ist  also  z.  B.  y^  (x,  y,  Ci)  =  0,  so  ist  eben 
'1  eine  willkürliche  Konstante,  ob  dieselbe  nun  mit  .C  oder  Ct  bezeichnet 
'Orden.     Man  kann  also  als  allgemeine  Integralgleichung  von  (a)  ansetzen : 

l»,(x,y,C)i»,(x,y,C)....f»  (x,y,C)  =  0.  (d') 

W  j^4-a=:0gibty+ax+C=0;    g^--a==0  gibt  y  — ax+C  =  0,  also  ist 

(y+ax+C)  (y-ax+C)  =  0,  (y+C)*-a«x»  =  a 

?--Vax  =  0  gibty--|:xVax  +  C=0,  ^+Vax==0eben80  y-f- yxVax 
■CsrO^also 

(y-f  xVn-l-c)  (y+|^V«+c)=0.  (y+C)'- !-..'  =  0.- 


«— 1 
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IZ _xy  =  0.   1  ^-«  =  0  (8.66).  l(y)_i-,»+C=0,  y=CeK  y-Ce'*'  =  Oi 
ox  y   ox  -^ 

|Z-x'  =  0.y-|-  +  C  =  0; 

(,_Ce^)(y-l!+c)(y  +  ^J=ö. 

4.)  Die  Gleichung 

r8i^'_i  miV-  ^-^=0 

\.6xJ        2  \.6xJ  ^y  8x     2y 

fuhrt  eben  lo  zu 

(x  -  Y«  +  C)  [  y'-  (-X)'  +  C]  [  y'+ (-X)'  -Pq]  =  0. 

■ 

Wie  man  sieht,  verlangt  diese  Methode  die  Auflösung  höherer  Glei- 
chungen und  ist  schon  desshalb  nicht  immer  anwendbar,  abgesehen  davon, 
dass  man  in  manchen  Fällen  leichter  zum  Ziele  gelangen  kann.  Wir  wollen 
nachfolgend  einige  der  besondern  Methoden  angeben,  nach  denen  in  ge- 
wissen Fällen  sich  die  Integralgleichünj[  ^den  iässt. 

I.  Sey 

die  vorgelegte  Gleichung,  in  der  Yi,T,, ,  Y^  kein  x  enthalten  und  m 

Allgemeinen 

.     Y=A+By+Cy*+...+My''""\ 

also  eine  ganze  rationale  Funktion  von  y  höchstens  vom  Graden— 1 

(wobei  A,  B, . . .,  M  konstant  sind).     Man  setze  nun  5^=u,  sa  wird  die  (e)M 

öx 

u^'^ Y,  tt°"^+ Y,  ii''""*+  .  .  .  +  Y       ü-(-  Y  =  0,         .   (eO 

und  ist  in  Bezug  auf  y  von  niedererem  Grade  als  dem  n^.  Kann  man  also 
nach  y  auflösen,  so  erhalte  man  etwa  daraus  Werthe  der  Form  y  =  5p(n), 
und  hat  nun  ^ 

8y_8»(n)      8»(a)8tt  8»(n)  8ii     ,       »^(ii)8ii 

8x        8x    "     Öü     8x'*^'*'°""    8u     8x'  "V  8^' 

woraus  (§.  65) 


=  /V(5) 


8a+C,  (e'<) 


wolche  Gleichung  nun  mittelst  (eO  einen  Zusammenhang  zwischen  x  und  y 
liefert 

6.)  SeyzrB. 

föy+'(B) -^=«'  '>*+y'''-»=o.  y='-^=?(u),,'(«)=-i-|. 


n  n — 1 
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/ 


'V^8u  =  -l(a)+^,,^_l(„)+-ij+c. 

Eliminiri  man  also  u  zwischen  den  Gleichungen 

x  =  ^l(u)+^+C,  o*+ya»~l=0. 

so  erhält  man  eineXjleichung  zwischen  x  und  y,  die  der  vorgelegten  genügt.  (Aller- 
dings wird  diese  nicht  immer  die  allgemeine  sejn ,  da  gapz  wohl  noch  andere,  eben- 
fidls  genügende  Gleichungen  vorkommen  kOnhen.) 
II.  Hat  man  eben  so 

WO  Xj, . ..,  X,  ganze  rationale  Funktionen  von  x  sind,  von  niedererem  Grade 
als  dem  n**",  so  setze  man  wfeder  ~=iu,  und  hat  dann 

0  X  . 

u'+Xi  u"""*+  .  .  .  .  +X       n+X  =0, 

Ä— 1  n 

und  wenn  hieraus  folgt  x=^g>(u)y  so  ist  da 

8y     8y8u     8y      1  8y      1       8y  ,,  .  f      .  .  ^     ,^ 

woraus  dann   in  Verbindung  mit  x  =  g)(u)  eine  Gleichung  zwischen  x  und 
y  folgt. 

6.)  Sey  etwa 

u'+xu^--x'u  =  0,  X*— ux  =  u»,  x=~(l±V'5), 

Die  direkte  Auflösung  gäbe 
Und  da  .  .   ,  .^=? — "T     v —  = 1 1  so  sieht  man,  dass  unsere  obige  Auf- 

IX  kP  1— O  4 

lOming  nur  zwei  dieser  möglichen  Auflösungen  gegeben  hat.  was  freilich  von  der 
Auswertung  des  Faktbrs  h=0  herrührt. 

III.  Rann  man  die  vorangehenden  Methoden  nicht  anwenden ,  so  muss 
tuan  sich  durch  Einführung  neuer  Veränderlichen  zu  helfen  suchen ,  die  bald 
tu  einer,  bald  in  anderer  Weise  gewählt  werden  müssen. 

Man  setze  ^=uy,  so  ist  u»y»H-y»uy+y*=0.  y'(u*+uy+y)  =  Ü,  und 
ia  y=  0  wohl  auch  der  vorgelegten  Gleichung  genügt^  aber  keine  Konstante  ent- 
bJUt,  so  hat  man  u'4'uy^y=0,  j= — T^^'*^^ 
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iZ_-      _-         p*         8y     Pygg  3u*(l+ii)-7-ii*  8n 

8i"''*^~""i+u*  ex'^euex"         (i+u)*     "8x 

d.  h. 

^u*  _       3u'+2p'  8ü      _   3+2n   Bu       _  /^3+2n)eq a  ,     ri+n^ 

r+i"""    (l+ny    8x'^  "■u*(l+u)8x;^-/    u*(l+u)  -      ü"^'v   n   J"^' 
also  erhält  man  eine  LOsung  der  Aufgabe  durch  Elimination  ron  u  ans 

o»+ny-Hy  =  0.  x=  -  |-+1  fl±^J+C. 

gibt  für  4^  =  ;^: 

J^      J ,  ._^  n*        ey       .   2ii— 3n» 

u»"^u*y"^  '  ^~       1+u»'  8a""      (I+u*)»' 

1  l+g*      1+tt»     2n— 3n*fly  2u*--3n^  8a 

ay""         a»     '       u»     ""(1  +  u»)»  8x*    ^  ~    (I+a»)»   8x' 
r2a*-3a»  o/  °'8^  g/  u^Ca      ,  ^ 

Die  beiden  Integrale  bestimmt  man,  wenn  man  l-4-u'=2  setzt  (§.36),  wo- 
durch dann  erhalten  wird 

^'~       5(l-haV'^5  u*+l      10(14-0*)"*"^    • 

zwischen  welchen  Gleichungen  u  zu  eliminiren  ist. 

9.)  (^} -*»?|+?'  =  0^  ||  =  ux,a»x»-aax*4-x*  =  O,u»x-an+x=0, 

8x      a(l— 2a»)    8n        (l  +  a»)»     ÖJ^'öy  8a 
l4-a»'8u~    (l+u»)»  •8x"a(l-2a»)'8x':8a8x' 


aa 

X  = 


_8y    d  +  a»)'        aa»       8y    (1+a')«     8y_  a»a«(l  —  2a*) 
"*~8aaO— 2a»)*  l+a»""8a  a(l— 2a»)*  8u  "      (1+a»)» 
/V(l--^»)8a  aa 


~  =  aa):  — za*+u»  — u+l=0.  z  = -j »5^=^ Ti — ^5 

öx  a        ■    oa  u 

L!_^?3  3a»— 4a  +  58a 3a»'-4n+5  8n 

Bx^SuBj'    ^"^  ä»  8x'      ""  a'  8x' 

u^ __3 4         5     , 

y  -  ü»— u+1  •  *"4a*      5a*'^6a*"^ 

rV.  Hat  man  die  Gleichung 

'•  (I0"+'.  G-0""'+<Hr+-  +'._.  11+'.- 

nnd  es  sind  Fo,  F, , ,  F.-  homogene  Fanktionen  von  x  und  y  desselben 
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■  Grades  (§.  68) ,  so  setze  man  y  =  xz  und  es  werden  F^  =  Z^  x\  F,  = 
x',  • . . .,  F„  =  Z„x',  so  wird  die  vorgelegte  Gleichung  zu  . 

Gesetzt  man  erhalte  hieraus  ^  als  Funktion  von  z ,  so  ist  also 
>  noch  z  =  —  zu  setzen  ist.     Setzt  man  ~  =li  und  kann  z  als  Funktion 

X  ÖX 

n  u  finden,  so  ist 

/\Öy         ,8e,,  ...   i8z8ii 

'  =  *<")'  fl^  =  *+*fl^'   d.h.u  =  i»(n)  +  x^-^. 

ÖX  8x  >8a8x 

/  \  I        ./  t  Ott     1  «»'(»)     Öu 

l(.)  =  A^°^.od,,.uehK«)=-A=^8u+/*-i.'L_  =  -l|--^(u)l 

8n 


-f-. 


W  y  =  x,(o).l(x)-/*-?^en+C  =  -l(n-»(n))  -/  .^°      +C. 


Oft  ist  es  besser,  die  Gleichung 


ich*x  r—  aufzulösen.    Folgt  daraus  x  «-•=  y  (z) ,  so  ist 

1     8e      1     ,^  .      rsx    .  _  y 

f)(a)  8x       x  J  9{z)  X 

11.)  »*+x'(^)-y*=Ogibti  +  f^-x«=o, 

«11«     |{=±v;^=T  =  y(x),i(x)=/-    ^4^.  +c=-/(z±VP^:T)  e 

^*  y±Vx*— 1— X       y 

=  -K±yVp-i+|i(«+Vi^)]+c. 


h.  wenn  man  z= —  setzt: 

X 


21« 


-«■a+vs-o*iV5^'-^- 


)ian  hätte  dieselbe  Gleichung  übrigens  auch  nach  der  zweiten  Weise  auflösen 
Jonen. 

12.)  Man  soll  eine  Kurre  suchen  so  beschaffen,  dass  alle  Lichtstrahlen,  die  von 
Dem  gegebenen  Punkt«  aus  an  sie  gelangen,  zurückgeworfen  mit  einander  parallel 
nfen. 

Sey  der  gegebene  Punkt  der  Anfangspunkt  der  Koordinaten ;  die  Richtung,  mit 
IT  alle  zurückgeworfenen  Strahlen  parallel  gehen  sollen ,  sej  parallel  der  Axc  der 
;  femer  seyen  x,  y  -die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  KuTre.  Die 
leicbung  des  in  diesen  Punkt  gerichteten  Lichtstrahls  ist  also  xt;=y  ^,  wenn  wie- 
er  I,  V  die  laufenden  Koorditiaten  sind ;  'die Richtung  des  zurückgeworfenen  StrflSils 
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ist  parallel  der  Axe  der  x,  also  ist  die  Gleichung  dieses  Strahls  v=j.     Die  trigo- 
nometrische Tangente  des  Winkels  der  berührenden  Geraden  und  des  einfUlenden 

Strahls  ist  somit t—  ,  während  die  des  Winkels  derselben  Geraden  und  des 

X  8x 

8t 
zurückgeworfenen  Strahls  =r—  ist,  so  dass,  d»  beide  Winkel  gleich  seyn  mOssen: 

woraus  nun  die  Gleichung  der  Eurre  zu  suchen  ist.     FOryrsxz: 

(6y\*  ,  „8y  «     8y  2u 


i(x)  _  -1  (^u-  j_-j_y-^__=_i^_j___j_y  __- 


■.8n(l— n^ 


1-««      ° 


=-'f— T?iS^)-'(n)+l(l+«')+C  =  l(-l)-21(n)+ia-n')+C. 

oder  wenn  man  1  ( —  1)4-C=C  setzt,  was  man  darf,  da  ja  sieher  1( —  1)  konstant 
ist,  so  folgt 

•<«>  =  •  (^')+«-=^'-?'' 

y  y»  y» 

sodass  ^^C(y'~4C«)   _^^  4Cx  =  y»~4C»,  y»  =  4C(x+C) 

Diese  Gleichung  st-ellt  Parabeln  Tor,  in  denen  der  Brennpunkt  4i^fiuigspiuikt 
der  Koordinaten  ist. 

Dieselbe  Gleichung  hätte  übrigens  auch  gemäss  dem  eu  Eingang  dieses  §.  Ge- 
sagten itttegrirt  iverden  können. 

V.  Lässt  sich  die  gegebene  Differentialgleichoog  nach  y  auflösen,  d.  h. 
hat  man 


y=r(,.?r)=f(...),u=j4. 


so  folgt  daraus,  wenn  man  nach  x  differenzirt: 

_  8f     8f 8u 
"-8i"^8^ex' 
welche  Gleichung  nur  u  und  x  enthält.  Kann  man  dieselbe  integriren,  und  ist 

f)(u,x,  C)  =  0 
ihre  Integralgleichung,  so  eliminire  man  u  zwischen  g>  (u,x,G)  =  0  nnd 

y  =  f(x,  u),  und  erhält  eine  Integralgleichung,  die  der  vorgelegten  genügt 

dy 
Wäre,  wieder  fttr  x-^  =  u,  die  vorgelegte  Gleichung: 

y  =  f)(u)x+^(ü),  »lsoii=f)(u)  +  [x|»'(u).+  i^'{u)]  g-^. 
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hätte  man ,  wenn  man  beachtet  ^§.  14) ,  dass  ^  e~  =  ^  • 

•0  nach  §.66, 1: 

._.    ,(.)-urc_/V^,y,>(.)-.eul. 

L       J  v(n) — u  J 

In  dem  speziellen  Falle ,  da  9)(u)=u,  kann  man  dieses  Verfahren  nicht 
renden.     Alsdann  aber  hat  man 

1.  entweder  x-|-V''('i)  =  ^>  ^^^"^  u  =  C.    Also  ist  eine  Integrälgleichong: 

hrend  eine  andere  durch  Elimination  von  u  Zwischen  y  =  uz-{*V^(u)9 
-i^(a)  =  0  folgt;  diese  letztere  enthält  aber  keine  willkürliche  Ronstante, 
ergl.  §.  87.) 

13.)   y  =  ^5^+*^»*(^)';  y  =  "+»x»o«.  u  =  n+x?^+2ax«»+aax»u^-^. 
0  =  2axu»+x^  (l+2axu),  0  =  2aii»+~(l+2axu). 


=  TL^"2liy^^''J-T      2iV 


iix  =  C — -^,  y  =  ax+au'x\ 
2a 

14.)  Man  soll  diejenige  Kurve  finden,  bei  der  die  von  dem  Anfaugs- 
ikte  der  Koordinaten  auf  die  berührende  Gerade  gefall£e  Senkrechte  eine 
iebige  Funktion  der  Abszisse  des  Punktes  ist,  in  den  die  berührende  Ge- 
le gezogen  ist. 

Seyen  x,  y  die  Koordinaten  eines  Punktes  der  gesuchten  Kur\'e ,  jso  ist 
Gleichung  der  Tangente  in  demselben : 

0  die  Länge  des  vom  Anfangspunkt  gefällten  Perpendikels : 

8y 


1  da  dies  =f(x)  seyn  soll,  so  hat  man 

I  welcher  Gleichung  die  Kurve  zu  bestimmen  ist.    Man  zieht  hieraus  fttr 
=:  u: 


«=0+t7ro)B+^«^^'- 
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In  dem  spezielleo  Falle,  da  f(x)=ax,  hat  man    , 

arc(8in=n)+4-»l(l+u')+al(x)=C.  y  =  ax+ax  Vl+ö*. 

Für  f(x)=a,  d.  h.  da  alle  Senkrechten  einander  gleich  seyn  sollen:; 

^      f    \         au^8u  _-         ,         an  ^ 

0=1  »+r-p==  I  ^'  u  =  C  oder  x+--^=  =  0. 

Die  erste  Gleichung  gibt 

y;=Cx+aVi+^. 
d.  h.  eine  Gerade,  bei  welcher  der  Satz  freilieh  richtig  ist,  da  sie  sich  selbst  Tan- 
gente ist.     Die  irweite  Gleichung  gibt 


au  .        a*a*        .  i*  ,  x 


y  =  xo+aVH-u*.  x=  — — -=,  »*=  ,   .     ,»  o*=ri i»  o  =  ± 


-y-— ; — i         au     _        a  ,         X*        _        a*      /     _  (a*— x*) 


d.  h.  einen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  der  Anfangspunkt,  nnd  dessen  Eblbmesser  a  ist. 
VI.  Hat  die  gegebene  Differentialgleichung  die  Form 

x  =  r(y.|l)  =  r(y,„).„=5l. 

SO  zieht  man  aus  ihr 


,   8f  , Öf 8u 

1  =s-»-T 


^  ^      8u  8u  8y   8u 

oder  da     x^  =  s~«=;r-a- 
8x.  8y8x   8y 


8y  '  8u8x' 


,   8f  ,  8f  8u 
^=  87^^+8^"  8^' 


in  welcher  Gleichung  bloss  u  und  y  vorkommen.    Kann  man.  sie  integriren, 
so  elitninirt  man  u  zwischen  dieser  Integrälgleichang  nnd  x  =  f(y»  ü). 

15.)        \/rrÖfy=2x+2y||,x=-yu+i-VTT^; 

8u 
1         8»  1    1        "ex        8n_8e 

^-~°     'ex"'"2"yTip7. 'ex-fiy"'' 

,  ,  8n  ,    1         n'        8n    ,  ,     ,     r  1        u'  ^8. 

8y     J u^ u__       8y  .      n  1         n*  ^ 

also  nach  §.66,  I  dayj^,==i  l(l+uO  =  1  VT+7»: 


= vfe[^+i/7^-]= vfff.["+^-^-<--'J 


y 

so  dass  also 


.    1 

y  = 


vTtt=+ 2  vrTr.-^M?!^"'^'«=''>'  '-=-"^+  ^^+'' 
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YII.  In  gewissen  besonderen  Fällen  kann  man  sich  ducch  eine  eigen- 
Qmliche  Methode  helfen ,  die  wir  an  einigen  Beispii^len  auseinandersetzen 
illen. 

16.)  Sey  die  Gleichung 

8y 

y      ^^8x"^6x'V8xJ'         ^8y       "-'V8xJ 

^8i 

geben,  worin  f  eine  beliebige  Funktion  bedeutet.     Man  setze  nun 

8y 

»  a  eine  Konstante  bedeute,  so  müsste  die  erste  Seite  =f(a)  seyn.     Aus 
r  angenommenen  Gleichung  folgt 

y*-2ax=C, 
>rin  C  eine  willkürliche  Konstante  ist.     Aus  dieser  Gleichung  nun  er- 
)t  sich 


y  =  ±Vc+2ax,    ^  =  ± 


öy     o.         • 


ö»      -  VC+2ax 

^  '8x        ■  Vc+2ax     ±(C-f2ax)y2ax      C    . 

^  gSy      "-  _^        2a  "  ±2a  ""2a* 

ö»  "  VC+2ax 

däss,  da  diese  Grösse  auch  =f(a)  seyn  soll,  nothwendig 

C  =  2af(a) 
yn  muss ,  mithin  der  vorgelegten  Gleichung  genügt  wird  durch 

y»— 2ax  =  2af(a), 
»rin  a  eine  willkürliche  Elonstante  ist.-  Der  ganze  Erfolg  beruhte  hier  darin, 
«8  die  erste  Seite  der  vorgelegten  Gleichung,  nachdem  y  aus  der  zweiten 

fanden  worden ,  zu  einer  konstanten  Grösse  wurde.     Hätte  man  übrigens 

8  y  ' 

mittelst  der  Gleichung  y  r-^=:a  eliminitt,  so  würde  di^  erste  Seite  = 

17.)  Sey 
d  man  setze  vieder 

V  X 

ist  zunächst 

8y     a  — X     ,  .  r^7'\^     y*+a*--2ax-f-»' 
8x~    y     '      "^1.8 xj  -  y»       ~  "'• 

yV^i  +  (|{y-Vy*+x*~2ax+r»=Vc+^. 


»o  da  y\/i  +  (^)'=f(a),  so  ist 

VC-fa»  =  f(a),  C=f(a)»-a»; 


mn 
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abo  ist  die  allgeni«ine  IhtegralgleichuBg  der  vorgelegten  Gleichnng,  wenn  a 

die  villkfirliche  Konstante :  - 

i»-j-y»_2ai  =  f(a)'-a',  y'+(»-x)'=f(«)'. 

18.)  Sey 


2 


(y-x|-0    =\     <y-x^)  J 


•  . 


und  man  setzb  wieder 

(y'-xO^+Zxy 

^  ,  °',   .      =a,  (y'-x'-H2ax)^+2xy-2ay  =  0, 

so  ist  (S.69)  8^=2x-2a,    lj=_2x+2a,  also  -L.  (]?-|9)  =  l. 

V  =ze      ^      =-ii  also  ist 

y 

y»~x»4-2ax  8y  .  2xy-2rky 
y»  8x"'"         y»         "■ 

geradezu  iotegrabel  und  man  erhält 

^^—^-^j  =  C,  x»+y*— 2ax— Cy  =  0. 
Kuu  ist 

8  V  ^ 

8y       2ay  — 2xy        ^  "^''""^'^8^     (y*+»')'~2axy»— 2»x» 
8x~y»-x»+2ax*      gfy-?^")    "  2y(x'+r*) 

(y>^x>)(y'+x»~2ax)     Cy      C        . 

d.  h.  die  iBtegralgleichung  der  vorgelegten  Differentialgieichtu^g  ist: 

x»+y»  — 2ax—2f(a)y  =  0.       . 

Man  sieht  leicht,  dass  der  Erfolg  dieser  Methode  davon  abhäagt,  dasßf 

nachdem  die.  eine  Integralgleichung  gefunden »  die  daraus  folgenden  Wertb^ 

8  y  ^ 

von  y  und  r^  die  erste  Seite  zu  einer  Grösse  machen,  die  bloss  a  und  C  ent*- 

•^  8x  •  '  . 

hält ,  wodurch  dann  C  als  Funktion  von  a  bestimmt  wird. 
'    Vm.  19.)  Die  Gleichung 


nun 


glj        =ax   +by.g-I=(ax   +by.) 


gibt,  wenn  y  =  x»z,.  ~  =  x  "  s — — x  **  z; 

°       '  «^  '  8x  8x   '    n    ^ 

m — n  B  m — n  m — n 

™         ^i         ..     T~8z         ~I     .      ,   -     ttvV.-" 
-  X  »    z+x»  —  =  x  »    (a+bi)""- 

n  ox 

m      ,     8z     ,     ,  ^    n,^^                      1*'  '8x  ,    1 

-x+z,-=(a+bz")-.    ___ __^+^  =  0. 

-z-(a+b.")*« 
n 
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—  «—  (a  +  bz")"» 


m 


m 
n 
Hieher  gehört  etwa  die  Gleidinng 


/ 


•^  2i— (a+bi)* 
20.)  Man  soll  #iae  ebene  Kurve  bestimmen  so ,  dass  der  ifai  Anfangspunkte  der 

lordinatefi  aafiuigende  Bogen  =V^y^-f-nx'  ist  (n^l),  wenn  x  undy  die  Koor- 
laten  seines  Endpunktes  sind, 

VetBnsgesetzt  der  Bogen  wachse  beständig  mit  wachsendem  x;  so  ist  also  (§.  55) 

»Taus  leicht  folgt :  

Setzt  man'^'  — ^^=«  und  (§.  68)  j^xt,  so  ergibt  steh 

h.  da  z=.  — : 

X 

l±a        i\/rrr — t  «    li"      °    l-F* 

ex        =y+Vy+nx»,  y  =  YX        ""20* 

Da  a<^l  aber  positir,  so  genügen  x  =  0,  y=0  dieser  Gleichung  der  Kurve, 
'  ^s  letztere  durch  den  Anfangspunkt  geht.  Die  Konstante  c  bleibt  ganz  wiU- 
irücL 

21.)  Man  lege  über  eine  Kurve  (z.B.  BC^  in  Fig.  29,  §.54),  einen 
^den,  den  man  in  einem  Punkte  festmache  (z.B.  in  CO»  während  das  freie 
Dde  so  bewegt  werde,  dass  der  Faden  sich  abwickelt  von  didr  Kurve  und 
^  frei  gemachte  Stück  Tangente  ist  an  die  knupie  Linie,  s^o  beschrabt 
^  bewegte  Endpunkt  des  Fadens  eine  Evolvente  der  gegebenen  Knrve. 

Seyen  nun  x,  y  die  Koordinaten  eines  bestimmten  Punktes  der  gegebe- 
^Q~  Kurve;  a^ß  die  Koordinaten  des  entsprechenden  Punktes  der  Evolvente, 
dass,  wenn  die  Abwickelang  des  Fadens  bis  zum  ersten  Punkte  fortge- 
ritten ist,  das  freie  Ende  sich  im  zweiten  befindet.  Es  ist  nun  leicht  ein- 
gehen, dass  der  Faden  zugleich  im  ersten  Punkte  Tangente  an  die  eine, 
'd  im  zweiten  Normale  an  die  andere  Kurve  ist.  Da  ß  als  Funktion  von  a 
^cht  wird,  indem  man  sicher  die  Qleichung  der  Kurve  sucht;  femer  die 

l^ichung  der  Tangente  im  Punkte  (x,y)  an  die  erste.  Kurve  ist  t; — y^^x 

1 
x),  die  der  Normale  in(a,ß)  an  die  zweite  Knrve:  v — ß  =  —  ~PqT^ 

""^a),  wenn  ^,  v  jeweils  die  laufenden  Koordinaten  sind,  und  diese  zwei 
'Eichungen  dieselbe  Gerade  ausdrücken  soUeü,  so  mnss 


fz  ■ 


304  IntegraOoo  mUtelut  BeihM. 

öy  1  Öy     ^ ,       fl? 


GQ      "     CS 


Zieht  man  nun  ans  der  Gleichung  der  gegebene  Kanre  ^^  setzt  dessen^ 

Werth  in  diese  Gleichungen  ein  und  eliminirt  dann  x  und  y  aas  dieser  nn^ 
der  Kurvengleichung  I  so  erhält  man  die  Di£ferentialgleichang  der  Evolyent^ 

Sey  die  gegebene  Kurve  ein  Kreis,  dessen  Gleichung  x*-+y'=r*,    scrist  ^^ 
=  —  — ,  also  hat  man  x  und  v  zu  eliminiren  aus 

y        . 

y  c  ff                                 y 
wodurch  man  erhält  ' 

Wird  diese  Gleichung  in  derselben  Weise  integrirt,  wie  ^r.  15,  so  erhält  mto: 

oder  wenn  u=tg<»: 

^  =  Cco8tt-|~^^'*'~"*^"**  ff  =  'cosi»  —  Gsini»-^ri»siiii», 
zwischen  welchen  Gleichungen  (o  zu  eliminiren  ist,  um  die  Gleichung  der  Krei^eTol- 
reuten  zu  erhalten.  ^ 

Soll  für  o)=0  :  a=r,  j)=0  seyn,  so  muss  0=0  se^,  und  man  erhält  dion 

^=:r[sin<i» — i»C08i»],  a  =  r[coSfli-f***'^*]' 
für  die  gewöhnliche  KreiseTolrente. 

§.  71.    \ 

Als  letztes  Mittel>  wenp  kein  anderes  gefanden  werden- kann,,  bleibt 
noch  der  Versuch,  eine-  vorgelegte  Reihe  mittelst  einer  (endlichen  oder  os- 
endlichen)  Reihe  zu  integriren.  Wir  wollen  einige  der  hier'iQöglichen  Fille 
als  Beispiele  näher  untersuchen  und  etwa  nöthige  allgemo^ne  Bemerkungen 
au  den  speziellen  Fall  anknüpfen. 

f.  Aus  §.15  folgt,  wenn  man  in  der  dortigen  Formel  (27)  x  =  a«  h- 
X — a  setzt: 

.  Bricht  diese  Reihe  von  selbst  ab,  so  ist  nothwendig  F(z)  der  alsdann 
endlichen  Reihe  gleich ;  bricht  sie  nicht  von  selbst  ab ,  ist  aber  konvergent, 
so^gilt  dasselbe  (§.  16).  Die  Reihe  wird  immer  abbjwchen,  wenn  etm 
F"(x),  F""*'*Cx), sämmtlich  Null  sind  für  x  =  a  oder  gar  fBrr  ein  belie- 
biges X.    F&r  unsere  Zwecke  ist  F(x)  =  y,  und  wenn  also  etwa  aus  der  vor- 

gelegten  Gleichung  folgt,  dass  ^,  -—n, sämmtlich  Null  sind  ßr 

X  =  a  oder  für  ein  beliebiges  x,  so  ist 


•i-i 
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rin  y^  ganz  irilUcfiriich  (anbestimmbar)  blaibt^  «o  dass  dann  y  =  C,  d.  h. 
»ch  dftr  wiUkQrliehea  Konstanten  tu  sietzen  ist. 

1)  x|j-3y+bx'  =  0(8.86). 

8x»T'ex*     8x«-"'*8x«-"' 

8^+'8T'-°'*8T«+^8x»-'* 

8*  y     8' y 
dato  also'g— ^t   g— » ,-....  sämmtUob  Nulaind  für  jedes  x.  Setzt  man  x=a=l, 

=71  =c ,  so  ist  für  diesen  Werth : 

.  |l  =  8e-b..g  =  6e-4b.    |^t  =  6(«-«'). 

o  ,  =  c+(3e-b)(x-l)+^^=l^(x-l)'+5^^\x-J)'={e-b)x'-H)x*. 

Icher  Werth  der  yorgelegten. Gleichung  genügt. 

sr  wenn  man  mit  4y  multiplijEirt,  was  gestattet  ist,  da  nicht  y=0.da8  allge« 
»ine  Integral  sejn  wird: 

(2yH+2gx)(2xy||-2y.)+4byLy=.o. 
i  wenn  y'=z: 

Amt  dieser  Gleichung  folgt  durch  nmaCge  DiiTereniiation.  nach  x : 
nun  (S.  10):  ' 

£.m^'"}  0H-)]= Gi+"«Of.  0H-0+ 

lasA  also  für  x  =  0  (d.h.  a=0)  und  n=l,  2,  3,  .  .  ,: 

—  2t hb — =0:    — =;0; 

»ieater,    DüfertniUl- u.  lnt«fral-R«clinong.  20 
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u.  8.  w.  alle  folgenden  Differeniialquotienten  Null.     Ist  alio  z  für  x=*0  gteieh  c;  so 
hat  man 

,    2ffe   X*     ^  ^     ,         ,     gc      t 

' = «+ bfr,  Y  •  "»•  »^  y' = «+ b!i7  »'• 

Anm.  Man  kommt  auf  obige  Differentialgleichunf:  bei  AaflSsong  folgender  An^^abe: 
Diejenige  Konre  sn  suchen ,  welche  alle  Ellipsen ,  die  dieselben  Brennpunkte  haben »  noter 
rechten  Winkeln  schneidet.  Sey  nftmlich  2e  die  gegebene  Entfernung  der  zvei  Brennpukte, 
2a  die  grosse  Ate  irgend  einer  der  Ellipsen,  so  ist  (a* — e^x'-j-^'y'^-  a'(a' — %*)  dieGid- 
chnng  derselben,  wenn  die  Koordinatenaxen  wie  in  9.  -53,  II  gewählt  werden.  Die  Gleiehoiig 
der  berührenden  Geraden  in  einem  Punkte  diesem  Ellipse,  dessen  Koordinaten  i,  v  sind,  iä 

also  (S-  3) :  y  —  i;  =  —  - — ^ —  .  -^  (x — I).  Geht  nun  die  gesuchte  Kurre  (Trajectorie)  doitb 

diesen  Punkt,  und  sind  also  |,  v  auch  die  Koordinaten  desselben,  so  ist  die  Gleidinkig  der 

berilhrenden  Geraden  an  letztere :  y —  v  =  t-t  (x  —  {) ,  wo  r-^   aus    der   noch  unbekaimtM 

0  c     .  0  c 

Gleichung  der  Trajectorie  zu  sucheU  ist.    Da  beide  Tangenten  auf  einander  tenkrecht  stehn 

a*  — e'  I   8v 

sollen ,  so  mass ; —  —  7n  =  —  T  seyn ,  d.  h.  wenn  man  nun  mit  x  und  y  die  Kooidi- 

a-       V  8  6  '      . 

naten  der  Trajectorie  bezeichnet,  so  muss: 

^-^  jli=U  (»•-••)x'-|-»'y'  =  »'(a«-e') 

seyn ,  da  dieser  Punkt  auch  in  der  Ellipse  liegt.  Eliminirt  man  a'  cwltchen  diäten  Gl«idnui- 
gen,  so  bekommt  man  eine  Gleichung,  die  für  alle  Ellipsen,  also  für  alle  Tr^ectoricnponkte 
gilt,  d.  h.  man  erhalt  die  Gleichung  der  Trajectorie : 

mithin  y*  =  c i-r-»*»  (e*+c)y*+cx*  =  c(e+e*). 

e*-|-c 

Ist  c  positiT,  so  hat  man  die  Torgelegten  Ellipsen  wieder,  so  da«  ein  poritiTee  c  niefatpavt«' 
für  negatiTO  c  hat  man  Hyperbeln,  welche  dieselben  Bcennpuqkte  hieben,  und  Ton  dearnjcde 
wirklich  alle  Ellipsen  rechtwinklich  trifft  Hatte  man  Hyperbeln  von  denselben  BreBBpakteo 
gewählt ,  so  wHre  man  auf  Ellipsen  gekommen. 

Dnrch  nmaligc  Differentiation  folgt  hieraus,  wenn  n^l: 

während  für  n=  1 : 

^8T'  l"8i^yj+^8l  lV8-J+^-i+*-°- 
Hieraus  för  x=0  (d.h.  a=0): 
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«8y8»y     »„8'y        8'y  8»y     „ 

-®8l8r-*y8?+^8T«  =  ®'8-p  =  *''  '••••''• 


,«^,  T  =  «+T'+Ä 


üx  ox  8x  .    ox 

o  kt  für  n>2: 

Hr"-'>j^H«*-'%^:+<--'"p]+'iv^^'-<-f.+ 

8x  ,  8x      -■  8±        ■-  ^^  -■ 

rIlireDd(fürn=l,  2): 

2xy"j-2  =  0. 
Hieraas  folgt  tBjx=0:  

dl-^'6^-     J--^r^'  e?-?.»»'-.   . 

Setzt  man 

g  g  «  -  Ä  ^ft 

ro  e  (cc)  die  willkfirUche  Konstante. 

n.  Oft  führt  die  eben  angegebene  Methode  auch  auf  eine  unendliche 
leihe  9  die  dann  nothwendig  konvergiren  rouss,  wenn  ihre  Anwendung  mög- 
ich  seyn  «oll.  Lässt  sich  die  Snmme  der  unendlichen  Reihe  angeben,  so  hat 
Dan  eben  dadurch  das  Integral  dec  Gleichung  in  geschlossener  Form.  In 
ler  Regel  wird  man  dabei  bequemer  so  verfahren,  dass  man  für  y  eine  Reihe 
'on  der  Form 

y  =  Ax«+Bx«+*+Cx"+'+.... 

rAhlt  und  dann  er,  A,  B, ...  so  zu  bestimmen  sucht,  dass  diese  Reihe  der 
rieichung  genfigt,  ohne  zwischen  x  undy  irgend  eine  Beziehung  festzustellen. 
>fl  ist  es  bequemer,  für  y  eine  Form  y(x)i/;(x)  zu  wählen,  wo  tp(x)  eine 

leihe  obiger  Art,  dagegen  etwa  cp  (x)  =  e  *,  sin  ax,  ..*,  ist;  oder  auch 
W 


5)  Sey  z.  B.  die  Gleichung 

ftv 

+-y«  =  tx 


dx 

20» 
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9>'(x) 
vorgelegt,  und  man  setze  y  =  — ^,  wo  <)o'(z)  den  DÜTerentialqnotienten  ron  ^(z) 

bedeutet ,  so  ist 

Sey  also  ^(x)  =  Ao4-AiX+Agx'4"  •  •  •  •» 

v"(x)  =  2A,4-3.2A,x+4.3A4X»+ , 

so  moss  2A,+3.2A,x+4.3A4X^H-.. .  =aAoX+aAiX*+aA,x*4" 

feyn ,  woraus 

Aj  =0,  d.2A,  =aAo,  4.dA4  =  aA^,  5.4A5  =  aA«,  .  .  . .»  n(n — 1)A  =»aA       , 

SO  dass  Aq  und  A^  ganz  willkürlioh  bleiben  und- 

A    -  5^    A  -^    A  -0   A  -^  A  *^'^ 

ist;  folglich 

und  wenn  man  die  beiden  unendlichen  konyergenten  Reihea  mit  X,X4  bezeichnet: 

v(x)  =  AoX-i-A,X,.^'(x)  =  Ao|f'+A,^^,    . 


y  = 


8X  8X,    '8X         8X, 

^^87+^^  87_8i^+^8r 
AoX+AiXi  X+OXt    ' 


wo  C  I  =  T^  J  die  willkOrliche  Konstante  ist. 

Man  sieht  sdion  aas  den  obigen  Beispielen,  worin  das  Wesen  dieser  Me- 
thode besteht ,  ohne  dass  wir  weitere  Beispiele  zuzufttgen  hätten. '  (Vergl. 
auch  §.  83.) 

III.  Zuweilen  führt  die  Annahme  einer  Gleichong  zwischen  x  und  7,  in 
der  noch  zu  bestimmende  Konstanten  vorkommen,  za  einem  Integral. 

So  wenn  etwa  die  Gleichung  " 

^y     .  \  Ay*-hby*+i  ■ 

8x""'~-  V    ftx*+bx*+l 
vorgelegt  wäre,  wähle  man  einmal  die  Gleichung 

.       A,xV+Ä,(x*+y«)+2A,.xy^l=0, 

*  8x  A,x»y+A,y+A,x  (A,x»+A.)y+A,x 

Aber  die  angenommene  Gleichung  heisst  auch 

(A,y*+A,)x»+2A3yx+A,y»-l=rO. 
woraus  (A,y*+A,)*x«+2A,y(A,y«+A,)x4-(A,y*-l)(A,y«  +  A,)  =  0, 

(A,y'+A,)»x»+2A3y(A,y'+A,)x  +  (A3y)»=(A,y)»-(A,y^-l)(A,y«+A,). 

(A,y»-fAJx+A^y  =  ±V(A,y)»~(A,y»^l)(Af^*+A,); 
eben  so  (A,  x*+A8)y+A,  x  =  ±V(A,x)«  — (A,x»— l)(A^x*+A,)  -. 

sodass  ^        «y     _^Y/-A,A,yM-(A3'+A,-A,»)y»+A, 

8x-"-  V    -A,A,x*+(A,»+A,-A,»)x«+A/ 
und  wenn  diese  Gleichung  identisch  seyn  soll  mit  der  rorgelegten,  so  muss  manbft^" 

--A,A|=aA,,  A|'-At»+A^=^bA, 
^'^-  A,  =  -a.  A,=VA»(b-hA,)+a, 
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n  A]  ganz  willkürlich  bleibt.     Demnach  ist  die  Integralgleichung  der  vorgc- 

Gleichung :  

-ax»y»+C(x»4-y*)+2xyVC(b+C)  +  a  =  l. 

1 
•etzt  man  hier  etwa  C=ti,  also  ^sitir ,  a=m^  also  eben&lls  positiv ,  b  = 

-m',  80  ist  diese  Gleichungj 

x*+y»+2xyV(l— k'Xl— ni*k«)— m*k*xV  =  k*.  (a) 

t  die  Integralgleichung  Ton 


»y    .  \ /(i-y')(i--'nV)  ^ 

8x~-  V  (i-x»)(l-m»x«)*  ^^' 


Ifan  Tergl.  »(^nuierts  Archir",  XI,  S.395.)  Weitere  Hilfsmittel  zur  Integra- 
iT  DilTerentialgleichungen  erster  Ordnung  gibt  oft  die  Integration  der  höheren 
tntialgleichungen ,  zu  der  wir  jetzt  übergehen,  an  die  Hand. 


Ans  de^  Gleichung  (a)  folgt: . 

— V(l-k»)(l— m»k*Xy±kV(l  — y*)(l— m*y*) 


x  = 


1— m'kV 
lan  nun  Torans,  es  sey  für  y  =  0  nothwendig  x  =  k,  so  gilt  das  obere  Zeichen ;  das  un- 

«m  für  y  =  0,  x  =  — k.     Ebenso 

—  X  V(l— k»)(l— m»k»)±kV(l— x')(l--m*j[») 
^"^  l-m*k»x» 

u  (a)  folgt  durch  Differentiation : 

8y x+V(l— kO(l— m"^y— m^k'xy' 

®*~^       y-|-V(l-k*)(l-m*k*)x— m»k*x»y' 
d  

X— m*k»xy»  +  V(l— k»)(I---m»k»)y=±kV(l  — y»)(l— m'y») , 

y  — m«k»x*y-bV(l— ^*)(l-"n"*^*)»=±>tVÖ^»*)(l— m'y*)  • 
m  gelten  1>eider8eits  die  obem  Zeichen ,  wenn  fary  =  0:x  =  -^k  und  für  x  =»  0:  y  =;;: 

üe  unteren  im  entgegengesetzten  Falle.     Also  ist 

8y_       ±V(l-.y«)(l-n»»y») 

ö*  ±V(1  — xO(l-^m»x»)' 

1)  wenn  «lifx  =  0  auch  y  =  +k    8y  \  /(l~y')(l— ^'y') 

y  =  0     ^     x  =  +k'8x""        V   (l-.x*)(l-m*x»)' 


2)                x  =  0    „    y=-k    8y 

y  =  0     „     y  =  — k'8x 

« 

3)                x^O    „    y  =  +k    8y 

y=:0    „    x  =  -k'8x-""^ 

n 

4)                  x  =  0     ,     y=-k    8y 

y  =  0     ,     y  =  +k-8x-."^ 

*i 

III  ersieht  hieraus,  wie  das  Doppelzeichen  in  (b)  zu  wählen  ist 

• 
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Dreizehnter  Abschnitt 

Die  Differentialgleicbungen  höherer  Ordnung. 

§.T2. 
Eine  Gleichang 

heisst  eine  Differeotialgleichnng  der  n^  Ordnung  zwischen  z  ond 
y.  Eine  jede  solche  G4eichuDg-hat  nothwendig  eine  Inte^ralgleichang,  in  der 
n  Konstanten  vorkommen ,  die  in  der  Gleichung  (a)  nicht  enthalten  sind. 
Der  Nachweis  dieser  Behauptung  lässt  sich  in  ähnlicher  Weise  wie  in  §.65 
führen.     Wählt  man  nömlich  für  einen  beliebigen  Werth  x  =  a  die  Werthe 

vony,  r^,  ...,— j^  willkürlich,  so  gibt  (a)  den  zugehörigen  Werth  von 

8x 

— - ,  mithin  erhält  man ,  wenn  man  beachtet ,  dass  filr  unendlich  kleine  Ji 

8x 

die  Grössen  (§.  11)  ^y,  ^'V*  •  •  m  ^y  mit  ^  {Jxf,  ^-^  {Js)^\ . ., 

8z  8x 

8y 

g^  J\  zusammenfallend  angesehen  werden  dQrfen»  hieraus  für  x  =  a'-f-^i» 

■— l 

die  neuen  Werthe  von  -^"V , . . . ,  -j/y ,  also  auch  von  — ^, . . , ,  «^rj,  wor- 

■     8*y 
aus  die- Gleichung  (a)  den  zugeliörigen  Werth  von  — ^  liefert;  hierans folgen 

8x° 

die  zu  x=^tL-\-2Jx  gehörigen  Werthe  von  y^ . . .,  —^  u.  s.  w. ,   Alles  nach 

8x' 
dem  Schema : 

^8i'-*^»      Hi'"*^»      ^8x*^»         ^8x'^«  ■    • 


Di«  Gleiebmigeo:  ^  =  f(x),  5^.=^W.|7.=f  (f|).  3J1 

Man  steht  hieraus,  dass  man  die  nach  einander  folgenden  Werthe  von 
hiedoT^h  alle  ermitteln  kann,  so  dass  also  y  gegeben  ist,  mithin  unsere 

shanptung  als  gerechtfertigt  erscheint  Die  willkürlichen  Grössen  Yq ,1^.0  . 

.,  1 7)  vertreten  die  ir  willkürlichen  Konstanten.  Esistwohl  von  vom 

Tcin  klar,  dass  man  hier  noch  weniger  als  im  vorhergehenden  Abschnitt 
De  allgemeine  Auflasung  der  Gleichung (a)  wird  geben  können,  so  dass  wir 
IS  Zunächst  an  gewisse  besondere  Formen  werden  halten  mQssen. 

a  voi;gelegte  Gleichung,  so  folgt  ans  derselben  dorch  unmittelbare  Inte- 
ation  : 

»  Ct , ,  C.  willk&rliube  Konstanten  sind.     Offenbar  kann  man  aach 

breiben :  • 

y  =  /7! . .  /*f  (x)  8x'  +  C./"*  +  e,x"^+. . .  C__,x+C__   {%.  47). 

ILSey  g^,(^). 

setzt  man,  wenn  0^  =  u : 

8»y     8n     8u8y  8n 

8T'  =  8^  =  8^8i**'=8lf°* 

h. 


+c  ■ 


t)  *  =  2/f (y)  8  y+C .  .|I  =  ±\/»  ft(j)  8  y+C ,    f—--jJl= 

x+C. 
dass  also  die  Jntegralgleichnng  ist: 

''  V  2/f(y)8y+C 
beide  Zeichen  gelten. 

I  da  auch 

wird  man  also  n  eluniniren  zwischen  l^^J  JhS'^^  ^^^  *  ^^J {(jä)'^^' 


IV.  Ö  " 


-(B) 


8x  ^8x 


gibt ,  wenn  man  — ^  =  u  setzt  : 

'ex 

.8 
8 

Ferner  ist 


8 


-=/r^'^=/"''=/"8-^''^*''^=/?fe       *'*^' 


8x'    "    ^   8x 
8 


=^=yy  e»/LA^'.+.o.]  H-=/[/4)-+«-]  i|+'^' 


8x'   "    "  8x 


i  =y  "8?  ^' =y  8£i  8^  ®  ° -y  17  ÖS)''"*'-«  • 

,      Ay.       Äy  8u 

''=yii*'=y.8^r(;ö+*^-' 

und  wenn  man  dann  u  zwischen  den  Werthen  von  x  und  y  eliminirt,  so  erhält 
man  die  Integralgleichung. 

='GrO 


V.  «■+% 


8x  ^8x 


8>_„. 


gibtfür^  =  u: 

8z 


^,=  f(u).x  =  ±/'  ^°  +C,(Nr.U).  ^'=±,.         ' 

.»— *_       /»o"-  Ai»_i>_  /•  o8n  . 


8       y      Ay  Ay8x         ^ /•  "'" 

Dann  _=y_8,=/-I  8^8«=*/ V2/V^8.+  C 

a— 1  /».n— 1 


y    4.A y  au  .  Ay  8a 

x"  •^8x"    'V2/f(u)8u  +  C  •^  ^' V2/f(u)8o  +  C       " 


8y 
SO  setze  man  r^  =  u ,  und  die  Gleichung  ist  * 

g^  =  f(x,u). 

Kann  man  diese  nach  den  Lehren  des  vorigen  Abschnitts  iniegriren,  fio 
erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  x,  u  und  der  Konstante  C.  Folgt  dir- 
aus  u=^9)(x,C),  so  ist 

||  =  9(x,C),  y=yi»(x,C)8x+C'. 

Folgt  dagegen  x  =  i^(u,  C) ,  so  ist 
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8  z  8x 

6y__jßyßa_8y    J 8y  1 

8x"~6u8x~8u"  Sx^eu    8»(n,C)   * 


=/ 


eu    e»(n,C)    '    ^y  8a 

8a 

und  man  wird  u  eliminireD  zwischen  den  Werthen  von  x  and  7. 

^"-  8x»-'V'8xJ 

•u*  Ät    Öy  ,      8*y     8u     8u  8y     ßa 

gibt  fiir3-^  =  u,  also  ^  =  3^  =  3^  ^=:~a:  -  . 

kann  man  diese  Gieiehnng  integrireo»  so  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen 
y,  u  nnd  C,  aus  der  folg^  u^f^Cy»  G),  dann  ist  also 

Folgt  aber  j=^(u,  C)»  so  ist  zugleich 

8y         8t^(a,C)  . 

8y_    _    8u  8a 


8x  8x  8x 

8u  >8o 


8x      8^(a 


8a  8a 


iQ     ^_    A»(a.C)8ü     ^, 
i      *         y       8a        u 


^'n-  b^'='(-B)' 


8x  '  '^     81 


gibtmr5^  =  n: 


8x* 


j5  =  f(x.n);F(x,u.C)=0; 
cx 

folgt  hieraus  u  =  9)(x,  G),  so  ist 

^  =  9(x.C). 

8x' 

woraus  y  nach  I.    Zieht  man  dagegen  daraus  x=  i/;(u,  C),  ^=      q^*     »  so 
erhält  man  y  wie  in  IV.     Aehnlich  ist,  wenn 

8       y     gfo  y     8 


8x^  ^8x        8x 


l'u     ,r     8a^ 


8% 
für  ^  =  u:  l'u 

8x  8 

welche  Gleichung  wie  VII  zu  behandeln  ist.     Hat  man  dann  ^  =  9)  (u,  C), 

»0  ist  X  =  /      °c)"+  G'  und  y  folgt  wie  in  IV. 

Ehe  wir  zu  weiteren  Spezialitäten  übergehen ,  wollen  wir  doch  vor  Al- 
lem einige  Beispiele  zur  Erläuterung  des  Vorstehenden  l&sen. 
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1.)     g^  =  a'y  gibt  nach  II: 

Hieraus  folgt 
l(ay+Va'y*+C)=±(ax+aC').  ay+V^*+^=:C.  e±",  ViVHFc=C,e±"-ay, 
a»y»4-C  =  C,*e±''*-2ayC.e*"+a»y»,  2ayC,e±."=C/e±*"-C, 

y  =  2li*       ""2lc:^         ,d.h.y^Ae+Be       . 
wenn  A  und  B  die  willkürlichen  Konstanten. 

Fip'30.  2.)   An  einem  elastischen  Stab  oder  Seile  AB  (Fig.  50)  werde  ein  Ge- 

wicht'p  angehängt,  und  es  sey  B  die  Ruhelage  desselben;  man  briqge^niui 
das  Gewicht  gewaltsam  in  die  Lage  B',  wodurch  der  Stab  ausgedehnt  wild 
und  überlasse  es  dann ,  ohne  ihm  eine  weitere  Bewegung  mitzutheflen;  tiek 
selbst.     £s  soll  seine  Bewegung  untersucht  werden. 
/<B^         Sej  am  Ende  der  Zeit  t  das  Grewicht  in  M^  in  einer  £ntfemang  x  Ton 
-^  der  Ruhelage  B,  wo  wir  x  positiv  yon  B  gegen  B'  hinv  fkegatir  ron  B  ge- 
X  gen  B''  rechnen ;  in  diesem  Punkte,  wird  dör  bewegte  Körper  nur  ron  der 
CpS'  elastischen  Kraft  des  Stabes  getrieben  werden ,  ida  das  eigene  Gewicht  auf- 
gehoben wird  durch  den  tragenden  (bereits  schon  ausgedehnten)  Stab ;  diese  elasti- 
sche Kraft  ist  proportional  dem  Abstände  x  und  wirkt  -nach  der  Richtung  B'B. 
Demnach  (§,  13,  IX)  hat  man 

P  8*1  « 

wenn  a'  die  elastische  Kraft  des  Stades  in  dem  Abstände  1  bezeichnet.     Hienuif 
folgt  nach  II : 

±i-«(rin  =  :^). 

arcr8m=  -^  j  =  ±(«t+aC'),  :^=±sin(at-|-oCO=±cosaC'siiiot±8ln«C'eoi«t. 

Setzt  man  also  x — ^cosaC'=A,  T sinaC  =B,  so  ist 

a  fit 

X  =  A  sinat+Bcosat  ==  Asin  Ja  t  \a -^  j+Bco8  Tat  V/  — 


Dm  nun  A  und  B  zu  bestimmen,  sej  BB'=c,  so  istx — c  für  t=0:  da  hna 

die  Geschwindigkeit  im  Anfange  der  Zeit  ebenfialls  Null  ist,  so  ist  auch  (§.13,  TL) 

8z 

Q-  =  0  für  t= 0.     Demnach 


=  B,  0=Aa'Y/-^;  B:^c,  A  =  0, 


c  _ 

P 


=  ccos  I  at  \/  -8-  1. 


z 

V         ▼      p 

Diese  Gleichung  ebarakterisirt  die  eintretende  Bewegung  rollatändig»  Di 
cos^^at yZ-^J  zwischen  +1  und  —1  liegt,  so  folgt  hierauss  Die  Entfemugs 
wird  nie  grösser  als  c,  d.  h.  der  KT)Tper  geht  üie  weiter  als  nach^'^  er  konwK  dNi 
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1  xa  den  Zeiten  t=0 ,'  —  %/  — ,  — A/  —,.•.;,";     x  wird  nie  kleiner  als  —  c, 

a     T      g      a     v^     g  •         • 

h.  der  Körper  steiget  nicht  über  B'^  wenn  BB''=BB';  er  kommt  in  B''  an  zu  den 
eiten  —  \/  —t  ~~^y    —,....     Die  Geschwindigkeit  —  ist  am  grötsten ,  wenn 

w I  at'V/  -^1=0,  d. h.  wenn  xn: 0 ,  oder  wenn  der  Körper  durch  B  geht,  sie 

t  Null ,  wenn  der  Körper  in  B'  oder  B''  ist.   Man  sieht  daraus,  dast  die  Bewegung 
ime  regelmässig  schwingende  ist,  und  dass  ^e  Dauer  einer  ganzen  Schwingung  ^= 

n/-  -^ 

Gesetzt,  jedes  Mal  wenn  der  Körper  in  B'  wieder  angelangt,  gebe  man  ihm 
inen  kleinen  Stoss ,  der  ihm  eine  Geschwindigkeit  m  ertheile  gerichtet  gegen  B,  so 
rollen  wir  nun  annehmen ,  in  einem  bestimmten  Zeitmomente  befinde  sich  der  Kör- 
er eben  in  B'  und  wollen  von  da  an  die  Zeit  t  rechnen.     Alsdann  ist  wie  oben 

x  =  Asinat'f'Beoiat,  . 

8x 

nd  für  t=0  :  x=c,  r-:= — m,  also 

o  t  .     - 

e  =  B,  — m  =  Aa;  B=re,  A  = , 

a 


wird  auch  jetzt  nach  der  Zeit  — A/  —  jeweils  wieder  denselben  Werth  erlan- 

a    T      g 

8x 
en,  die  Schwingungpidauer  also  dieselbe  bleiben,  aber  r—  wird  0  sejn,  wenn 

ac     r     g 

roraos  für  atA/  -^  zunächst  ein  Werth  zwischen  -—und  n,  etwa  =y  folgt;  aber 

▼^      p  2 

ben  so  auch  y-^-n,  ^^2  tt,  . . . . ,  so  dass  also  die  Werthe  der  Zeit  t ,  für  welche 

ein  Maximum  oder  Minimum  ist,  sind: 

aVg'       a       Vg'        a        Vg'  ' 

nd  zwar  geben  der  erste,  dritte, . . .  Minima,  die  andern  Maxima,  für  die  ersteren 
rird 

T  a'c*   ff 


ir  die  andern  x:=-j "V/ i^'c'+m'  — .     Da  dies  ^>c,  so  wird  also  dieAusdeh- 

mng  der  Schwingung  grösser  seyn  als  früher.  Wenn  also  jedes  Mal,  wenn  der 
Hfper.in  seinem  tiefNten  (höchsten)  Ponkte  angelangt  ist,  demselben  ein ,  wenn 
leh  noch  so  kleiner  Stoss  ertheilt  wird,  so  werden  seine  Schwingungen  nothwendig 
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immer  weiter  werden,  so  dass  am  Ende  der  Stab,  wenn  er  diese  grossen  Ausdehnun- 
gen nicht  ertragen  kann ,  zerreissen  wird.  * 

3.)  Man. soll  diejenige  Kurve  bestimmen,  'in  der  der  Krümmungshalbmesser  in 
allen  Punkten  derselbe  (=a)  ist.     Man  hat  also  (§.  13,  XI) 

* FV =*'87»=±Tt^+l8iJJ 

87« 
folglich  nach  III : 

y=±/ i+C,  x  =  ±a  / ^+C', 

^  d+o«)^  ^  d+u«)^ 

d+u»)*  (1+0*)* 

woraus  (y-C)»+(x-CO*  =  a», 

d.  h.  die  Kurve  ist  ein  Kreis  vom  Halbmesser  a.  .  Sein  Mittelpunkt  ist  beliebig  wo. 
4.)  Man  soll  

XS^^J  -*  8x«'  8x*-*  V  er» 

integriren.     Nach  IV ,  wo  jetzt  n = 3 ,  f  (u)  =  a  Vu : 

'+Wi:Vii  =  T^'*^  8^~/"8i''^=/a  ^"=S 

8y       A»y8x^         2    /*  u^   o     ./.    Z*»«         1     ii^C-    ^    ,^ 

rx=y8r»8-^^"=3iyi^^''+Vu^=3^^^ 

3av  »V^n  *  J  ^V'^  J  ^V^     Iß»  »  » 

Aber  l/n="+C,y=='Y^ol+C,n+C,ui  +  C,,  d.h. 

oder  was  dasselbe  ist 

y  =  ä4Ö+-2r+-6-  +  ^^" +^**+^'' 
.  8^r8^-\« ^.8*y  a 

^•^  8x*  V8x»J  ""        'ex*""       f8^"l« 

V8  x»J 

a      /^        8*y^ 
gibt  nach  tr,  wo  n=:2,  f(u)=— :^,   ^^tt=g^,j: 

Hieraus  folgt 

*  Hierauf  beruht  die  Erkl&nmg  der  Beobachtung  Sävarts,  dass  wenn  man  daa  btstt** 
ten  Finger  in  reg)»hnAMigen  Zwischenzeiten  an  emem  elastisehen  Stabe  hhi  ted  hnflhrt»  ^ 
selbe  hl  Schwingungen  von  messbarer  Weite  versetzt  werdjBu  kann.  Dessgleiehen  «kUMÜk 
hieraus  das  Zerreissen  von  Kettentiracken  unter  dem  legehntarigen  Tritt  der  Soldaftn  ■.!.*• 


Geoneftrit^  Aufgaben ,  jdle  fateher  gehören.  SliT 

llAn  doli  diejenige  ebene  Kurve  finden ,  ij\  welcher  die  yon  jeinem  bestimm- 
ie  anfi^genden  BOgen  mit  den  Stücken  der  Ordinatenaze,  welche  durch 
Alien  in  den  Endpunkten  dieser  Bögen  abgeschnÜten  werden,  in  einem 
m  Verhältnisse  stehen. 
Gleichung  der  Tangenie  im  Punkte  (x»  j)  der  gesuchten  Kunre  ist^ 

*    *  8t 

die  Ordinatenaxe  in  einem  Punkte,  dessen  Ordinate  rny-^xg-  ist.    Sej 

le  Abszisse  des  Anfi&ngspunktes  eines  Bogens,  x  die  des  Endpunktes;   j|, 

gehörigen  Ordinaten,  so  ist  die  Bogenlänge  =±  /\/i«j_r?Z^  .8x, 

**  8y 

das  Stück  der  Ordinatenaxe  zwischen  den  beiden  Tangenten =y—i(  g— 

8yiT  8y.  8y 

Xt  5 —  I  i8t>  "^o  ^r~  den»  Werth  Von  r-  für  x=Xi  bezeichnet,  so  dass  also 

ö  Z|  J.  0  Xj  '  oz 


X 


nun  X|,  ji  konstant  sind,  so  folgt  hieraus,  wenn  man  nach  x.differenzirt 

8y 
ler  Gleichung  die  Kurre  zu  bestimmen  ist.     Nach  IV  ist  (für  r-  =  u) : 

i'+VlT?)  =  -nl(x)+C,  u+yi+^'^Cz"'".  u+Vl+tt«^Cx"""; 
l-|-u*=C*x      — 2eux     +'1*.  n=Y»     — 2C»   ' 

8y_^    — n 1_    n C  1— B       L._    ""^^-UP' 

8x~2*  2C  *    •  ^^      2(n  — 1)*  2C(n+l)^      "•* 

1 
ei  gilt  in  n=i:  —  das  obere  Zeichen,  wenn  der  Bogen  wächst  mit  wach«> 

(8.55). 

«  i)ieielbe  Ao^be  kann  anch  etwas  anders  eingekleidet  werden.  Denken  wir 
^H  es  bewege  sich  ein  Gegenstand  in  der  .Ordinatenaxe  gleichförmig,  während  ein 
eh  mit  ebenfalls  gleichförmiger  Geschwindigkeit  gegen  ihn  bewegt,  so  beschreibt  iets- 
firagfiche  Rnrre,  and  wenn  man  in  einem  Punkte  dieser  Karre  die  Tangente  sieht, 
»  die  Ordinatenaxe  in  dem  Punkte,  in  dem  der.  erste  Gegenstand  (Herr)  sich  beendet, 
las  zweite  (Hand)  in  dem  fraglichen  Kurrenpankt  ist.  Die  GrOsle  a  ist  =*der  Ge- 
MÜ  des  Hundes  diridirt  durch  die  des  Herrn.  Ist  im  Anfange  der  Zeit  der  Herr  im 
mkt  der  Koordinaten ,  djer  Hund  im  Punkte  x^ ,  yt ,  so  muss  für  z  =  Z|  aneh  y  =  yi 

aibe  Gkiehung'sur  Bestimmong  der  zwei  Konstanten  liefert;  dan<[rseyn  wird» 
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10  itt  für  I  =  0,  y  =  (y,  t^  i»t  C  der  grnie  Weg,  den  der  Herr  luiacklegt,  U«  dar  Hand 
ihn  einholt,  so  da^s  (da  der  Bogen  wichst  mit  ahpehmendem  z),  aJt>o  n  =— : 

wk 

(h-  

/  /8v^2    .  1 


-/V^H)V.=.c=-ic 


seyn  mnss .  was  anf  -  v 

2(1  — n)^2(4+n)C   *        ^  n 

führt,  welches  die  aweite  Oleichnng  ist  iwischen  den  KaartapieB  C-w^f^i 

anch  die  Tangente  ah  die  Knnre  im  Pnaktf  Xt  •  Tt  dnreb  den  Anfuig^wikl  gelienf  d.  k.  ci 

Öyi   >^  j^  .        C  i-fc  1  ^-H«  .•       {8T| 

■»«•  y»-^  ä^  =  ^»^°''^'^^y^=+2(r=:^'^       -2(n+l)c'-.        +^'   ä^ 

G     — «       1b 

SS  -^St      —  öT^  ^  •  '^  e'ihllt  man  dieselbe  Gleichung  wieder. 

7.)  Man  soll  die  Kunre  finden,  bei  der  der  Krümmungshalbmesser  im  Punkte 
(^j}  gfeieh  ist  nmal  der  Länge  des  Stücks  der  Normafle  .zwiftchen  diesem  Punkte 
und  der  Abszissenaze. 

Man  hat  also 

Öx» 
so  dass  nach  VJI: 
8a 


*8 


—  L  2. 

VT+V=Cy«.  l+V=Cy».(J|y=Cy"-l. 

V   Cy*-1 


8 
8 


in  weldier  Gleichung  nun  n  g^egeben  sejn  muss ,  ehe  man  integriren  katin.  Dabei 
kann.  Übrigens  n  positiv  oder  negativ  seyn,  da  die  erste  Seite  der  gewählten  Glei- 
chung den  positiven  oder  negativen  Werth  des  Krümmungshalbmessers  ansdrädLes 
kann. 

Sey  a.  B.  n= — 2,  so  ist 

also  ±(x+C')=^arcf.in  =  ^I^^-Vc7rp. 

was  eine  Cycloide  ausdrückt.     Für  n  =r  2  ist 


A 


"y    =lvcir=i.  x+c'=±^vö73i. 


eine  Parabel.' 

8.)  Ein  Körper  bewegt  sich  geradlinig  unter  dem  Einflusa^  der  BokmAnB 
ißUt  vertikal  herab)  in  einem  Medium  (Atmosphäre),  das  einen  WideislaiKl  MK. 
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ier  projporiionftl  ist  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit.     Man  soll  seine  Bewegimg 
bestimmen.  .  '     s       .     7 

Am  Ende  der  Zeit  t  sey  er  in  dem  Abstände  x  Ybn  seinem'  Ausgangspunkte ,  so 

ist  «eine  bewegende  Kraft  (§.  13,  X)  =  -^  ^;     dieselbe  ist  aber   auch    =p  — 

pm'l  -r:  I  ,  wenn  m'  ein  gewisser  Koeffizieot  fst,  so  dass  pm'  den  Luftwiderstand 
Ar  die  Geschwindigkeit  1  ausdrückt  (§.  13»  LX),  also  ist 

r--=u  gesetzt  gfibt 

.  ö**       /<*tv       8t,       ,1        y*,^>  /      8ii       ',_ 

2iii   V.1  — nutz  ^  '  ^  V.1— mu;! 


l+nia          Smft            Co     *  — 1 
•=  ue         ,  mn= — - — ^ , 

1-mu  Ce     'Vi 

Ist  für  t=0  auch  die  Geschwindigkeit  0,  so  ist  dann  u=0,,  abo  C  =  l  und 


e       — 1        8x      e       — 1  /e       — 1  ^     ,  ^ 

e       +1  e       +1  •'    e     -+1 


=/ 


■ft       -mgi  mg   "" 


e     +e 

iinddax=:OfÜr  t=0,  so  ist  0= — l(2)+C',  C'  =  — — 1(2),  also  endlich 

mg'  mg 

•  8x-      1  e      -^e  1    .f9     +e 


— r»''-"m^g'V.         2         J 


8  t      m     »f*  •    — »r»  m'  g 

e     +e  * 

welche  zwei  Gleichungen  f&r  jede  Zeit  t  die  Geschwindigkeit  und  den  zurQckgeleg- 
tcn  Weg  angeben.  Wir  haben  dabei  jeweils  die  willkürlichen  Konstanten  sogleich 
bestimmt ,  wie  dies  der  Angabe  angemessen  war,  wobei  wir  also  «nnahmeo,  dass 
Ier  Kt^rper  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  frei  herab^le. 

«9.)' Eine  ebene  Wand  besteht  aus  mehreren  parallelen  Schichten,  you  denen 
jede  f&r  sich  gleichartig  ist.  Sie  wird  von  WArme  durchströmt  und  es  ist  bereits 
der  Beharrungszustand  derart  eingetreten,  dass  die  Temperatur  in  jedem  Punkte 
fauner  dieselbe  bleibt  und  in  allen  Punkten,  die  gleich  weit  von  der  äusseren  Seite 
eatfemt  sind,  eben&lls  dieselbe  ist.  Femer  sej  die  Wand  auf  der  Seite,  auf  der  die 
Wtane  einströmt,  von  einem  Räume  umgeben,  der  beständig  die  Temperatur  t^^  hat; 
aof  der  anderen  Seite  yon  einem  eben  solchen  von  der  Tempente, l«.  Man  soll 
den  Zustand  der  Temperatur  im  Innern  untersuchen.  ,       . 

Es  bestehe  die  Wand  aus  n  Schichten ,  deren  Dicken  ^i ,  ^j ,  •  • .  <t  sejen ;  man 
nehme  die  Axe  der  x  senkrecht  auf  die  Wand  und  die  Seite,  auf  der  die  Wärme  ein- 
itrOmt,  zur  Ebene  der  yz;  sey  X^  der  Koeffizient  für  das  Einströmen  der  Wärmb 
(ifk'  die  erste  Schichte),  A^  der  für  das  Ausströmen  (aus  der  n***) ;  k(,  k}« . .  «k»  die 
KAefixienten  für  die  LeitungsGÜiigkeit  im  Innern;  A|,  Aj, ....,  Xn^i  die.  für  den 
Debergang  der  Wärme  ton  der  l***  zur  2**" , . . .,  tou  der  n  —  1*~  zur  n*"  Schichte, 
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«-^ 


fo  ist  jetzt  die  in  §.  34,  m  mit  v  bezeichnete  Temperatur  von  i,  uid  etai  ••  Tto  y 

und  z  unabhängig,  so  dass  für  jede  Schichte  ist  . 

r— i  =  0 ,  mithin  V  =  a  X +b. 

ÖK  ... 

Sind  also  v^,  V2, . . . ,  v^  die  Temperaturen  in  der  !***,...,  tk*^  Schichte,  so  ist 

Vi=aiX-t-bi,  v,  =  a,x+b, ''ii=*«*+^«» 

wo  a^  •  bt, . . .,  an,  bn  noch  zu  bestimmende  Konstante^  sind.  In  der  ersten  Glei- 
chung geht  ±  Yon  0  bis  0| ,  in  der  zweiten  von  ^|  bis  ^tH^^s«  •  •  •  •  j  ^^  ^^  ^^^  ^^^ 
d(-f~^s'4~* .  ^B_i  bis  Öl  -f-  d^-f*. .  ^n.  Demnach  hat  man  jeweils  für  den  Anfing  und 
das  Ende  einer  jeden  Schichte  folgende  Temperaturen:  1**  Schichte:  b^  U|id  a|  ^i-f" 
bi ;  "2**  Schichte :  aj  ^i+b2  und  a2  (^l4-^2)^~b2 ?"••••;   J***  Schiebte:  ^1(^4-)- .... 

du 
•*^4L-i)H~^  und  aB(^t-4~«*<''"f'^B)H~^>  dft  ferner  r-=:a,; so  bat  man  also  nach 

f .  S4.  Vn  und  VI : 

ajki«t,k,?=..,  =  iy^k^;  — aiki  =  Ai[a4Äi  +  b^  — a,Ä,  — bj.— a4k,=A,[a,(Äj+Ä,» 

+b,-a»ft+Ä,)-b,]...,-a^_,k„_^=A„_,[a^_,(^  +  ..+Ä._^)+b^^-a^(a»+ 
Daraus  folget : 

1,1,  .        1       ,      «1      ,      Ä»-  ,  .      «« 


Aq       Aj 


b.  = 


'~  k. 


\      J 

Die  Wärmemenge»  welche  (überall)  durch  die  Einheit  der  Fläche  in  der  Zeit- 
einheit strOmt ,  ist  gleich  — k«  t^= — k|  a^ ,  d.  h.  gleich 

tp-t, '_ 

und-  wenn  man  diese  kennt ,  so  lässt  sich  t^  aus  tg  bestimmen. 

10.)  Wir  wollen  uns  dieselbe  Aufgabe  wie  in  Nr.  9  rorlegen,  nur  seyeii  die 
Sohichten  konaentrisohe  Kugelschichten.  Die  Grössen  il,  k,  t  soÜen  dieaelbe  B^ 
deutung  haben  wie  to  eben;  es  seyen  die  inneren  Halbmesser  der  ersten,  zweiien, 
.  .  .  . ,  n*** BfUäUB  i^ich  Tq,  Ti  ,  .  .  .,  r„-i  und  r.  der  äussere  Halbmesser  der  n^ 
Schichte.  * 

Darf  man  die  obigen  Voraussetzungen  nebst  denen  in  §.  3^  IV  maofaen,  so  ist 

8*(rv)  b 

-Q^=0,  rv-ar+b.  v  =  a+y, 

d.  h.  wenp  Vf ,  .  .  .,  v«  dieselbe  Bedeutung  wie  in  Nr.  9  haben: 

i    \  '1    bf  '  .   bn 

«'i  =»1+^..  «•t=a,+  ^ ,  v  =a.H 

*  r  ■       ■       r      ^ 


)f 
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'  -'  09  ■  b 

Di^ttir^  (9-34,  Nr. VI,  YlO^  — t«  so  hat  man  zur  Bestammuü^  ddr  2n 

MMtMllMi  a| ,  b| ,....,  a  ,  b  ,  die  folgendea  Gleichungen : 

a)  wenir  die  WArme  von  Innen  nach  Aussen'  geht,  also  to  die  Tenipeiratitr  auf 
NT  hohlen  äeüe  der  ersten  Schichte ,  t(  auf  der  erhabenen  der  letzten ,  A^  der  Ein- 
rahlungdkoefl&zieDt  bei  der  ersten,  X   der  Ausstrahlungskoeffizient  bei  der  letz- 

«isi: 

K\_,,l    ^K     .x:k,b,_k,b,   k^b,_k^ 


b-4  r  .   b._.    •  b. 


—['-+£-"- -^zi:] 


1—1 

Hieraus'folgt: 


)i.r««+A.  r,'+  •  •  +i.  r. •+Ck, "  k,  J  r,  +(  k,       k.  J  r.  +' j 

)  Jx }^ 

kj  ro      k^  r 


n    n 


s+r^.+ .: +?^- 


^  ^       ^  'i  'o  kl     .  r^  .kjj 

k.b. 


^(d~i)dJ'-=^ 


Die  durch  die  Einheit   der  Fläche  in  der  Zeiteinheit   in   die   erste   Schichte 

«r  k-  b. 

DttrOmende  W&rmemenge  ist  gleich  — j- 

b)  .wenn  die  W^rme  ton  Aussen  nach  Innen  geht ,  so  gilt  dieselbe  Auflösung, 
ir  muss  man  dann  die  Schichten  von  Aussen  nach  Innen  zählen ;  t^  als  die  Tempe- 
Itir  auf  der  erhabenen  Seite  der  ersten,  t|  als  die  auf  der  hohlen  Seite  der  letzten 
'liidite  ansehen. 

.Man  sieht  aus  Nr.  9  und  10,  dass  in  beiden  Fällen  die  duroh  die  Flächeneinheit 
jder  Zeiteinheit  strömende  Wärmemenge  der  TemperaturdiflbrMU  ^~*t|  propor- 
mal  ist. 


§.73. 


8y    d*y 
I.  Betrachtet  man  ^.  ^—j,  ...  als  Grössen  yon  den  Graden  0,  —  1  i  —  2, ,.., 

OX     0  X 


eine  Differentialgleichuiig' homogen  sejn,  wenn  alle  ihre  einzelnen  Theile 

8y  8*y      v 

melben  Grad  haben,  d.h.  wenn,  indein  man  j^tlz,  ^  —  ^*  öi*^T'  *  '  *  ***"* 

ftllen  Gliedern  dieselbe  Potenz  Ton  x  als  gemeinschaftlichen  F^Ltor  ausgeschieden 

0leBr«r,  Di«tr«atial.n.  Iaternü-R«chnaar.  21 
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werden  kann,  und  die  bleibende  Grösse  kein  x  mehr  enthält.  Eine  homggeiie  Dif- 
ferential^leiehung  des  zweiten  Grades  kanti  imitier  auf  eine  Diirerenttalgleichinig  des 
ersten  Grades  zurückgeführt  werden ,  indem  man  die  so  eben  aogpeführteo  Werthe 
einsetzt  und  dadurch  eine  Gleichung  zwischen  z,  u,  v  erhält,  die  gestattet^  «ine  die- 
ser Grossen  durch  die  zwei  andern  auszudrücken.     Aus  den  Gleichungen: 

dz  \        8u       V 

oz  oz       z 

wird  man  dann  mittelst  jener  Beziehungen  immer  eine  Differentialgleichung  zwischen 
u  und  z ,  oder  v  und  z  oder  u  und  v  herstellen  kOnnen.  Dazu  worden  folgende  For- 
meln dienen : 

.       ,      8u         i;        8u      8v»  8w  I  Ö^  ^  ^v  Ö^f»  8v  8^.      v 

.  =  ^(u,E):     -=.—--.^  =  —-+^-^(8.7).— ■-  =  -—  +  -— ^; 

lÄr(u.  v):  — -g^i-g^g^.    8u"     V     '    8w8u  8^+     v    '' 

Kaon  man  diese  Gleichung  integriren ,  so  hat  man  eine  weitere  Bezie- 
hung zwisohen  u,  t;,z,  und  mittelst  derselben  iässt  sich  ydnrcbx  ausdrücken. 

8  I 

So  wenn  etwa  u  und  t»  in  z  ausgedrückt  sind ,  gibt  x  —  =  u  —  z   die  Glei- 
chung zwischen  x  und  z;  v  =  xz  die  z^iischen  y  und  x,  u.  s.  w.   ^ 

u*  /         M  (i— :o)'      8«  a         8n     ■— x 

gibt  at>  =  (z~u)S   t;  =  "         f  ,    --= -,    -^=:!1 — 1^ 

a  8u  «— u     ez        a 

welche  Gleichung  nach  §.  66,  I  i&tegrirt,  gibt: 


u  =  e 


'L^~t/'^     '^®'8«]  =  e»[c-i^y,,     •8.]=C«*+i+t, 


setzt  man  hier  e^=(p,  z  =  aJ  (oo).  ^  =  ~,  so  ist:  -       . 


Z 

a 


aUo  i(e»)-I(Ce*+a)=l(x)  +  C'.  — f =  C|"«.    «  =  ~. 

±  '        X 

MO  dass  die  fäUgAügleichung  ist 

e*»=C,  X  (C  e"-t-a),  e"  =  Cxe"+C»  ax .  t"  = -SlAL. 

1— -Cx 

■    r                                             ^-%x+*  8i«* 
gibt  i  =  o-fv.  r;  =  1+^-.  a— f=— v^    . =  — 1; 

Ott  oü-  .       •      V.        ' 
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8  V 
l  +  j^=?=  — 1,  r  =  — 2u+(r.  i  =  o+t;^— u+C; 

U.  Wird  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  erst  homogen,  wenn 
man  y,  g|»  gp  als  vonn  n**",  (n  — 1)*^,  (n  —  2)**"  Grade  aösieht,  so  setze 
mau 

und  eiiiilt  eine  Qleichuing  zwischen  z,u^t;.     Dann  ist 

nx       «+a[    5—=*       u;  (n  —  l)x       u-j-x        —-=zj.       v,d.  b. 
öx  0  X 

,8«  ,        ,v      ,      8u     .        81  .,    8u  .        _. 

nz-hx— =  0;  (n~l)«i-t-t  —  =  v;  xr-=.ii  — n«,  x  r~  =  v  — (n  — l)o, 


woraus  aach 


8x        ''         '      '      8x        '     8x"^.  ■       8x 

8x       .   o — nz 


811     V  —  (n — l)u* 

87  - 8*y 

y  =  x»i.  ^=:xn,~=v^  w— u— 2»n-l-4x*=0,  v=o4*2zu— 4«*,  v— u=2e(ii-.2i); 

ÜX  öx*  .  ■ 

8a        V — u       2z  J 


5f  =  2x.+x*f|  =  xo  =  x(z»-.C) 

8 

8" 


z— 1-f-c       *  y  — x*(l— 0)     ^ 

III.   IH  die  vorgelegte  Gleichung  so  beschaffen,  dass  y  ausfällt,  wenn 
man 

ay  8»y 

i^etzt,  BO  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  x, u^utund  da 

8y  ,•    811  ^  .      ,     .      ö^i         *       1  i  8* 

«0  wird  man  ejne  Gleichung  zwischen  u  und  x  finden  können,  aus  der-  dann 
die  zwischen  y  und  x  folgen  wird. 

a  0  X  A 


8n     u-(a+l^a»    /        8a  ^  x 

8x""  a  Vu— (aH-b)u»      a 


21» 
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X 


l  +  (*+b)C«* 


X 


8x        ■     y  bx  iL,  J  »^ 

l+{a+b)Ce*  l  +  (a+b)Ce* 

lY.  Die  Einführung  neuer  Veränderlichen  statt  x  uAd  y,  die  in  irgend 
welcher  Weise  mit  diesen  Grössen  züsanomenhäDgen,  wird  eben  so  in  man- 
chen Fällen  entweder  die  Gleichung  auf  eine  niedrigere  Ordnung»  edier  aber 
auf  eine  andere  zurückführen ,  die  leichter  zu  inte griren  ist.  Als  Beispiele 
mögen  die  folgenden  dienen. 

„         .  «   8y        «8u    8»y        %fhxiy  ,     »^»m  .      ,.  ,  ^ 

Man  setze  y=e  ,  g^=e  ^.  8x*^^®  V.81J    *  ®  ö"»**    ^  ***  ^  Torgelegte 

GleichoDg : 

a»  =  0, 

8a 

also  wenn  man  q~  =  v  setzt: 

0  z 

u=/k'c-.-*'-.'8x V  ce""  -  »'+ ««c  (n  ^  '*^°  *~'^^3 

y  =  C|e  ^  »         -^. 

ßv  8*y  m   n  r8yY 

Man  setze  yr=:x   s,  |^=r  x       t,  r- ,  =  x       u,  so  ist 

X       a=ax    X8X         t,n  =  az  ^t.  • 

und  also,   wenn  a  so  l>estimrot  wird,    dass  ta-^u^-^-ra — t-r7^aH-2.=0,  «= 

n  r  '        ■ 

o  =  a8  t  . 

AI   .  «-*  «— *    ,    «81  .      ds        81 

Aber  X        t  =  ax       g+x  -- ,  t  =  as  +  i  r-,    rr-  =  t— «s; 

ox  oz        cz 

X        u=(a-l)x       t+x         ^»  «»=(«— l>t+x|^..Xg^=u—(a-l)t. 
hieraus  durch  Dirision  : 


-f-C. 
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8t     n— (o  — t>t  .  as^t'— (a  — l)t     .  .8t  ar 

welche  Gleichung  erster  OrdniiBg  zwischen  t.und  s  zu,  integren  ist.  Hat  man  dann 

8 1      •'  * 

t  als  Fonktipn  Yon  s,  so  ergibt  ^g-=^t  —  aa  die  Gleichting  zwischen 'x  und  s,  und 

CK 

danny=x  s  die  zwischen  j  und  x.     Die  obige  Auflösung  ist  unzulässig  ^  wenn 
n-J-r=l  ist,  da  danA  a=:  OD  würde.     In  diesem  Falle  setze  jnan: 

8y  8*y  ,  .mnrr.mr  mr 

-i  =  yi;,  ^=:yw,  alsoy^=ax   y  y  v  =^x   ywVw  =  ax    v, 

OX^  O  X 

8v  ,     8y        öv  ,     ,  8v  .     ,    8v  • 

y^=y-rx+Vx='rx+"  y'  w=:-+vs  ö-,=w~i,n  - 

8r         m   r     .     - 
d.  h.  8i^**    v  —  V», 

-8y 
welche  Gleichung  den  Zusammenhang  zwischen  i^  und  x,  und  dann  r^  =  y  v    zwi- 

sehen  j  und  x  gibt. 

Für  r=l  und  m=: — 1  hätte  man  etwa  a=:0,-wenn  nicht  n=0^  alsdann  wäre 
also 

Öt  ,      a  .,_,    8t         a  ai .  8y  *  ay        ,       .  ^ 

8x  8j.  8a       8x»     8ü  \jdxj 

8tt 

—  e~     ~  +  e        r— ^,  so  dass  also 
8n  '  8u* 

8u«      8u"^8a      ^'"^      '8u*    /"®       ' 
welche  Gleichung  nach  einer  der  im  Folgenden  angegebenen  Methoden  leicht  inte- 
grirt  werden  kann. 

§.  74., 
Die  Gleichung 

8x.  8x  8x 

in  dex  P©,  Pj , . . .,  Pn>  X'  weder  y  noch  die  Bifferentialquotienten  von  y  entJ- 
halten,  heisst  eine  lineare  Differentfalgleichung  der  n**"  Ordnung. 
itsok  sagt;,  8ie  habe  einen  zweiten  Theil,  wenn  X  nicht  Null  ist;  im  an- 
dern Falle'hat  die  Oleichnng  keinen  zweiten  Theil.  Den  letzteren  Fall  nun, 
als  den  einfacheren,  wollen  wir  zunächst  annehmen,  d.h.  voraassetzen,  man 
habe  die  Gleichung 


8x         .  8x     - 
QesetEt  nun,  7t ,  y^  * . .  .y  7,  seyen  bekannte  Fnnktioaen  Ton  x  so  be- 
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schaffen,  dass  sie  für  y  gesetzt  der  Gleichaog  (b)  genügen,  so  wird  dieser 
Gleichung  auch  durch  den  Werth 

Genüge  geschehen ,  wenn  Cj ,...,.  C^  willkörliche  Eonstanten  sind.  Denn 
da  yi ,. . .,  y,  der  GIdchung  (b)  genügen,  so  hat  man 

8x  8x 

n  n — 1 

8  y  8       y  8y 

— -rP. -^+- •  •+ P.-i  el  +  V,+<'- • 

Multiplizirt  inati  diese  Gleichungen  b^zfigKch  mit  C, ,  G,, ...,  C,,  ad- 
dirt  sie  und  beitebtet,  dass  aas. (c)  folgt  .  . 

8y  8y.  ^^r         '  "'^  _      **'«  '    *'^ 

ox.  ox  ox 

so  erhält  man  die  Gleichung  (b),  der  also  auch  durch  den  Werth  (c)  Ge- 
nüge geleistet- wird.  Daraus  fojgt,  dass  wena'man  nFunkttoneft  yi,  y,«  *  •' 
y^,  die  sämmtlich  von  einander  verschieden  sind,  kennt,. >velche  für  y  ge- 
setzt der  (b)  genügen ,  das  allgemeine  Integral  von  (b)  seyn  werde : 

y  =  C,yi  +  C,y»+.,.-4-Cy.  (d) 

Kennt  man  nur  einen  Wefth  yi ,  der  (b)  genügt,  so  lässt  sich  diese 
Gleichung  auf  eine  der  (n — 1)'*"  Ordnung  erniedrigen.     Denn  man  setze 

y  =  yi/?>öx, 
wo  (p  eine  noch  unbekannte  Funktion  vpn  x  ist,  -so  ist  {§.10): 

8x»-8xV^®'^^8x^^y^8x' 

—1  =  — ^/»>8x  +  n — iZ7f>+.-.+yi  -x=i' 
8x        8x  •^  8x  8r 

also ,  wenn  man  dies  in  (b)  einsetzt : 

^      ex  8x  -^  .    8x  .      8x 

wo  Q| , . . . ,  Q^  bekannte  Funktionen  von  x  sind.     Da'  der  KoefBcient  yod 

9)3x  Null  ist,  indem  y^  der  (b)  genügt,  so  hat  man  also  2ar  Bestimmmig 

von  g>  eine  Gleichung  der  (n  —  l)*"  Ordnung. 

Kennt  man  zwei  Werthe  yi,  y^,  die  der  (b)  genügen,  so  kann  man  (b) 

um  zwei  Ordnungen  erniedrigen.  Denn  setzt  man  zuerst  wieder  y=yi  ff^ 

so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  g>  wieder  die  so  eben  erhaltene  GMchoog 


/ 
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r  (n  —  1)^**  OrdnoDg;  da  aber  auch  y,  der  Gleichang  genügt,  so  gibt  es 
10  einen  Werth  tp  so,  dass  y,  =y^  /y9x,  y=.  ö~  J  ~  )  *^'  ^*  "^*° 
smach  einen  Werth' von  tp  kennt,  so  kann  man,  indem  man  g>=^y>i  Itffdx 

tzt,  wo  9t=8~~(.'^J>  ^^^  ^^  6^6°  erhaltene  Gleichung  nochmals  um  eine 

nheit  erniedrigen.     Man  sieht  leieht,  dass  wenn  man  r  W^^rthe  yi,  . . .,  y 
DDty  man  die  Gleichung  um  r  Einheiten  erniedrigen  kann>  indem  man  ^etzt : 

•  •  * 

=^'i /ij»"8xn.8.w. 

ir  den  speziellen  Fall  eiber  Gleichung  zweiter  Ordnung  ist 
dass  die  Gleichung  P«  5^+ P,  ||+ P,  y  =  0  wird : 

y^ycj—  8x+cJy,=C,y,+Cy.y^.  8x. 

1)  '  ö!Z_lÖI+-Vy  =  0 

^•>  8x»      X   8x^x»^  - 

rd  befiriedigt  fÖt  y=x,so  dass  also  y^  =i,  Pq  =  1,  Pi  = .  /  p^  8x'  = 

l  (x),  also 

y  =  Cx+C'x  /^8x  =  Cx  +  C'xl(x). 

r        8t     /       I         »*y 

rd  befriedigt  für  7= X.  aUo  setse  man  y^^x/ 96 X.  -^  =  1  <pox-i-x<p,   g^  = 


(•) 


^,  =  0,  ,=<Jx+C'.y»8x  =  Cx'-HC'x+C", 
,•  y  =  Ci*+C'x*+C»x: 


I 


X 
0 
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wird  ebenfalls  befriedigt  fUr  y  =:x,  aUo  da  Po=x»[l(x)—  1],'  Pj  =— x,    /p  e 

y  =  Cx+C'xy*^'^f:l8x  =  <;x+€'l(x). 

Wie  wir  nachher  sehen  werden,  genügt  es,  die  Gletchnog  (b)  integriren 
zu  können,  um  in  allen  Fällen  das  allgemeine  Integral  der  GJeichiing  (a)  zn 
finden^  so  dass  wir  uns  nun  die  Aufgabe  vorlegen  wollen,  die  GHetchong  (b) 
in  einigen  besonderen  Fällen  zu  integriren ,  da  eine  a;llgemeiDe  Integration 
derselben  noch  unbekannt  ist.  Diese  besonderen  Fälle  betreffen  natfirlich  den 
Bau  der  Koeffizienten  Pq,  Pt,  ...,  P.»  dessen  Bes^I^affenheit  die  Aufgabe 
mehr  oder  minder  schwierig  machen  wird. 

§.76. 
Der  erste  Hauptfall,  den  wir  betrachten  wollen,  ist  der,  da  P,,, . .  .,P^ 
konstant  sind,  man  also  die  Gleichung 

+  A,  ^— 1^+. .  .+A     ,  ^-hA  y  =  0  (f) 

Ol . 

hat,  in  der  A^^ ,  A| ,  . . .»  A^  (reelle) -Konstanten  sind.     Setzt  man  hier  y  = 


ex         81 


mx      _i..   ^^-nio"*    ?— Z iri^*."**  ®   y —»-»x 


e    ,also^  =  me    ,r~r=m*e    ,...,— ^  =  me    ,  so  wird  die  Gleichung 

ox 

e       [Aoin  -j-Ajin       -4- . . . -|-A       in-4-A]=0. 

n — 1  B 

Bestimmt  man  also  m  so,  dass  die  Gleichung 

■  a — 1 

AoDi  +Aiin       +...-^-A       m  +  A  =0  (g) 

n — 1  B 

richtig  ist ,  so  genügt  y  =  e"*  der  Gleichung  (f ).  Die  Gleichung  (g)  nvri 
im  Allgemeinen  nun  mehrere  "Werthe  von  m  liefern,  so  dass  also  auch  meh- 
rere Werthe  von  y  gefunden  sind ,  die  der  Gleicbung^  (f )  genögen.  In  dieser 
Beziehung  müssen  wir  nun  folgende  Fälle  unterscheiden. 

I.  Die  Gleichung  (g)  gebe  für  m  lauter  reelle  von  einander  verschiedene 
Werthe,  die  alsdann  der  Anzahl  nach  n  seyn  werden.  Sind  m^,  m,, .. .,  m^ 
diese  Werthe,  so  ist  gemäss  §.74  das  allgemeine  Integralder  Gleichung  (f)' 

y  =  C,e"**+C,e"'*+...C  e"^*.  (h) 

n 

IL  Die  Gleichung  (g)  habe  zwar  lauter  verschiedene  Wurzeln,  seyo) 
jedoch  darunter  auch  imaginäre.  Ist  also  etwa  m^  =<)^H*'i'i»  so  gibt  es  be- 
kanntlich noch  eine  zweite  Wurzel  m,  ==a — /^i;  in  diesem  Falle  noa  ist 

e"*[CiCo»(>x)+iCi8in(^x)+C,cof(ifx)-iC,sin(|^x)I(8, 17)  = 
e"  "^  r(Ct  +  C,)  cos  (i9x) + i  (C,  -  C,)  «iii(/?x)] . 

und  da  Ct+Cj,  i(Ci.— ^J,)  eben  auch  Konstanten  sind,  die  wir  konweg 
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mit  G|y  0,  bezeichnen  wollen,  so  folgt  daraas,  dass  man  in  (h)  die  zwei 
Glieder,  welche  zu  nij  =xa-j-/9i,  m,  =«  —  ßi  gehören,  erset;Een  muss  durch 
[C|  cos(/Jx)-f-Cj8in(/9x)]e"* .  Dass  man  in  ganz  ähnlicher  Weise  fttr  zwei 
andere  imaginäre  Wurzeln  zu  verfahren  habe,  versteht  sich  von  selbst. 

in.  Die  Gleichung fg)  hat  zwar  lauter  reelle  Wurzeln,  sie  sind  aber 
nicht  alle  von  einander  verschieden.  Wir  wollen  einmal  voraussetzen,  es  sey 
m^  =m,,  sonst  keine  Wurzel  diesen  gleich,  in  welchem  Falle  die  zwei  Glie- 
der C^  e"**+C,  e*»*  in.  Wahrheit  bloss  das  eine  (C^  +ej)e"'*  bilden  wür- 
den^  so  dass  in  (h)  bloss  n — I  willkürliche  Konstanten  vorkommen  wärden, 
maii  also  das  allgemeine  Integral  nicht  gefunden  hätte.  Setzen  wir  aber 
zonäehst  ju,  =m|-f*ff  voraus,  so  sind  die  zwei  betreffenden  Glieder  in  (h): 

C,e       +C,e'"'^'=e       [€,;+ C,  e     ]=e       fCj  +  C,  +  C,»x+C, -y^H- ] 

(§.17),  SO  dass,  wenn  man  Cj-f-Cj  =A,  C2e=B  setzte  der  Gleichung  (f) 
ganz  gewiss  durch 

e       [A  +  BxH — - — (-_^-|-...J  (,) 

fik  y  genögt  wird ,  weqn  nur  e  die  Differenz  der  zwei  Wurzeln  mi  und  ni, 
ist,  wobßi  dann  A  wd  B  die  Konstanten  sind.  Wie  gesagt,  die  Form  (i) 
genögt  sicher  der  Gleichung  (f),  vorausgesetzt,  dass  m  =  ra|  undm  =  mt 
4-^  der  Gleichung  (g)  gepügen.  Lässt  man  hier  e  abnehmen,  so  bleibt  die 
Behauptung  immer  in  Kraft,  und  wenn  €  unbegränzt  gegen  Null  geht,  so 
folgt  daraus,  dass  falls  m^  zweimal*  Wurzel  der  Gleichung  (g)  ist,  der  Glei- 
chung (f)  Genfige  geschieht  durch  e'^^(A-|-B2),  welche  Grösse  in  (h)  an 
Stelle  der  Summe  C^  e"*'+C,e"'**  (m,  =mj  tritt. 

Gesetzt  nun,  die  drei  Wurzeln  m|,  m,,  m,  seyen  gleich,  weiter 4iber 
keine  diesen  gleich,  so  würden  in  (h)  die  drei  Glieder  Cj  e"'*  +  0,  e"**  + 
G|  e"**  sich  in  ein  einziges  zusammenziehen.  Wie  so  eben  wird  nun  aber 
geieigt,  dass  an  die  Stelle  der  zwei  ersten  tritt  e"^'(A4~Bx),  so  dass  also, 
wenn  zuerst  m^  =m|  -f"^»  <li^  Gleichung  (f)  befriedigt  ist  durfeh   -     • 

e— [A+Bx+Q.  e"l=  e-'[A+B,+C,+C,.x+ &^+5|^+ .. .]. 
wenn  m,  =mj ,  m,  ^m^  -f"^«     Setzt  man  aber  A-j-C,  =M,  B-j-C,  «  =  N, 

C  •' 

-^  =  L,  so  weiss  man  also,  dass  der  Gleichung  (f)  genügt  wird  durch 

e  .  [M+Nx+Lx»H g — '"TT""''*"^* 

Lässt  man  hier  wieder  e  unendlich  abnehmen,  so  folgt  daraus,  dass 
wenn  m^  dreimal  Wurzel  von  (g)  ist,  an  die  Stelle  von  Cte"**-t-C2e"^*  4" 
C^e-*  in  (h)  tritt  e"**  [M+Nx+Lx'J,  wo  M,  N,  L  Konstanten  sind,  * 
Wie  man  hier,  weiter  gehen  kann,  Jst  X'ar,  so  dass  wenn  lüi  rmal  Wurzel 
von  (g)  ist,  aber  nicht  mehrmal,  dann  an  die  Steile  der  in  eines  zussammen- 
gehenden  Glieder  in  (h)  zn  setzen  ist 

•"^[C,+C,x+C,x»-h . . .  C,  x'-*]. 
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Ann.     INesar  Säte  liart  fidi  aofik  in  felgtiidar  htelirt  einCbdMr  W«iM  bewa  Ge- 

seist  num  beseichne  aOgemem  £6  GrBtse  a  — ^-H*       i~l~  •  •  -"HBoy  dnreh  p(j)  imd 

■ex*     ■"*8x'~ 

»eyy  =  f(x.iii),M«t-P^=:»    ^  ,    ^  +*     . — ^-p H...+1«  ^,  welche Grtise 

ex  ora  ox       om 

offenbar  durch  ^  I  ä~  j  '^  bezeichnen  itt ,  %o  dan    ^      =  ^  1  ä~^  r 

.    Sej  also  wieder  die  Gleichung  (f)  Toigelegt,  die  irir  dardi  ^(y)  =  0  beseicfaDen  woHea, 

so  genügt  ihr  y  =  e      und  es  ist  f>  (e     )  =  e      f(m),  wo  f (m)  =  A«m  +  A^m        -{- 

-h  A   ist     Nach  dem,  was  wir. so  eben  gesehen,  folgt  nun  ans  der  identiseben  Gleichm^ 

^(e     j  =  e     f(ni),  wenn  man  sie  mehrmal  nach  einandernaefa  ni  difleramiit,  und  beaditet. 

^       8e"*  mx 

au»  -r =  xe 

8m 

f>(e"*x)  =  e""[xf(m)+f(m)],  f>(e"*x«)  =  e''[x«f(m)  +  2xf  (m)-hr(m)] 


Gesetzt  nun,  es  sey  m^  eine  Wursel  der  Gleichung  f(m)  =0,  so  ist  e       f  (n4)=r0,  ibo 

genügt  der  Gleichung  (i)  die  GrAsse  e      .     Ist  m^  zweimal  Wurzel  der  Gleichung  f(m)  =  Q. 

so  ist  f(ni^)  =0  und  f  (mj)  =  0,  lo  dass  nebst  ^  (e      )  auch  ^  (e       x)  Null  Ist,  und  alN 

e        und  xe        der  (f)  genügen ;  ist  m^  dreimal  Wurzel ,  so  sind  fCm^),  f  (m^)f  f '(m|)Nil; 

1^  9  (o      ;» 9(0      x)  ^^^  9  («       z*)  auch  Null  und  es  genügen  e       »  x  e       t  x'* 
u.  s.  w. 

IV.  Die  Gleichaog  (g)  hat  anoh  imaginäre  gleiche  Wärzeln.  In  diesem 
Falle  tritt  offenbar  das  Verfahren  von  III.  ganz  wieder  ein.  Ist  also  <r-|-/^' 
rmal  Wurzel  von  (g),  mithin  aach  a  —  ß\  rmal  Wurzel ,  so  kommen  in  (g) 
die  Glieder  vor: 

e(«+/»«»  [C,  +C,  x+ . . . .  +  C^x'-"*]+e^«-^*>*[C',+C,x+. .  .+C;x"-'j 
=e"  [(Cj  +  C'J  cos/?x+i  (Cj  —  C',)sin/>x+x  (C,  +  C^)c9S/>x+ix(Ci -- C',)iiBM 


+x'    *(C+C')cos/»x+ix'"*(C— (r)sin/?x]^ 


d.  h.  jetzt  hat  man  die  2r  Glieder  zu  ersetzen  durch : 

.  e**[C,  +  C,x+C,x«+...+Cx'^*]cos  0?x)+e"[C\+C',x+..+C'x'"V^ 

Wie  man  bei  einer  Verbindung  mehrerer  dieser  Fälle  verfahren  mM  | 

ist  wohl  klar. 

8*y  .     8y  . 

!•)  •8-T»+S-i+^^=^' 

.  .  ,.      •         /.  -b±Vb»~4ac  -    ., 

am*+bm-|-c  =  0,   m=  ^     •  I    U 

Za  ■ 

Ist  nun  b*— 4ac>0 ,  so  ist  y =Ct  e  **  -f-C,  e         *'         J 


b»-4ac=0,  n    n  y=e    *'   [Ci+C,x]; 


b»— 4ac<0.  „    „   y=e     *''[C|  cos  (^^— x}  + 


Es 


^tien 


Btii(i«l«  tolditr  DURMWtitlgMQlmgtiL 
iii!—14m*+64iii  — 96  =  0;  m:^6,  4.4; 

m«— 3m»+7m— 5  =  0;  m=l,  l+2i,  1—21.  ■ 
y=  C4e*4-e*[C,co»2i+C,tin2x]. 

4.)  S^+*y  =  ^;  *>Ö5 

4     ,  («H-i)iri 

m*4-»  =  0;  iii  =  y^=  =  V»V— l  =  V/».e       *       .  r  =  0,  1,  2,  3 

(„Gnmdzage**  S.38*), 
demnach  sind  die  Tier  Warxeln  dieser  Gleiehung: 

l/.(eo.i+i,lD|);  Vm(co.??+i.in^J;^  Va(co.^+ldn^); 


and  alto 


+  Cf  »">  (^^  \f  T  * J J' 


5.)  D-.a|^'-hlO..S-,0.»S+».*S--  =  0. 


öx»  8x*  '  öx»  öx*  '  8x 

m*  — 5»iii*+10a*m'— 10»'in=-|-6a*m  -  »'  =  0,  (m  — »)'=0;  m  =  a,  a, a,  a,  a. 

y  =  e''[C.+Cx+C,x»4-C.x*+C.x*].  ,/ 

e)  ?ly«4?i?+14^-20^+25y  =  0; 

m*— 4m»+14ni»— 20ni+26  =  0;  (in»— 2iii+6)»  =  0, 
0  tiiid  die  Tier  Wurzeln:  l+2i,  jede  doppelt,  so  dass 

y  =  e  (C|4"C»»)co«2x4"  ö  (c,-|-C4x)tin2x. 

§76. 
Als  zweiten  Hanptfall  lege  man  die  Gieichong 


:Hbx)"^+A,(a+bx)'~*?— ?+...+ A^      fa+bx)  |^4-A  y  =  0  (k) 

8x  8i^  ■"*  ®*        " 


&irt».l7)  e^*'^*^*^=cos(2r  +  l)«  +  i»ln(2r+l)ir  =  — 1,    also  V— 1  = 

=  e  »  und  da  man  rnu  4  WerChe  hab^  darf,  so  genflgt  es  r  =  0,  1, 2, 3 

«.    Wflrde  man  andere  Werthe  seCsen  für  r,  so  erhielte  man  übngens  nur  bereits  da 
9  Besoltate. 
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Ann.    Dieser  Sati  liart  nch  andf  in  IblgeDder  htefail  einfintfiar  Weil»  beweisen.    Ge- 
setzt  man  bezeichne  aOgemein-  dSe  GrOsie  a  — ^+a       ^+  •  •  •  4'>o7  durch  ^fy)  nnd 

seyy=:f(x.m),.soi8t5^  =  a ?-+a       — ?-f h-  -+«0  r^»  welche Grtsse 

ox  ora  ox       om 

offenbiur  duch  9 1  ^—  |  sn  bezeichnen  ist ,  so  dass  -zr^  =  9l  tt^  Y 

.'  Sey  also  wieder  die  Gleichung  (f)  Toigelegt,  die  irir  dnrdi  ^(y)  =r  0  bezeiefaoen  wollen, 

so  geneigt  ihr  y  =  e      und  es  ist  )p  (e     )  =  e      f (m),  wo  f (m)  =  A«m  -\-  A^m        -|" 

-|-  A   ist     Nach  dem ,  was  wir.  so  eben  gesehen ,  -  folgt  nun  ans  der  identischen  Gleichung 

B 

9(c     j  =  0     Km)»  wenn  man  sie  mehrmal  nach  einandernaefa  m  dUfiveozirt,  und  beachtet, 

,       8e  mx 

dass  -r — =  xe 
om 

,(e"*x)  =  *"[xf(in)+f (m)],  ,(e"''x«)=  e""[x'f(m)+2xf  (m)+/"tm)] 

Gesetzt  nnn,  es  sey  m^  eine  Wurzel  der  Oleiehung  f  (m)  =  0,  so  ist  e       f  (m|L)=0,  also 

genügt  der  Gleichung  (i)  die  Grflsse  e      .     Ist  m^  zweimal  Wurzel  der  Gleichung  f  (m)  =  0, 

so  ist  f (m^)  =  0  und  f  (mj)  =  0 ,  lo  dass  nebst  f>  (e"**  ^)  auch  p  (e**  * x)  Null  Ist •*  und  ake 

e        und  xe        der  (f)  gfenügen;  ist  m^  dreimal  Wurzel ,  so  sind  ((m^),  f  (m^)*  f'(ni|)NuII; 

Bt  Z.  Bf  X  Bi.X     ^  Bf  X  BfX  .    Bf' 

1^  9(0      ;«9(«      x)  and  9(e       z*)  auch  Null  und  es  genflgen  e       »  xe       ,  x'e 
u.  8.  w. '    ' 

IV.  Die  Giekihaiig  (g)  hat  anob  imaginäre  gleiche  Wurzeln.  In  diesem 
Falle  tritt  offenbar  das  Verfahren  von  III.  gaäz  wieder  ein.  Ist  also  a'\'ß\ 
rmal  Wurzel  von  (g),  mithin  anch  a—ß\  rmal  Wurzel»  so  kommen  in  (g) 
die  Glieder  vor: 

.(«+/»i)x  [c,  +C.  x+ . . . .  +c/~*]+e^«-^*>*[C',+C',x+. .  .+C;x'-* ] 

=e"*  [(C,  +  C\)  cos/?x+i  (Cj  —  C',)sin/?x+x  (C,  +  C',)e9S/>x-fix(Ct  —  C',)sin/Ji+ 

-f  x""*(C +C'^)cos/»x+ix'"*(C^— C'^)sin/»x]; 


d.  h.  jetzt  hat  man  die  2r  Glieder  zu  ersetzen  durch : 
.  e**[C,  +  C,x+C,x»+...+C^»'"*]eos  0?x)  +  e**[C^+CSx+.^ 

Wie  man  bei  einer  Verbindung  meh)rerer  dieser  Fälle  verfahren  inoss, 
ist  wohl  klar. 


«  .  ,.      .         /.  -b±Vb«— 4ac 

am'-t-bm-|-c  =  0,   m=  ^-^t — — — • 

•  I  2a 


L_^ X  ^ J 


Ist  nun  b* — 4ac>'0 ,  so  ist  y =C|  e  *  -f-C,  e 

_b_ 

b*-4ac=0,  .    „  y=e    *'  [Ci+C,x]s 


b»— 4ac<0,  „    „   y=e     * **[C|  cos  (^^5^i|^— ^ z)  + 


Bfiq^tl«  tolditr  DifferaBtialgltielivic*"^ 

2.)  8T«-^*8?+^8i-^^  =  ^' 

m!— 14m'+64iii  — 96  =  0;  m:=6,  4,  4;  . 

m«— 3in»+7iii— 5  =  0;  m=l,  l+2i,  1—21.  - 
y=  Cie*+e*[C,cos2x+C,8in2x]. 

4.)  ?^+ay  =  0;  a>0;  '  . 

4      .  (lrfi)4ri 

m«4-»  =  0;  m  =  y^=  =  V»V— l  =  Va.e       *       ,  r  =  0,  1,  2,  3 

*    („Gnmdzage'' S.  38  •) , 
demnach  sind  die  vier  Wurzeln  dieser  Gleiehung: 

l/a(eo.i+i,lD|);  Va(co*??+Uin^Jr  Va(co.^+idn^; 
V'a(w^+iiin^)d.b.Va[coi~  yt^^a^^±i^^sodtT 


vad  alao 
y=e 


'[erCo.(xVlaHc,rin(x Vi •)]  +  ?"*      'X^^'^'O  V  lO 


m'  — 5ani*+lÖa*m'— lOa'm'-f  *»*™  -  a*  =  0,  (m  — a)'=0;  m  =  a,a,a,a,a. 

y  =  e"[C.+Cx+C,x^+C,x«+C.x*]. 

8*y       8*y  .       8»y  8y  .  " 

m*— 4m»+14m»— 20ni+26=O;  Cm*— 2ni+6)'  =  0, 
alao  lind  die  Tier  Wurzeln:  ld:2i,  jede  doppelt,  so  dass 

-  §.76.  -     • 

Ais  zweiten  Haoptfail  lege  man  die  Gleichung 

A.(a+bx)'5^+A,(a+bx)"~*?— {4-...+A       (a+bx)  ^r^+A  y  =  0  (k) 

8x  8x'  ■""*  ^"^        " 


•Äistrt.lT)  e^*'^^'*=co«(2r  +  l)K  +  i»ln(2r+l)ir  =  — 1,    also  V— 1  = 

|/e  =  e         \  und  da  man  nnc  4  Werthe  hab^  darf,  so  gen&gt  es  r  =  0,  1, 2»  3 

n  Mtsen.    Wflrde  man  ändere  Werthe  setzen  für  r,  so  erhielte  man  Obrigens  nnr  bereits  da 
geWiesene  Beniltate. 


vor,  vorii)  s,  b,  A„  A,, . . .  A  Konstanten  sind.     Mui  «etie 

CX  C  X 

^  =  r(r-l).-.tr'-ii+Ok'(*-i-bx)"^',  , 
&x 

SO  wird  die  Gteiclraog  (k)  za 

(»+bx)'[A.b'r(r— l)...(r— n+i)+A^b*~Sfr— l)...(r-ii-t-2)+  ..:... 

4-A       br-hA]=0, 
■—1  ■ 

SO  dass  also ,  wenn  r  ein  Werth  ist  so  beschaffen,  dasa 

AJ»'r(r— 1)...  (r— nH-l)+A,b"T^r(r  — l)...(r— n-f2)H-..\+A       br-j-A  =:a  0) 

der  Werth  (a-f-bx)'  für  y  der  Gleidinng  (k)  genftgen  wird.  Da  die  Glei- 
chong  (1)  in  Bezng  auf  r  vom  q*"  Grade  ist,  so  gibi  sie  im  A^gemeinen  n 
WerUie  tpn  r  und  man  wird,  wie  in  §.  75  folgende  F&Ile  unterscheiden  müssen. 
h  Die  nWerthe  von* r,  die  aas  (!)  folgen,  sind  ulk  reell  und  verschie- 
den ;  sie  S€fyen  r« , . . . ,  r^.    Alsdann  ist  (§.  74) 

y  =  C,  (a+bx/'+C,  (a-hbx)'*+ . . .  +a  (a  +  bx)'*  .  (m). 

II.  Die  Werthe  seyen  wohl  verschieden,  jedoch  nicht  aUe  reelfl     Sev 
also  etwa  r^  =a-f"/^U  r,  =a — /?i,  so  ist  in  (m): 

C^  (^4-  ^  x)'^+C(a+bx)"  =  C,  e<«+/»Oi<b+..)^^^^(.-^l|l(.+..)  ^  ^.KH-fcx) 

+  i(C. -C,)ri«  }/f1(ä+bx)|],  . 

so  dass  also  in  diesem  Falle  an  die  Stelle  von  Ci(a-j>»bxy*-+-C,(a-f-bxy' 
tritt: 

(*+b  xf  |c,  co»[j?l  (a+bx)]+C,  sin  Qf  !(a-hbi)lj, 
u.  s.  w.  bei  mehreren  imaginären  Worzeln. 

III.  Die  Worzeln  der  Gleichung  (1)  sind  woU  reell,  aber  nicht  ungleich- 
Sey  zuerst  wieder  r,  ^r^  +*»  s^  **^ 

C,  (a+bx)'*+C,,(a4-bx)''=  (a+bx)'*[C.  +C,  (a+bx)*]±=(a+bx)'tC,+C,e*^^^ 
=(a+bx)"[C»  +  C,  +  C,i^l  (a+bx)  +  ^'lC»+bx)»+  ....]. 

woraus  wie  in  §.  75  folgt,  dass  jetzt  dieSumme  Ci(a+bx)'*+C2{a-fbx)'^ 
zu  ersetzen  ist  durch 

(a+bx)'*[C,4-C,Ka4-bx)]. 
Ist  allgemein  r^  czrr,  = . . .  =  r^,  so  i8tCi(a+bx)'*+..-j-C^(a-f-bx)^ 
zu  ersetzen  durch 

(a+bx)'*[c,+C,I(a  +  bx)  +  C,[l  (a+bx)j'+...+C^{l  (E+bi)}""'*J 

IV.  Sind  endlich. gleiche  imaginäre  Wurzeln  in  (1),  kommt  also fitwa 
die  Wurzel  a+/?i  mmal,  also  auch  a — ßi  minial  vor,  so  hat  man  die  be- 
treffenden Glieder  in(m)  zu  ersetzen  durch 
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(a+bx)*[c,+CiU»+bx)+...;4-C^jl(a+'bx)}""*Jco.[/>J(a+bx)] 

1.)  ^•S+"l7+*'y=^- 

8r*          öx                                                     . 
x(r— l)+ar4-b  =  0,  r»+(a^l)r+b  =  0,  r=:. =^^^-| ^ -. 

UtalRo(l  — a)*— 4b>0,  »oltt.  y  =  CjX  «  -|-CjX  «  ; 

(l_e)»-4b=:0.  ^   „  y+[C»+C,l(x)]x  *  ; 


«  91 

1- 


n         n 


+<;.,...{V^V=^'i(,)}]. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  xV^+»*  (pi)  — ^y  g|+  7*=  0,   y*=£, 
so  wird  sie  zu 

oodgibt  isCiS^+Qiisy*. 

2.)  (2+8x)»|^.-|-7(S-h3x)|j+4y=fcO. 

9r(r-l)+2lr+*  =  0,  9r»+12r+4  =  0,  r  =  -|^;  - 1-; 

y  =  (2+3x)  »[C,  +  C,U2+8x)]. 
3.)  Wir  wollen  aonebnen^  eine  zylindrisehe  Wüd  bette)]^^  »09.  n  {»arallelen 
(zjUndriachen)  Schichten,  in  derselben  Weise,  wie  in  §.  72,  Nr.' 10  man  sich  eine 
kngelftanige  Wand  gedacht.  Dieselben  Bezeichnungen  sollen  auch  hier  gelten, 
nur  werden  Tq,  r^,  . . . ,  r^  die  Halbmesser  der  Schichten,  r^n  der  (gemeinsclüiftlicben) 
Zjrlittderaxe  aus  gefählt  seju.  Darf  mah  dieselben  Voraussetzungen  macBen  (d.  h. 
dats  die  Temperatur  in  den  einzelnen  Punkten  der  Wand  bloss  mit  der  £nt£nmuBg 
Ton  der  Axe  sich  ändere)-,  so  hat  man  nach  f.  34,  V: 

.      «=r<'[«+bl(r)]  =  «+bl(r);  g^  =  ^. 
DMmaeh 

n  n      ■    n 

k.b.=k,b.  =  ..=k^b^;  -^  =  A.[t,-«.-b.l(r,)]. 7-^=V.+V^'«*~*J' 

-=V^  =  i.[«.+b.l(r.)-a,-b,I(rJ].. . .. =7^-=-^  =  *.^i t»._i+ Vi  '<\-i) 


■         m      |i — 1 


Daraus 
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Es  kann  sich  aber  aiicH  ereignen,  dasa  y='e  ,  wo  u  eine  noch  zu  be- 
stimmende Konstante  ist,  der  Gleichung  (n)  genögt.  Man  erhält  nämlich, 
wenn  man  diesen  Werth  in  (n)  einsetzt: 

und  dieser  Gleichung  kann  unabhängig  von  x  Genüge  geschehen ,  wenn  9) 
und  tp  einen  gemeinschaftlichen  Faktor  u — a  habep;  afsdancn  ist  ffir  u==a 
sowohl  ip  =  0,  als  t/;=0  und  mithiu  genügt  der  \*orgelegten  Gleichung  e^^ 
Ist  (u — a)*"  gar -ein  Faktor  von  9)  sowohl  als  1/;,  so  genügt  der  (n)  der 

Werth  jc'e"'  für  y ,  wenn  r  =  0,  1, ,  m —  1,  was  wie  in  §.  T6  bewiesen 

wird.^     Alsdann  tritt  in  (q)  ein 

Legen  wir  uns  (zur  Anwendung  des  Vorstehenden)  allgemein  die  Glei- 
chung zweiter  Ordnung 

vor ,  so  lässt  sich  diese  Gleichung  immer  auf  eine  etwas  einfachere  zurQck- 


tühren.     Sey  nämlich  nicht  b2  =  0,  so  setze  man  x  =  u — ~  und  hat  ^^  - 

8u»x      8a'    8x'     8a' 


~r^  =  r^,   ^  =  r^,so  dass  die  vorgelegte  Gleichung  auch  ist: 

öu  üx      8a      ex*      oo'  o      o  w 

und  wenn  man  noch  mit  b,  dividirt,  so  erhält  man,  wie  mafi  leicht  sieht,  die 
Gleichung  von  der  Form :  "  . 

Ist  dagegen  b,  =  0 ,  so  wird ,  wenn  man  mit  a,  dividirt,  die  vorgelegte 
Gleichung  die  Form:  ,;      ^ 

haben.     Ist  hier  nicht  b«  =  0 ,  'so  erhält  man,  wenn  man  x  =  u  —  ^  setzt, 
eine  Gleichung  von  der  Form : 

0+b,x?|+(a,+box)y^O. 

Man  hat  somit  bei  der  Gleichung  des  zweiten  Gfades-  (s)  drei  Fälle  zu 
unterscheiden. 

I.)      x^+(A  +  Bl)  ^+<C  +  Dx)y  =  0. 


*  Man  irürde  jetzt  etwa  so  Terfahren.    Ist  a  =  a  gemeinscbaftiiober  Faktor  in  ^  n^  ^ 
so  geattgt  6    *  der<n);  bt  a=:  a'  ein  anderer  Faktor,  80.genQ|t  eT^  al«o,anllL(|.74)CI|« 
-H  Cx  e     .    IVird  aber  a'  =  a»  so  ist  (a  —  a)*  ein  Faktor  Ton  ^  und  i^,  and  wean-iiMUi 


a'  =  a+*  setot,  genüg«  der  (n)  der  Werth  e"*iA+Bz-|-  —  «»'+••  •)»  woftw  fti  «'s«, 
d.  b.  e'=rO  folgt,  dass  e"^  (A+Bx)  genügt,  n.  8.  w. 


/ 
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WO  nnn  A=''^^~^^\  B=^,  C=^'-ß^,^\  D=^  und  schliesslich  für  x 
ZU  setzen  ist  z-|-t^»  um  zur  Gleichung  (s)  zurückzukehren.    Hier  ist 

wenn  wir  voraussetzen,  die  beiden  Wurzeln  von  u' -|-Bu-}-D  =  0  seyen 
reell  und  ungleich  (B' — 4D>0).     Alsdann  ist 

'•8u  M  N         xu-f/— Ott  •«  u  if     ^ 

'^  =  p(u-«)"-|-l(u-/»f .  e      •'♦      =e"(n-«)''(n-/»)*. 

xtt  M  If 

und  die  (p') :  e    (u  —  o)    (a  —  ß)    =0^ 

wenn  wir  k  =  0  voraussetzen. 

1)  Seyen  nun  die  Werthe  von  M  und  N  positiv,  so  genügt  dieser  Glei- 
chung u=a,  u=/?  und  bei  positivem  x  :  u  =  — oo  ,  bei  negativem  x:u  = 
-h  oc  ,  (§.  22) ,  so  dass  also  jetzt  : 

y  =  Ci  /    e    (u-a)       (u  — ^)       »o+C,/         e    (u  — a)       (a  — /»)       8u, 

natürlich  unter  der  Voraossetzung,  dass  die  bestimmten  Integprale  überhaupt 
zulässig  seyen.  (§.  49). 

Hieher  gehört  etwa  die  GUeichung 

wonun  A  =  Ä.  B=lO,  C=0,  D=— b*.  V>=n» — b*=(u-(-b)(n— b),  f=ztiu, 
f=A    ^4-1- -L-,    /-?8u  =  l(«'-b»)*',alsoe"(u»-b')*'=0.    die 
Werthe  von  u:  — b,  4"b»  ioo  ,  so  dass 

e"(u»     bT       Ö"+C«/      •    "(u*-bT       8u, 
e"(o»— bT       8u+C,/      e'\u»— br       60. 

— 1>  b 

wenn  man  iü  der  ersten  Formel  zuerst  — b,  —  QO  als  Gränzen  w&hlt  und  dann  u  = 
—  T  setzt.    Will  man  die  zwei  F&lle  nicht  trennen,  so  nehme  man  bloss  das  Integral 

e    (u' — b^)        8u  als  Werth  von  y,  der  genügt,  setze  ilm  y^  und  suche  nach 


/ 


§.  74  den  allgemeinen  Werth.     Dass  aber  dieser  Werth  genügt,  lässt  sich  leicht 
nachträglidi  beweisen.     Denn  es  ist  hieraus 

J|=y  i,e"(a»-b»)'       du,  ?-^=yn»e'%»-b*r       60. 

— b  — b 

also  die  erste  Seite  der  Gleichung: 

|ztt»+aa-b»i|e"(u»-b«)**"*8u=  x/  e"(ii»-b»)*'8u-ha/ne'"(u»-^bT*~*8ii. 

Aber  /."(«' -  b')i*  8,  =    "("•-''•>*'  -f/e"« - (aV)^^'in, 

D  i  •  •  f  •  r ,  DliliTtttUftl-  tt.  laUfnl'IUebnttBf .  22 
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j     e"(u»— b»)4*du=±  -^ -^y   tte'*(u»--b>)^'^eu. 


so  dass  die  erste  Seite  Null  ist. 

2.)  M=.0,  N>0;  alsdann  haben  9  und  1^  einen  gemeinschaftlichen 
Faktor  u — a,  und  es  ist 


N— 1 


y=C,6      +C,y l_^8u, 

Hieher  gehört  etwa  die  Gleichung: 

x^,+aj^+(«tb  ~b«x)y  =  0,  b>0.  a>0 


9 


=:aü+*b.  ^  =  u»-b»=(ii+b)(ü-b),  ±.  =  --5-,  Ai?  =  l(u-.b)V 

1^        U  —  D  «A       V 


(u — b)  e    =0;  also 

y;=C,e       +C,y  -p^ 8ü. 

wo  das  obere  Zeiehen  gilt,  wena  ^"^O,  das  untere,  wenn  x^O.  Da  für  x^O  der 
Wcfrth  u=:  —  b,  f&r  den  der  Nenner  0  wird,  innerhalb  derlnietgratioBigTiAMIi  liegt» 
so  ist  das  Integral  in  diesem  Falle  nicht  zulässig.     Da  nuin  aber  imoter  -den  Werth 

e  "^     kennt,  so  kanä  man  nach  §.  74  das  allgemeine  Integcml  leieht  finden.     Das- 

selbe  ist 

/A8» 
5^Zjn^8x  =  C,e     *  +  C,e      J  ^^^ 

3.)  M  <  Ö,  N  >  0,  so  dass  etwa  M  =  —  M'  und  mithin 

(u-a) 

welcher  Crleichong  genfigt  wird  für  u=^  und  u=+X*     Bemerkt  mao 
aber,  dass 

(y+^i)'  =  j  Vy*+«'  (co8^+i8in9)|'.  wenn  co8f>==--p^==.  sin^=^^=== 
SO  wird,  wenn  .oben  ü  =  hi: 


•%• 


,  C089  =  ^  y  :,  sin^p  Ä 


so  dass,  wenn  M'>N,  diese  Grösse  noch  Null  wird  fdr  h:;=+ao  ,  indem  im- 

mer^   ^,\     endUch,  =cos(K9.+hx— M>0 +  i8«i(Nff+hx  — M'fO 

ist.     Demnach  wird,  wenn  M'>Is  auch  noch  der  Gleichnng  genügt,  wem 
u=^  +  x  i. 

Hieher  gehört  die  Gleichung 


8^  ,,.,„»  8y 


Intagnigleiefanng  tob  s  ?^+(a+Bx)  |i+(C+Dx)y=:0.  33» 


»=3.  V=u»+u-2=(«-l)(«+2).  ±  =  -±^_-^./t8„=^l(g). 

stt  a —  1  , 

e     23p^=0;u=rl,±oo,al8o 

—  00  00 

fürx>0:y  =  C./^^.8u;  für  ,<0:  y=C.y*-^^.8.. 

1  1 

von  welchen  Fonneln  die  erste  nicht  (direkt)  zu  brauchen  ist,  da  a  =  —  2  innerhalb 
der  Integrationsgränzen  liegt.     Eben  so  gehört  iiieher : 

«5^^+(x-0||+(*-2i)y=0, 
,=  -u+4.  ♦  =  a'+«-2=(«-l)(»+2).  ±  =  -^_-|5./i8„=,^. 

XU 

^   ^T^vT  =0;  n=l,  ±X,  ±  ooi.     Also 

—  00  +  001 


p  XXL  p  XU  . 

mrx>0:y  =  Ci  /_!-_-du4-C,/--?.       8n, 
^       ^        V(u+2)«     ^  V  (a-h2)«'''*' 


1  —  QDi 

00  -h  OOi 

XU  /»zu 


«,i<0=  y  =  C./^8«+c/^.8. 

1  —  XI 

Um  das  letzte  Integrarumzuformen ,  setzt  man  u  :^v  i  und  hat 

-fOOl  +00  -fOO  +00 

/•       X»                       /.       xVi                    p              xVi                             n,    (sV— 8f>)i 
^ — -8a=:i  I  -^ 8v=i/ ? 8w  =  l/ Jt 8v. 


2 
worin  008  0)1=: 


qp=  r7====,  sinq[)=77===,  qi)  zwischen  — -^  lind  +  2--     Dietesln- 
vw*-+4  V  H"* 

tegral  ist  aber  = 

+00  -    +00  +00 

l  /*co«(3g<>~3f>)+iMB(xt>->8f>)^^^^  AosCxv  — 3f>)  ^^       /*sfai(ztf  — 8»)  ^^ 

-00  (v*+4)^  •lood'M-«*  -00  (vW 

und  da  ron  v= — oo  bisv  =  0,  v  und  g)  das  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  wie 

Ton  V  =  0  bis  V  =  00  ,    so  ist  das  letztere  Null  (§.  49,  VII)  ^d  das  erstere  kann 

mit  den  Gränzen  0  und  00   genommen  werden,  so  dass 

.00 


_  /*co«(»x 


"o       (v»+4)* 

V  2 

der  Gleichung  genügt,  wobei  sing)  =  T-T==,  cos<p=  ^  .     ■  ■  .     Da  aber  auch 
*  *  Vv*-|-4  VV+4  • 

(„Grundzfige**  S.  12) 

.   ^         12v— V*         «         8— öv* 
sin39^  = ^ 7,  co83^=: r-p» 

(v»>4)*  (v'+4)' 

So  ist 

22* 
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(8-6v'J+gin(t>x)(12 -  V») « ^ 


_  /*cos(vx)' 


(t;«+4)« 

0 

Aus  §.63  folgt  aber: 

0  0 


0  0 

— «X 


woraus  dann  y  = 

2 


«x'e 


d.  h.  wenn  man  -^  mit  dcrr  Konstanten  zusaounenzteht;  «8  ist  allgemein 


fürx>0:  y  =  Cx»e    **, 

00 


/*        X« 

Uebrigens  ist  auch  (§.  74) 

rx—i 

y  =  C,x'e       +C,x'e       /^    ^  .^       =C,x  e       +C,xe       /-j-ex. 

y      X  e  «^    X 

4.)    M<0,   N<0,   also  wenn  M  =  — M',   N  =  — N',   hat  man 
—  =±0,  welcher  Gleichung  u  =  x^  >  ond  a=+aD  i  genfigen. 

I  r  ■ 

8'y        dy 
Hieher  gehört  etwa       »g[^— *e^"''''*y  =  0,  a>0. 

►  =:-au,  V  =  u»~b»;==(u--b){n+b),^=~^-^*y'^'Öu=-{aI(n«-b*). 


Xtt 

e 


(u-a)**'(a-/J) 


-t-  Xi 


zu 

also  y  =  /       : -8u. 


.=/ 


^.-00  1(u»  — b»)' 

Um  das  Integral  umzuformen,  setze  man  u=vi  und  hat: 

-foo  +ocr 


=  •/  •  *'  A^_J  i  /cos(vx)+isin( 


sin(vz) 

+1 


-t-OO  +00 


oder  wenn  man  Jlieaähtet«   dass    /      . —  8v  =  0,   /      — - — 7^— 

00 

2  / — 5211^3 — 8v,  und ^ als  konstant  diit  def  .willkürlichen  Konstanten 
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Zusammenzieht ,  so  genügt  der  vorgelegten  Gleichung 

wo  das  Integral,  wenn  ^a  eine  ganze  Zahl  ist,  nach  §.  63  ausgerechnet  werden 

kann. 

8'y        8y 
So  wllre  etwafOr  a=2,  d.h..xr-4— 2^  — b'j[y==0: 

V  X  OX  . 

00 
_/*C08(vx)    ^  C«      — bx/'       ,      1  "A 

so  dass  also  e     *  I  *"^  T"  J  d®""  Gleichung  genügt. 

6.)  M=0,  T<  <0;  jetzt  genügt  e"*  der  Differentiajgleichnng  und  u  = 
"t«  i  als  Gränzwerthe. 

x?^-(l+x)^-(3+12x)y  =  0. 

f)=— u-3,  V;  =  u*-.u— 12=(u-h3)  (u-4),    |.=  ^^.f^  8  u  = 
—  l(u  —  4),  also 


-C.  ,-"+€./     .^^-^ll^8 


—  00  i^ 
Das  letzte  Integral  ist  in  der  bereits  mehrfach  berührten  Weise  umzuformen.  Ist 

4  V  3  t; 

coi^=r —  -T   »in^=  -;  eos9'= —  ■,  8iii^'=  t 

Vv»+16  Vi;M^  Vv»+9  Vv»+0 

80  ist  es  gleich 

+  00  00 

/xVi   _29i   -f>'i  /•       /  « 

i_! ! ft,.      ^/cog(»v~2y-yO^^^ 

-00  (v*+16)(i^'+9)*  0  (t^'  +  lö)  VvH-9 

üebrigens  ist  das  allgemeine  Integral  auch  (§.  74) : 

y  =  e"^ [Ci+C,  /  X  e^*  8  X  J  =  C^  e~**  +  C,  e**^x  —  y  J. 

Seyen  aber  zweitens  nnn  die  beiden  Wurzeln  von  u?+Bu4-D  =  ö  reell 
und  gleich  (B»  =  4D),  so  ist  -  =  ^"^^.-7-^,+-^.  f^'dn^—— 

*■  ^  ^*   .  ip       (u-  a)*      (u  — «)•      u  — a  y  ^  u— a 

4-Nl(u— «),  e-'f'®'=(a— a/e'-",  alsoe"    •''(u— af  =  0.    Dieser 

Gleichung  genügt  n=a,  wenn  N >()  und  M^  0;  ist  N  =  0,  so  genügt  ihr 

a=a  nur  wenn  M >  0;  ist  N  <  0 ,  so  genügt  ihr  u =±  00 i.     Der  Werth  u 

»=Hr 00  genügt  ihr  immer.     Ist  M<0  und  N^O,  so  wird  nur  u  =  4r  oo,  je 

ob  xoO,  genügen,  so  dass  man  also  dann  kein  Resultat  erhält.     Ais  Bei- 
spiel mag  hiezu  dienen : 

^•>  «gp+(3+4x)  ?I+(7+4x)y  =  0. 
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fOf 


4-31(11+2),  ^'^^*=(u+2)»e    •+^  e"    ■+Vu  +  2)»=0  gibt  o=— 2  und 
«^=±  00  9  so  das« 

—00  00 

x>0:  y  =  y    •**~'^(u4-2)dn=y  e    '"     '-^0—2)80. 

+  00 

mrx<0:  y  =  y   e*'"'»+*(u  +  2)  6u.     . 

Sind  endlich  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichnng  n*+Bu-f-D  =  0  ima- 
ginär (B»— 4D<0),  80  ist  u»+Ba+D  =  (u+a)*+/?*,  und  (§.36) 

j»  .■■^^•■=."+'[(.+.)'+/,-j»',  p=  ü:^  «,  ('«=^) 

Soll  diese  Crrösse  Null  seyn ,  so  mnss  fiir  A  >  0,  ü  =  —  a+ßi ,  n  =  +;x  je 
obxoO;  ist  A<0,  so  genügt  u  = +  00  . 

7.)  x|^+»|{+b»xy  =  0,  a>0. 


8  z' 


8z 


<p=au,  V;=u'+b',    /±.8u=41(ii»+bV .  «  =  0,  |J=:b: 

y===Cye*%»4-b')'*~*8a+C,/e"(a>-fbV'^*8u,  z>0. 


+bl 


— bi 

00 


y===  C, /*e"(a»+b»)i*~*8tt+C, /6"(u«+b')*'^*8o,  z<0. 


-bi  '— bi 

Behandeln  wir  den  ersten  Wevth,  so  ist  auch: 

.0  bl 


y  =  C, /(a»+b«)**~* «"Sa+Cj/ia'+b*)^''* e"8tt+C, /(tt»+b'jJ*~* e"8a 

— bi  •^  0  — bl 


— bi 
—  00  /••  1 

+C, /(u'+b*)**"*  e*^  1=  (C,+C,)i7(b«-i.»)l'^  e"^* 
'^  d  •^b 

e""**'8l>. 


-C,y(u»+b»)* 


Die  zwei  ersten  geben 
h 


=  (C»+C,)  l /(b»--»«)**^\cos»z~itin»z)8i>+C4l  Ab»--»«)*^^^ 
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b  b 

so  dasB  also ,  wenn  (2  G|  ^  Cj)!  =c  C ,  der  Gleichung  genügt : 

y  =  C /%*--«»)**~*w(vx) 8 v+C' A*- v»)**^*iip(wx) 8 V 

00 
-C'/(r«+b»)**~*e"*''8v,  x>0, 
•^  0 

eben  so  y  =  C /(b»  — wT*~*co«(vx)8v+C'  /(b»— v»)*'^iln(wi)8» 

00 
+  C'/(v«+b»)i*^%**'8v,  x<0. 

Ist  hier  ^a —  1  eine  positire  g^ze  Zahl  oder  Null,  so  lassen  sieh  diese  Inte- 
grale leicht  hereehnen. 

ako  wäre  hier 

Dieser  Gleichinig  wird  genügt : 

füra>0,  A>0  durch  u  = r-,  ±001, 

A 
Q 

n   a>0,  A<0      n     u  = r»  ±0^» 

A 

„   a^O,  A>0      n     u=±ODi, 
n   a^O,  A<0      „     n=±00 

Für  a  =  0  haben  übrigens  ad  und  i^  einen  gemeinschaftlichen  Faktor 

c 

Aa+C,  und  es  genügt  also  e^^  der  vorgelegten  Gleichung,  wenn  j9=  — j. 
Das  Gesagte  setzt  voraus,  dass  nicht  A  =  0.  In  diesem  Falle  wäre 

J^+(B4.Cx)y  =  0, 
welche  Gleichong  wir  nachher  behandeln  wollen  (Nr.  III). 

^•^  ^+iDx^+ny=:0,  m>0,  n>0. 

9.=u»+ii,V»=nm,  y^8u=j^+|-l(n);  •"    •^•'=0:    n=e.   ±flOi, 
also 

y  =  C,  /     e""*'iiu-^*8ü+C,/e"'*"t-u«     *8n 


-  OOi 
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.+  00  vOO 


—  QO  0 

m 


oder  wenn  man  i  *"  mit  den  Konstanten  zusammenzieht: 

/+ao  ^00 

«^  -^-li  /   — ^  —  —  i  ' 

e"tmt;"'        (coixv4-Umxw)8t>+CV   e     ««v"       (co8r»-f iMnxv)8 v 
—  00  • 

/OO  /.•  ' 

8     *»v?       ((»siv-|-isinxv)8v+Cy  e     «»v*       (co»xv-|-itinxi;)8». 
0  '  — QO 


Setzt  man  im  letzten  —  v  för  v,  so  erhält  man,  da  C  +  C'.+  C  ( — 1)" 


II 


-5—1 


(C+ C  —  €  ( —  1 )  "       )  i  Konstanten  sind : 

/OO  ^00 

e     2mv™       co«xv8w4-C,y  e    »mtf"       sinzv8v. 

'  "  0  0 

n 
Für  den  Fall ,  dass  —  eine  positire  ganze  Zahl ,  werden  diese  Integrale  nach 

§.  '62  bestimmt;    So  ist  für  m= n : 


v¥ 


mx« 


0 

8»y  8t  —^^ 

SO  dass  also  der  Gleichuag  g--,4"™^r"H~™y=^  ^^  Wer^h  e      *  genögt.     Der 
andere  ist  dann  (§.  74) 


e 


mx*  mx*  mx*        ax* 


e 


ra.     |^+A?|+(B+Cx)y=0. 
B  • 

«der  wenn  man  x  =  u  —  -^  setzt,  sd  erhält  man  die  Form: 

8T»+""8i+"^^^- 
Wäre  C  =  0,  «o  gehörte  die  Gleichoog  m  §.76.    Für  A=0  erhalt 
man  die  in  II.  zurückgestellte  Gleichung,  die  aUo  auch  faieher  gehört-  JeUt 

ist     qp=u'+mu,  V'=n,    /~8u=g^+-^,  so  dass  e        '"       '■  i=  0  »cjn 

soll.     Ist  n>0,  so  ist  diese  Grösse  Null  f&r  u'= —  QO*;    dagitgsit  -bei  iL<Ofr 
u'=^  00.  •  Daraus  folg^ 

s  s    , 

u  =  00  V —  1  oder  u  =  oc  V+ 1 » 

d.h.  da  (vergL  „Grundzöge"  S.38) 

—  l=e  ,  ^— i  =  e     '        ,  also  |/ — l  =  e«*    oder  e      ödere'     ♦ 

+  l^e         ,|/+l==e*       ,   also   V+l  =  e   oder  e»     ,  oder  e  •  , 


l 
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so  bat  man  als  Gränzwertbe  voii  u : 

IDrn>0:   00  Ico» -=-+'»•»  "ö- It — <f>  ,  Ool  cos  — *4-i»iii— »r  J 

=  oe(c«.|— Uin-J). 

fürn^O:    00,    OoIcos-jT — h'»>"  "o"  |»  ®  |  c^*  0"*+'""^*  J 

(2  .  .    2    ^ 

cot  ~  «  —  1  sin  — if  I , 

also  da  «>»3-=2"»  «» -3  =y  V3,  cct— =  — y.sin-j^  =  y  V»: 

l  00(1+1  Vs)  4oo(i-i|/s) 

-00  fOO(l+iV«) 

-loo(i+iV«)  op 

^  OD  (-1+1 VS)  ^  00  (-1+1^8) 

Um  diese  Integrale  umzuformen ,  schiebe  man  überall  die  Gränze  0  ein 
(§.  49,  III),  so  dass  man  jedes  in  eine  Summe  zweier  anderer  umstellt  Da- 
durch wird  man  Integrale  folgender  Form  erhalten : 

/.«>  /  /  ^X(i  +  lV8) 

/ü8a,    /ü8n,    /Ü8a,  Iv 

•^  0        •^00      ^'iood+iVs/o 
deren  Behandlung  durch  das  Folgende  klar  werden  wird. 

i  00(1  +  1  Vs) 

/,n+— +— 
e*"    •  **     *■  9u  statt  u  die  Grösse  -g-  z  (1  +  i  V^)»  ^^ 

»ind  die  Gränzen  von  z  :  0  und  00;  ferner  ist  u'  — z*  i       o      J    ^  —  ^** 

."+ r.+TT  ^  ,U —iT-ir)  .-r '("+Tr)  ^  ,H"-?7-^  J(^^,^,,. 

0  0 

Verfahrt  man  in  ähnlicher  Weise  mit  allen  übrigen  Integralen ,  setzt 
zuweilen  — u  fiir  u,  um  die  Gränze  —  oo  in  4~^  umzuwandeln,  n.  s.  f.,  so 
€!rhält  man : 

mrn>0:y  =  cye  *"      "eo+cye^^        •"      *»^cM»ea 

0  0 

f  00 


a.  8.  w. 
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0  0 

00 


«ini^8ii» 

Für  den  oben  berührten  Fall  ist  m  =  0,  wodurch  die  Integrale  sich  et- 
was vereinfachen.. 

Wir  haben  damit,  die  hauptsächlichsten  Fälle  Ar  die  Gleichung  zweiten 
Grades  betrachtet.  •  Beispiele  f&r  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung 
würden  sich  natürlich  in  ähnlicher  Weise  behandeln  lassen. 

«.  7». 
Auf  die  in  §.77  behandelte  Porm  lässt  sich  die  Gleichung 

zurückrühren.     Man  setze  nämlich  x'^^u,  7  =  u*Z9  wo  n  eine  noch  unbe- 
stimmte Konstante  ist.    Alsdann  hat  man : 


8-^  =  — Vn g^  =  m(m-l)x        (^«ä;+«t      «J 


so  dass,  Venu  man  diese  Werthe  in  (a)  einsetzt: 

11+2  8*«  ,  r^      -  n+i  .     ,       ,x  H-i  ,  *-H  ,  .        H-n^i 

iii*tt        r— i+l  2^in*u       4"™(™ — 1)™       -t-Äiiiiu       +b£mn        ■  — 

4-[nm(m— l)o  4"™*n(o  — l)u  +  •i™»'* +N"**"*       +••« +^" 

und  wenn  man  n  so  bestimmt ,  dass 

80  wird  diese  Gleichung,  die  man  alsdann  durch  a*+^  dividiren  kann: 

m'iiT— i4-[2nm*+m(m — l)+aim+bima]^ — |-(bimn4-bo+CbQ)  >  =  0  W 

ö  u  o  u  •  , 

und  gehört  unmittelbar  zu  den  in  §.  77  ausf&hrlich  behandelten  Formen.  Di^ 
Gleichung  (b)  liefert  ^ . 

von  welchen  zwei  Werthen  jeder  gewählt  werden  kann. 
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1.)  g±»'l'y  =  0.x'g±a'x'+*y  =  0. 

Hier  ist  Si  =  bi  =  0 ,  aQ=:0,  b©  =±  a',  c^  =  0,  m  =  r4-  2,  aUo  n= x  ;  die 
(b)  ist  ii(r+'2)(r+l)+(r+2)'n(n  — 1)=0,  der  genügt  wirf  durch  n=0,  so 
dass  z=7.     Die  (c)  ist  jetzt 

und  gehört  zn  §.  77,  I.     Ist  diese  Oleichnng  zwischen  z  und  n  integrirt,  so  setzt 
man  u=x      ,  z  =  y. 

Der  Fall  r=  —  2  ist  aber  hier  ausgeschlossen;  alsdann  hat  man  x'g-|  ±  a'y 
=  0,  welche  Gleichung  zu  §.76  gehOrt,  wo  sie  in  Nr.  1  bereits  integrirt  ist. 

«  S+TH+r«'-'-^]'»«-  .•|V.+=.H+f---'<H-))'=«. 

wo  r  eine  (iositiFe  ganze  Zahl.    a|  =2,  bi  =0,  ao= — r(r4-l)i  t>0=O,  C0  =  a', 
m  =  1 ,  mithin  die  (b) : 

n(n  —  l)-|-2n — r(r4-I)=0,  n=:r;  x  =  n,  y=:nz; 
also  die  (c):  x~+2(r+J>  ~+a»xz  =  0, 

welcher  Gleichung  nun  (§.  77 ,  Nr.  7)  das  Integral 

/(a*  —  V*)    cos  (v  z)  8  V ,  also  der  ersten  z    /  (a*  —  v^    cos (vz)  8  v 
•  J  0 

genügt.     Setzt  man  v=rasin9,  so  genügt  also  der  vorgelegten  Gleichung 


y  =  Cz  #  '  Qos         f»cos(az8in^)8fp. 
•^   0 


„.        ö*y  i  a  öy  I  ,.  »       n.     26*y  i      öy  , ,    h-z 


r+2  'Y~ 

a|=:a,  bi=0,  ao=0,  bo  =  0,  Co=b,  m=— g— ;  u=x      ,  n=0,  y=z; 

8^      ir+2a8y     _4b_. 
welche  Gleichung  zu  §.  77, 1  gehört.     Für  r= — 2  gehört  sie  zu  §.  76. 

Die  seither  mittelst  bestimmter  Integrale  darchgeführte  Integration  von 
Diflferentialgleichungen  hat  den  indirekten  Weg  eingehalten.  Es  ist  aber 
leicht y  auch  den  direkten  einzuschlagen,  d.h.  eine  Differentialgleichung za 
bUden»  der  eine  bestimmte  Integralform  zakommt,  wie  dies  namentlich  schon 
Eni  er  gethan,  dem  im  Wesentlichen  also  der  Grundgedanke  obiger  Methode 
zakommt.     Wir  wollen  dies  an  folgenden  Bdispielen  eiiäutem. 

L  Sey 

y=/ü(n+ö»n. 
•^  a 
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wo  f  eine  beliebige  Funktion  von  x  ist,  während  a  and  ß  Konstanten  nach  x 
und  u  sind ,  so  hat  man : 

+11  (n-^  DyU  (n+ö'"^f  yy  80. 

Sind  nun  L,  M,  N  noch  zu  bestimmende  Funktionen  von  x,  so  ist  hieraus: 

+Mn(a+Ö  J|+N(a+|)*]8u. 

Gesetzt  nun,  es  werden  L,  M,  N.so  bestimmt,  dass  das  unbestimmt  ge- 
nommene Integral  der  zweiten  Seite  ^=R(u+f)'"^,  wo  B  eine  noch  zu  be- 
stimmende Funktion  von  u  ist,  so  muss  seyn 

+öi-l)B. 
Sind  nun  A,  B,  C,  a, b,c  beliebige  Konstanten,  so  wollen  wir  setzen: 

öx  öx.  I^v 

N|*+nM^J|+B(ii-l)L(^JiJ  +nUy  =  C+c|.  j 

wodurch  obige  Gleichung  zu 

U|:(A+a«u»+(B+bO«+C+cö  =  o|?+i??+(n«l)R 

wird ,  wo'  nun  U  und  R  so  bestimmt  werden  sollen ,  dass 

ü(c+bu+au«)=  ~.  ü(C+Btt+Au»)=a  |5:+(n-l)B, 
Alsdann  ist  obige  Gleichung  identisch  und  man  hat: 

An'+Bn-hC      °8^+/°~'^^  B       —  aa»+(A— b)ii»+(B-c)  n-j-C 

av*-|-bu+c  ~  8R  •  ^"       '  8B  ■*  »u»+bu+c 

8a  ^      8a 

J_  8R (n— l)(aa»+ba4-c) 

R  8a  ""— aa»+(A  — b)a*+(B— c)o  +  0* 


im^-^n      uf  (aa»+ba+c)8ü 

1  8B_  (n-l)B 


+.C' 


(b) 


aii*+ba+c  8  u     —  aa»H-(A— b)a»-f-(B-^e)a  -f- €* 
wlhr«.d    *       I'S^  +  M^+Ny  =  [B(a+ö'"*]^«[R(u+ir*L^^ 

Aus  den  Gleichungen  (a)  folgt : 

N-A+.*L     C+(c-B)^+(A-b)t'+»f'  „     B+1.t-2Nf— L^ 

N_A+.f,L= .„r8«V »* ' 

°<"-"l8ij  .        "ei 


l 
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SO  das8,  wenn  man  im  Stande  tot,  er  und  ß  unabhängig  von  x  zu  hestimmen, 
so  dass 

alsdann  der  Werth 

^    y  aau»+(b  — A)tt»+(c  — B)u  — C 

der  Gleichung 

genügt,  wenn  L,  M,  N  durch  (c) ,  R  durch  (b)  gegeben  ist  und  A,  B,  C,  a,  b,  c,  n 
beliebige  Konstanten  sind. 

w  1..        .        t  ..VT      w      "    r-    *C+(c— B)i4-(A— b)x»+ai' 

Man  setze  hier  etwa  £=x,  8o  ist  N=A+ax,  L= ' ; rr , 

'  -       .   n(n — 1) 

B+(b— 2A)x— 2ax*         ,         ,       ,      ^,  .  , 
M=- — ■ 1  «o  dass  also  der  Gleichung 

C  +  (c-B)x+(A-b)«»+a«»  8»y     B+(b-2A)x~2ax»  8y  . 
^^{jI=T) 87«+                  ;; 3^+(A+ax)y  =  0     (e) 

genügt  wird  durch 

y^ B(n+x)'8n 

^"•yaau'  +  (b— A)tt+(c— B)tt— G' 

^  '     ^  J  — au»-f(A  — b)tt»+(B  — c)u+C 

[R(o+x)""*]  =  [B(a+x)'~*J       . 

C  c— B 

Man  setze  nun  spezieller  nochjn  (e):  a=0,      .  .y=>  a|,       >  ^.v  =  b,, 

A— b  B  b— 2A 

n(n  — 1)=^'!^'=^^'      n      =^* '  A=ae,  so  ist  C=n(n— l)a,.  A=ae,  b  = 

nb4-|-2a0,  B=fia|,  c=:n(n — l)b24~o*i»  *o  dass  wegen  A— b?=n(n  —  l)c, 
auch  noch 

n(n— l)C|4-nbi+ao  =  0 
•ejn  muss.     Bestimmt  man  hieraus  n,  so  sind  Ao*  ^ •  fh >  h| ,  b^,  C2  ganz  beliebige 
Grossen,' und  Inan  kann  also  sagen,  dass  der  Gleichung 

(a,+b,x+c,x«)|^+(ai+b,x)  ^+»07  =  0  (f) 

genügt  wird  durch 

/•'*•  R(u-|-i>'8u 

wpv       1  /\:nbt+2i«)n-|-n(n— l)bi+n«i  ,v       .     u    i.       n 

•W  =  -^ e,„._b.„+., .n(n-l)c.+nb.+a.  =  0. 

pl  (u+x)—*]       =  pl(a+;i)'~*J     ., 

vro  wir  die  konstanten  Faktoten  von  y  gleich  weggelassen  haben. 

Die  Grösse  n  darf  nicht  Null  seyn ,  wenn  a^  es  nicht  ist ,  da  sonst  R  nicht  be- 
^tiounbar  wäre.     So  lange  aber  a^  ron  Null  yersohieden,  ist  es  auch  n.   Tür  C}=b| 

^^=0  ist  n  nicht  bestimmbar;  alsdann  gehört  aber  auch  (f)  nicht  hieher,  sondern  zu 

&   77 


Auf  die  Gleichung  (f )  kommt  die  folgende  Gleiehung  znrfick :, 

(x-l)x*~^+(ax+b)x^+{cx+d)y  =  0.  (g) 

T^  .  .  •         1       ®y  «-i      ,      .  8x    8«y_    ,        ,v    m-2 

Denn  setzt  man  y=x   z,  also   g-  =.  nx       «  "t"  *   gT«  fi*      *^* — *^*      ^ 

-|-2nx'^'   fl~^^   ä~''  ^^  oi'häl^  o^<^  Q<^^  Weglassong  des  gemeinschafUiclien 

Faktors  x  : 

x«(x-l>^,+  [2nx(x-l)+(ax+b)x]|^+[n(n-l)(x-l)+(ax+b)n+cx+d]i 
0  X  ox 

=  0, 
so  da^s ,.  wenn  man  n  aus  der  Gleichung 

n(n— 1) — nb  — d  =  0 
bestimmt,  man  die  ganze  Gleichung  durch  x  diridiren  kann  und  erfaAlt: 


welche  Gleichung  unmittelbar  zu  (f )  gehört.     Die  Bestimmung  ron  n  ist  immer 
möglich.     Die  Gleichung 

'(x-h)x»^+(ax+b)x^+(cx+d)y  =  0  (T) 

kommt  auf  (g)  zurück,  wenn  man  x  =  hu  setzt. 
Femer  reduzirt  sich  die  Gleichung 

(x-h)«x  J^+(axH-b)(x-h)  |Z-|.(cx+d>y  =  0  (h) 

i./  ^  u/t        X       ,      öy     Öy  8u.         1   ey   e»y      1  8»y       ^ 

auf(g).  wenn  man  x=h(l^u).  »1*0  jf^=g^.  g^  = -^  e^i»  eT'^Pe?  •^^^ 
woduEoh  erhalten  wird : 

hn'(l -u)  g^-[»h(l -«i)+b] u  Jj+[«hCl-"*)+d]y=0, 

Endlieh  kann  die  Gleichung 

(x-h)*x»^,+  (ax+b)(x-h)x||-|-(cx»+dz+f)y  =  0  © 

auf  die  Form  ron  (h)  zurückgeführt  werden.    Man-setse  nimiidi-7=z  z,  so  erbllt 
man ,  nach  Weglassung  ron  x  : 

(x-h)«x»^,  +  [2nx(x«h)«+(ax+h)(x-b)x]~+[n(n-l)(x-hr 

+  (ax+b)(x-h)n+cx»4-dx+f]  z  =  0, 

so  dass ,  wenn  man  n  aus  der  Gleichung 

n(n~l)h«— bhn+f=0 

bestimmt,  man  durch  x  dividiren  kann  und  sofort  die  Form  (h)  erhAlt. 

'■■"'■     ^  1 

Für  h=0  lässt  sich  n  hieraus  nicht  bestimmen.     Alsdann  setie  man  x=~jj^' 

welcke  Gleichung  zu  §.  78  gehört. 


l 
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n.  Sey 

y=/üe        80, 

J  a 

WO  i  eine  bekannte  Fanktion  von  x,  U  eine  noch  nabekannte  Funktion  von 
u  tat,  80  ist 

80  dass,  wenn  man  das  unbestimmte  Integral  der  zweiten  Seite  =:Re"^^ 
setzt: 

seyn  muss.     Ist  also 

so  ist  U[(A+a|)u«-h(B+bÖn+C+cÖ  =  |^+n^R. 

und  also  ü(Aa»+Bu+C)  =  |5,  ü(aa»+bu4-c)  =  nB, 

00 


woraiu 


1   8B     ii(An'+Bn+C)  A^'+Bn+C^, 

¥"8^-     au'H-bn+r"'    '^"'- V  ^VT^Hpr""' 


nR 

und  danB  ü  =  —  ■. 

au«+bu+c 

Bestimmt  man  dann  a  und  ß  so ,  dass 

80  ist  das  bestimmte  Integral  Nnll ,  und  man  hat  somit  den  Satz  : 
Der  Gleiohung 

J  a  att*+ba+c 

**  l.8xj  ^8x 

Setzt  man  hier  £:=x,  n=l ,  so  gelangt  man  auf  §.  77.     Setzt  man  |=:x^ 
«o  ist 

r      A+ax»    ,,     ^A+(2nB-a)x»+2nbx*  ., 

bt  hier  A=Ov  nzz-o"*  a  =  l,  also 
^^<Mi  setst  man  B — l=a|t  b=.bi,  C=a|,  c=:b],  so  folgt  hieraus,  dass  der  Gleichung 
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genügt  wird  duroh 

.1  .     ,        (Ax-|ra)x»     ^        .    b»    ,    *»— bB    , 

Setzt  man  eben  so  $=  — ,  so  ist  li= \    •-'■ ,   Ä=3—  -7  -1 — ' — -t —  x- 

X.  n        _  n  B 

H p-,  N  =  — ^^,  und  wenn  etwa  A^O,  n  =  I,  a=li  b= — «(,  2— B=:bj, 

C  =  b2,  c=3rai,  so  hat  man: 

Der  Gletobung''  '  J^ 

genügt  y^  r    Be'8u  t(R)  ^  /(g-U.Vfb.^  .    ^ 


a 
(Vergl.  auch  I ,  (i)  !Ür  h  =  0.) 

III.  Sey 


■  1* 


y=:t/ '•"  Ü8n, 


*  ( 


wo  Ct  i  bekannte  Fiinktion«a  von  x,  so  ist 

und  wenn  man  das  unbestimmte  Integral  =e^  ^R  setzt: 
so  dass,  wenn 

und                             DtA«'+Ba+C]=||,  U[»u'-fbuH-e]  =  ll, 
man  bat  1(B)  =  / r-7-r — 7 — 8n,    ü  = 


-fbn+c      •  »u»+bu+e  ' 

und  wenn  dann  a  und  ß  so  bestimmt  werden,  dass  die  Grftsse  e"^f&rn=<i 

und  a=ß  denselben  Werth  gibt,  so  genfigt  y=C/     e*' Udn.der6leicliang 

L;-^.+  Mj-J.+Ny  =  0.wo 


l 
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Ffir  |=x  i|t  .......  .;,  ^-  •■..,        ..  ^  . 


I  ■■"-|     — — = —    "      I  •   *•-"   '  •-  "  -  '  H       '- 


M  du»  Blw'd^GreiiBlHÜig.       '  ,■■-'■ 

-4-     ■» 1--       ■  5 ■ . : T  =1  0 

genügt  wird  fbtQlv^?=:C/     6   |fl^8.    Ffir  i=:B  k)«imtiiianaafdieForBides§.77; 

Set£t  man  dagegen  4  =  e      ,.  so  ist 

L  =  (A  +  ax)e"**\  11«:  tB+(b^4«A)«— 4iiiax»j   e"^*',    Ns=|c— 2mA 

+  (c— £mB-^X*iii}x+(4Aih»— 2mli)i»H^4am*x»|  ä^"' 
aUo  wenn  etwa  a=0,  A=::i ,  Bi==a|»  b — 4m^=;b| ,  C — 2m=aD,  c- — 2mai=bo, 
4m' — 2mb=G^,  so  dasi  also  in  derart  bestimmt  wenlan  mntt,  dass 

.     4m»+2mb4-^0a  — 0- 
so  ward  die  GleichuBg 

integrirt  werden  durch 

y=*     y  «  (bt  +4m)u+2mii  +  b„ '     ^7/ (b,+4m)n4-2ma»+b/    ' 

§.m 

Wir  haben  seith^  uur  die  linearen  Differentuigleichuugen  ohne  zweiten 
Theil  (§.  74)  betrachtet;  die  Integration  dieser  GHeichnngen  mit  zweitem 
Theile  läset  sich  aber  ganz  leicht  auf  das  im  S^itberigeb  Angegebene  zurfick- 
fthren.     Gesetzt  nämlich,  es  sey  die  Gleicimng 

^^-I+^^+    •••+^^,l!+X.y-X  (a) 

8x  8x  «-lex        » 

vorgelegt,  in  welcher  Xq,  X^,...,  X^,  X  bekannte  Funktionen  von  x  sind, 
lind  man  habe  als  allgemeines  Integral  der  Gleichung 

OX  0  X 

gefunden  (S^  74): 

Dioafor,  DiCiarejitial- u.  Intefnl-Recbauf .  23 
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n  ■ 

WO  Yi,  y,, . ..,  y^  ebenfaüs  bekaunte  Fonktionen  von  x  sind,  so  lässt  sich 
liieraus  immer  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (a)  finden.  Denken  wir 
uns  nämlich,- in  der  Gleichung  "(c)  bedeuten  einmal  G^^C, ,...,  C,  nicht 
mehr  Konstanten,  sondern  (noch  unbekannte)  Funktionen  von  z,  während 
y^, . . .,  y^  immer  noch  Funktionen  von  x  sind,  die  so  beschaffen  sind,  dass 

n  n— 1  - 

Ö  y  .  8        y  8y     ' 

X,—^+X,—^+.,.+X        _-?+Xy  =0; 

ferner  wollen  wir  nunmehr  versuchen,  C|,  C^y . .  m  C^  als  Fnnktionen  von  x 
so  zu  bestimmen,  dass  (c)  auch  der  Gleichung  (a)  genüge.  Ans  (c)  folgt, 
unter  den  jetzigen  Voraussetzungen  : 

8^  " ^'  "87+^'  87^  •  •  •  •  +  ^n  "ei+yi  "el+y»  ar+ '  * ' '  ^^n  e^' 

und  wenn  wir  nun  C«, . . .,  C^  so  bestimmen,  dass 


yi 


%c^  ,  _  8C,  ®^ 

8 


7+y'87+ ••••+^8r=<''      <•»> 


»y     /,   8y,^  ^  8y, 


ey. 


Hieraus  folgt 


S'y'n  8'y.^^  8'y, 


»*y. 


ex 

wenn  wir  C| , . . . ,  C^^  so  bestimmen ,  dass 

8x    8x    ^   8x    ^x  ^  ^    8x    8x  * 

Aus  (f,)  folgt  wieder 


ö*y    o  eVi^^  8'y, 


8»y 


8x^  =  ^'  87«"+^*  ei^"^     '"^^«TxÄ'         ^^^ 
wenn  C^,  . . .,  C„  der  Gleichung 

8x»    8x+8x»'87+ +  8x»    8x  "^  ^^^ 

genügen.     Wie  man  so  weiter  gehen  kann,  ist  klar.     Man  hat 

fl"""*^   ft'"*^    fl"~*»       -  8°"  y 


8x        8x        8x         •     8x 

wenn  wieder 

.  a-2  8x  ^  j.  n-2  öx  ^        ^  .  n-«  8x  ^  »-« 

cx         ox  ox 
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Aus  (f._,). folgt  endlich  .   , 

8x'  8x'  8x'  •  »8,"      8x"-*    »«       Sx'-*    »'' 

n— 1 
8       y  8C 

und  wenn  man  die  Wer  the  von  r^,  ...,  — ^,  wie  sie  diese  Gieichangen  geben, 

8  X 

in  (a)  einsetzt,  dabei  aber  die  Gleichungen  (d)  beachtet,  so  erhält  man 

Darans  folgt  nun,  dass  wenn  man  G|,  . . .,  C^   als  Funktionen  von  x 
durch  die  Gleichungen 


8x    '   '*  8x    '  ■  '«    8x 

8j^8C^     8jr,8C.  ^  ^  ^^^o 

8x    8x"^8x    ex"^"*    '"  Px     8x  "■     ' 

? yi^_i? y»?_^«i,      «I _? j'-o 

«-2   öx  "^  .  —2    8x  ^  •  •  •  "^  .   «»-«    ^x."    ■ 

ox  8x  dx 

8'~'y.8C.      8'~*r.8C.  ,!l_!j^«_^ 

bestimmt,  alsdann  die  Gleichung  (c)  cfer  (a)  genügen  wird.     Ans  (e)  folgt 
aber  immer  unzweideutig  . 

8x~^»'    ex"'^^ 8x^    n'  >^^ 

wenn  fi,  ^2»  ••  •»  5^  (bekannte)  Funktionen  von  x  ßind,  während  nun  aus  (e') 
folgt : 

wo  Et,...,  £^  willkürliche  Konstanten . sind ;  so  dass  der  (a)  genügt  wird 
durch  ^ 

y=yt  (yit8x  +  E,)  +  y,(^yi,8xH-E,)+...+y^(^y*Mx+  (g) 

welche  Gleichung,,  da  sie  n  willkürliche  Konstanten  enthält,   das  allge- 
meine Integralvon  (a)  vorstellt. 

*    Gresetzt  aber,  man  kenne  nicht  das  allgemeine  Integral  von  (b),  son- 
dern blos  n—  1  besondere  Werthe:  y,,  y,,. . .,  y,_i»  die  der  Gleichung  (b) 

genügen,  so  dass  also 

y  =  C,y,  +  C,y,H"..    •+C^_tT._,  *) 

23* 
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zwar  wohl  der  (b)  genügt«  aber  eine  Konstante  za  wenig  hat,  am  das  allge- 
meine Integral  dieser  Gleichung  za  seyn.  Lässt  man  wieder  C|, ....,  C^__^ 
Fanktionen  von  x  seyn,  and  setzt  die  Gleichnngen  (e|),  (e,),-. . .,  (e,^,), 
d.h.  die  n — 2  ersten  Gleichungen  von  (e)  fest,  in  denen  jedoch  C^  fehle,  so 
hat  man 

8/  Px"  -*     8/  ^8x"-'   «'  8x^-*       «^    ^ 

+  e-«    8. +•••+   ,-.      8,'  ' 

und  wenn  man  dann  diese  Werthe  in  (a)  einsetzt,  dabei  die  Gleichnngen  (d) 
beachtet,  so  folgt,  dass  (h)  der  (a)  genügen  werde,  wenn  Ct,  .  .  .  C^^ 
so  bestimmt  werden ,  dass : 

T   — *-hv   ^4-       4-v        -_"-*-0 

8jr,  frC,      8j,-8C,  /y,- i^^n-i      ^ 

8x   '87"^8x"  8x  "^•••■^     8x    ~8"x     -'^' 

n— 3 

n-S    8x"^.    n-«-:ex'^"-T      ^n-8--Tx""-*^'  ^  ^'^ 

OX  OX  '       ox 

g^n-2    8x^*"^    g^»-»        8x    J^      "Lg/-*    8^^ 

8x'^=^     ö*    J  +  ^^Lg,-«    8x*-^         +    g^-t    -8?-J-^ 

Aus  den  n-^2  ersten  Gleichungen  (i)  folgt 

8C,         8^,    ac,          8C,  ^Vi_^      8C,  ^ 

8x  ~^*  8x'  8x  ^^«   8x' •  ~87"       «-^  »x  '  ^"^ 

WO  2t » •  *  •  >.  ^n-i  b^l^^nnte  Funktionen  von  x  sind ;  setzt  man  nun  diese  Wertk 
in  die  fotste  Gleichung  (i)  ein,  so  erhält  man  eine  Gleichong 

in  der  P  und  Q  bekannte  Funktionen  von  x  sind.  Kann  num  (I)  aUgemdo 
mit  zwei  willkürlichen  Konstanten  integriren,  so  geben  dann  (k)  die  G},-"i 
C^_^  mit  weiteren  n — 2  willkürlichen  Konstantea,  und  (h)  gibt  das  allge- 
meine Integral  von  (a).     Für  X:=  0  gäbe  die  (I) : 

8x 
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wie  bereite  in  §-74  gefuoden.   (Es  ist  nämlicli  X,  y.  ^  +  2X«  4^  ^  + 

Man  sieht  leicht,  dass  wenn  man  nnr  n — ^^2  besondei^e  Werthe:  y,, . . ., 
y^_j  kennen  wfirde,  die  der  Gleichung  (b)  genQgen,  man  das  allgemeine  In- 
tegral von  (a)  erhalten  würde,  wenn  man  die  Gleichungen  annähme: 


8x-    ■   8«,  ^^     8x-*       8^ 

V  T^"~'yif>Cx  ,  .,   ^       ^-»^V,-!,,-  r8'~'y,  8C. 

-.1  _«  /("•) 

8"      y  8C       -,  _a«-»        „,„  8       y  8'C       _ 

^  ex"^;       «'  J  ^  '  L-8,^-.    8x'  + +   ex-      «»'  J 

«""N._,  «' V,-,         r8-y.  8.  C.  ,  ,  '"*\-,  « V,-l  _  X 

^~ii=5i     8is~J^*"L77=«T?""'"--''^";7=«     eF^J"*' 

worans  zunächst  folgt: 

ec,       8C,         !^_v     «c.  ,> 

ex  ~^'  8x'**'"8i~~  »T»  8x'  ^"^ 

«Kid«»  p8^C,_^Q^^^8_^^j  (,^. 

Ist  aus  (n^  C|  mit  dicei  Konstanten  erhalten,  so  folgen  C, ,    .  .,  C^_2 
aas  (n)  mit. weiteren  n — 3  Konstanten  and 

gibt  das  allgemeine  Integral  von  (a).  Wie  man  diese  Betrachtungn  ireiter 
fortsetzen  kann,  ist  klar.  Eben  so,  wenn  X  =  0,  dass  die  (1),  (nO--*  ^^^ 
dienen  werden,  aas  n  —  1,  oder  n — 2...  besonderen  Werthen  von  y,  das 
allgemeine  Integral  von  (b)  zu  finden. 

§81, 
Wir  wollen  nun  vor  Allem  die  Methode  des  §.  80  auf  eine  Reihe  von 

Beispielen  anwenden. 

1.)  ?^+A?-;;+By  =  x. 
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weä(|'jL,*3  Konstanten.     Hier  ist  (§.  75):  yt  =^  *    *  73  =®  *   •'  ^▼enh  m( ,  ni]  dir 
Wurzeln  von  ra'^Am-f-B  =  0  sind,  vorausgesetzt  diese  Wurzeln  seyen  ungleich, 

sind  sie  gleich ,  so  ist  y^  =  e     i  y2  ^xe  Also  sind  die  (e): 

tC,      Xe""***    8C,      Xe~"'*    ^            1         /t  -«h«  ^      .  ., 
~= »T-^- 5  C,==- /Xa    ^   ax-fEj, 

y= je        /Xe  8x— e        /  Xe  oxIrHE^e        +E,e 

Für  nii  =  mj  ist 
•      |7+"        67^^'  "'^       ^+(l+mx)e       —  =  X; 
^t-xXe""*.  ^§-Xc.~"^  C,  =  -yxXff""**8xi-E,;C.=yXe~"ex+E,; 

mx        mx  /    ^    -r-mx  mx  /       — mx 

y  =  (Ei+E3x)e     —.6      /xie         8x-hxe      /Xe         8x. 

2.)  — ,  +  y:^C08X. 

yj=ry)sx,  y4=8inx  (§.  75,  II);  also 

/  co8X-^-|-sinx  -T— =  0,  —  smx  -r— ^-t-cosx  -^  =  co«x; 
01  er  ox  ox 

8  f  Ö  C  *   /* 

*    --^  =  — cosxsinx,  — *  =  cos*x,  Cj  =  — /sinjtco8x8x  =  — ^8fai*x-|-Ei, 

C,  =isinxco8x+ix-f"E, , 
also 
y  =  — isin*xco8x-|-isin'xcosx4-^xsinx+EiC08X-f"E2iinx  =  ix8inx4-EiC08X-|-EjSinx. 

"^-^  8x»       X    8x^x*^"  x' 

y,  =x,  yj  =x l(x)  (§.  74,  Nr.  1 ,  oder  §.  76.  Nr.  1). 

y  =  --|-l(i)«+xl{x)'+E.x  +  E,xl(i)  =  lxlW«+E.i  +  E,xl(i).« 
yi  =rx,  wie  man  leicht  sieht;  also  nach  (m),  wenn  dort  n  =  9t  yi==x,  X2=6x, 

2k|  —  —  uX   ,  2Lq X  ,  jSk.' —  X  I 

8Ci      ^  ,8C,      ^   ,      8*Cj   ,  «    ,Ö«C,^    ,       8'C, 
6,,,_i^6x»— ^-3x»,x^+3x»-^-hx>.x— ;=x 

^-^  =  i'    C,=-il(x)+E,x»+E,x-i-E.; 
y=i-xl(x)  +  E»x»  +  E,x«+E3X.     (§. 74  und  *. 76.) 


*  Da«  Zeichen  l(x)'  bedeutet  das  Quadrat  Ton  l(x),  ist  also  zu  unterscheiden  too  I(x'). 
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5.)-  «*r'w-']^-V'-^-:+y=-i^- 

=:x;  aUo  in  (i)  n=2,  X,=-x.  Xo,=x»  [Hx)—l],  X=— ,-^; 

8*C,        21(x)-a    8C, J_ 

8x*  "^x[I(x)-l]    8x  ~      x'[l(x)-lJlW' 
8Ci 
Setzt  miui  hier  -g—  =  ()f> ,  so  ist 

89  ,    21(x)— 3  '  1 


8x  '  x[l(x)-l]^  x=l(x)[I(x)-l]' 

•o(S.66,  1): 

/•21(x)-^8 

*-  xj  i''  yi(x)pcx)^i]»i 

Setzt  man  l(x)  =  z,  x  =  e  ,  so  ist 

y8x r   e'8z      _  /e'e«       /*e*8z     __  A'8i  _  /e*8z        e* 
i(x)[iw—y* ""/«(«— i)'"v  z    v(«— D*  yz— i"v  z     z— 1 

l(x)-l       1       l(x)-l/'8x 

e.  =  o/iM=lex+Ux)-/^i?V;^-^- 
M-»x  =  -lKx)/J^-4/i^ex.-lu./^+/i-U.,i,ex. 

-x-'«y,is+'«v 

■o  C.  =  -  ^'W+^l(x)/,^j  +  C';  y=-CI(x)  +  C'x  +  l(x)yT^j. 

6.)  (,+,).»!j+o+,).«Ly+.,(H-x)Jl-8y=.^. 

Nach  §.76  iMt  Ao=  1 ,  Aj  =  1,  A,=3,  Aj  =  --8,  a=l.  b=-.  1,  n=3,  also 
r(r_l)(r— 2)  +  r(r— l)-i-3r  — 8  =  0,  r^— 2r*+4r  — 8  =  0,  r  =  2,  ±2i; 
=  (l  +  x)'.yi=co8[l(I+x)»].y,=8in[l(l  +  x)'J.also 

/i-U.^Ö^i      «inl(l+i)'8C,   .  cosl(li-x)»8C,      ^' 

^^"^''^ex    .    iTx      8x"^     147— 1^-"' 

8  Cj  _  2co8l(l+x)»— ginl(l+»)»  8  C,  _  2Kin  1(1  + x)'-h  cosl(i -j-  ^V  8C, 
8x  (l-hz)'         '  "Tx        "  (l+x)*  "      8x 


X 

2(1 +  x;^ 


360  Babpiele  fOr  Toltotliidife  Hnnr*  OMhrartUIgMclmgw: 

0C^  ■  I  8C,      iipl(l-|-»)»— eo»l(l+r)'      8C,_     [itol(l+x)»-hio»Kl+x)'] 

**'*8(H-,)i'    '^  "  8{>+x)*  "*  *""  8(1+,)* 

•'8(1+.}I      *'•  *-'(l+x)'  (l+r)'  (1-H)» 

1    /•8inl(l+x)'xJx       1    /•feo«l(l+x)'x8x     ^^^ m        /'Mii I  (1  +  x)' X e I 

C,=  g^/ g-/  T         ,  (l-t-x_e).    I  j 

-^       (i+x)»  •'       (i+x)*  rr         (i+,)i 

e~''(— iito?»— 2co»2i)  .-   .„    •  e**(2iki2i— Sewgi)  ,  e~»*(a«iii2«+8eot8t) 
—^ (8. «)  = ^+ —^ 

_  <l+x)^[2iiii1(l+x)'— 8«>»l(l+x)^  ■  0+x)~^[2«ial(l+x)»+8«!o»r(l+x)1 

-        .  .  17  :  "•"  ^  17  "  ' 

b^atinimt  man  die-aodern  Integrale  in  Unlfcher  Weise,  *o  erhUt  hum: 

C,=-^-^^^  [6eo.l(l+x)'+3.ta!(l+x)«]  +ü^— [8.inl(l+x)»+3cod(l+i)'] 

+  E,.    . 

C,  =  -^4^[^«ml(l+xj«-3co«l(lxhin+^Ü^— [3sm 

Also      y  =  Ci(l-f:x)»+C,cosl(l+x)«+C,»inI(l+x)« 

=  E,(l+x)HE,coil(l+i)«+E,8inl(l+x}»-j^VH^-h         ®         ' 


«— _  o_+«*^-ö«*r=x 


»1  85VT+i 

7.)  Man  soll  die  Gleichung 

8x*       X  ex"'"      8x 
integriren.     Lässt  man  zunächst  den  zweiten  Theil  weg,  so  handelt  es  sich  üai 

S-7Fi+«*8^'-«'''=«-'S^+<«'-*>^rx-««"'=«' 

so  dass  also  in  §.78  a|=r— 4,  bi==l»  m  =  5,  ao=:0,  bQ  =  0,  c^j= — 6;  x*=u, 

j=ü  z  wo  n  bestimmt  ist  aus 

2an  +  26n(n  — 1)  — 20n=0,  n  =  0,y  =  i; 

die  neue  Gleichung  ist : 

O  Zo  5  D 

2    6  8    6 

8C^       e     *  eC, 6* 

8x  ■"      Bx»     '     8»  ~        Bx»  \ 


•  Hier  ist  1(1 +x)»  =  l[(l+i)»].  also  für  l+x>0: 1(1 +x)»  =  21(l+x). 
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8.)  Denken  wir  uns ,  der  in  §.  34,  II  betrachtete  Stab  aey  bereits  so  lange  der 
Einwirkung  der  Wärmequelle  ausgesetzt,  dass  er  in  den  Beharmngszustand  einge- 
treten ist ,  d.  h.-  dass  sich  die  Temperatur  seiner  einzelnen  Querschnitte  mit  der  Zeit 

nicht  mehr  ändert.     Da  alsdann  v  unabhängig  ist  Ton  t,  so  ist  7--  =  0,  also 

8*v     wy        _ 
— i ^v  =  0 

8x»     «k 

die  Gleichung  der  Wärmebewegung,  wenn  01  und  k  f&r'den  ganzen  Stab  konstant 
sind,  und  wo  nun  <o  den  (konstanten)  Querschnitt  des  Stabes,  k  die  innere  Leitungs- 
fähigkeit, f  das  AusstrahlungSTermOgen  und  w  den  Umfitng  des  Querschnitts  be- 
zeichnet.    Aus  der  obigen  Gleichung  folgt  nach  §.  75 : 

v  =  Ce  *+C'e  "'  =  Ce    +C'e       ,   a=  y/  -^ 

Um  die  Konstanten  C  und  C  zu  l>estimmen ,  wollen  wir  annehmen ,  der  Stab 
habe  die  Länge  1  und  seine  beiden  £nden  sejen  immer  auf  den  Temperaturen  v^  v^ 
erhalten;  jalsdann  muss  für  x  =  0,  vrrv^  und  für  x=l,  v=.v^  sejn,  d.h.  man  hat 

e       — 6  e'  — e 

also  ist  unter  diesen  Voraussetaungen 

fa  — type      )e    +(tyoe    —  Vi)e  v^  (e    —e       )H-*^o(e  -'e  ) 

^  %\        -ml   .  «1        — •!  • 

e    ~e  '  e    — e 

welche  Formel  die  Temperatur  v  des  Stabes  in  der  Entfernung  z  rom  Anfangspunkte 
(dem  V  =  Vq  entspricht)  gibt. 

Wäre  Vo  =  v^ ,  so  hätte  man 

ax        -ax  ,     »(l-x)        -•(1-x)  «O+x)        •(!-»),     •(«1-x)        ax 

6   — e      -he  — e  e  — e  -t-e  — e 

«=". ^.i_  ^1 ="<. 'J^x 


=  V«  -— : ^    .    _  . : =  U 


"       (e"+l)(e''-l)      "    "       ."+1      ■ 

Dies  Letztere  hat  etwa  in  einem  dQnnen  Ringe  von  der  Länge  1  Statt,  der  nur 
einer  Wärmequelle  yon  der  unyeränderlichen  Temperatur  v^  unterworfen  ist. 

Nehmen  wir  in  unserem  Stabe  drei  Schnitte  an,  deren  Abstand  je  "k  sey,  so  dass 
sie  Tom  Anfang  umx,  x-j-A,  z-j-2A  entfernt  sind.  Alsdann  sind  die  Temperaturen 
v\  v'\  v'"  derselben : 

woraus  folgt 

v'+v'"  ^  Ce''(l  +  e'*^4-C-e"""(l+e~'*^ 

Ce     .  e       -fG  c       e  ;^..j 
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welche  Grösse  von  z  unabhängig  ist.  Wo  also  auch  der  erste  Querschnitt  gewählt 
wird,  die  (i rosse —  bleibt  dieselbe,  wenn  X  ungeändert  bleibt.  Dieses  merk- 
würdige Resultat  wurde  durch  Versuche  bestätigt.  (Lame,  Cours  de  Phjsiquc, 
lecon  XVI,  260.) 

Ist  der  Stab  unbegränzt,  so  muss  die  Konstante  C  =  0  sejn,  da  sonst  die  Tem- 
peratur mit  X  unbegränzt  wachsen  würde.     Alsdann  ist  bloss 

_    — ■*   «  ""«-♦* 

i;  =  C'e       ,  C'  =  Vo,  v±=Voe       , 

wenn  Vg  die  unyeränder liehe  Temperatur  der  Quelle.     Sollen  also  zwei  Stäbe  Ton 

Terschiedenem  Stoffe  u.9.  w.,  die  derselben  Wärmequelle  ausgesetzt  sind,  dieselbe 

Temperatur  in  den  um  X4ind  x'  abstehenden  Querschnitten  haben,  so  ist  ax=a'x', 

d.  h.  ■ 

und  wenn  w=:w',  ej  =  (o' : 


■-=Vi-Vh  ■ 


aus  welcher  Proportion,   wie  man  sieht,  mittelst  Erfifthrung  das  VerliAltniss  des 

7 

Bruches  -T-  fiir  den  einen  Stab  zu  dem  für  den  andern  Stab  erhalten  werden  kann. 

Wir  haben  bei  diesem  Beispiele  Gelegenheit  gehabt,  die  willkürlichen 
Konstanten  den  Bedingungen  der  Aufgabe  gemäss  za  bestimmen.  Im  All- 
gemeinen werden,'  wenn  n  willkürliche  Konstanten  in  dem  aligemeinen  Inte- 
grale vorkommen,  eben  so  viele  Bedingungen  gegeben  seyn  müssen,  um  die- 
selben zu  bestimmen.  Diese  kömien  nun  darin  bestehen ,  dass  man  für  n 
verschiedene  Werthe  von  x  die  zugehörigen  Werthe  von  y  kennt ;  oder  dass 

man  etwa  für  denselben  Werth  von  x  die  Werthe  von  y,  ^,  ......  r 

kennt,   oder  dass   eine  Mischung  dieser  beiden  Bestimmnngsweisen  Statt 
findet,  n.  8.  w. 

§.  82. 
I.  Wir  haben  seither  meistens  die  Integralgleichung  einer  Diflferential- 
gletchung  n^  Ordnung  in  soferne  gesucht,  als  wir  die  Gleichung  zwischen  x  und 
y  mit  n  willkürlichen  Konstanten  zu  erhalten  suchten,  xiie  der  gegebenen  Dif- 
ferentialgleichung genügt.  In  manchen  Fällen  kann  man  dies  nicht,  oder  zieht 
es  vor,  anders  zu  verfahren,  indem  man  nämlich  zunächst  aus  der'Diflferential- 
gleichung  n**'  Ordnung  eine  dern — 1**"  Ordnung  zu  erhalten  sucht,  die  ihr  ge- 
nügt und  eine  willkürliche  Ronstante  mehr  erhält;  dann  aus  dieser  eine  der  n— 
2*'"  Ordnung  U.S.W.  Da  die  Schlussgleichung  mit  n  willkürlichen  Konstanten 
all  den  so  einzeln  erhaltenen  Diifereotialgleichungen  genügt,  so  Ynüssen  diese 
letzteren  durch  Elimination  der  willknrlichen  Konstanten  sich  aus  jener  bil- 
den lassen.     Um  aber  zu  der  GleiHiung  der  n  —  1**"  Ordnung  zu  gelangen. 


welche  einer  rorgelegtea  Differentialgleichang  genflgen. 


ses 


raass  man  n  —  1  viUkürliche  Konstanten  eliminiren  und  nur  eine  noch  beibe- 
halten;  welche  der  n  dies  sey,  bleibt  willkürlich.  Daraus  folgt  aber  wieder, 
dass  eine  jede  Differentialgleichung  der  n**°  Ordnung  n  Differentialgleichun- 
gen der  D  —  1*^  Ordnung  als  erste  Integralgleichungen  haben  wird,  jede  mit 
einer  anderen  willkürlichen  Konstanten.     Ist  man  im  Stande,  dieise.n  Glei- 

chungen  herzustellen,  so  gibt  die  Elimination  von  r^,  jr-^^, — ^-r    aus 

ox     ox 


' • • '       n— 1 

8x. 

denselben  dann  die  letzte  (eigentliche)  Integralgleichung  mit  u  willkürlichen 
Konstanten. 

1.)  G  aej  der  MiMelpnnkt  der  Erde  (Fig.  61);  ein  KOrper ,  des- 
sen Gewicht  an  derOberflftche  =:p  ist,  sey  zu  Anfang  der  Zeit  in  der 
Entfemnng  CA=:r4-h  Tom  Mittelpunkte,  wo  r  der  £rdhalbmesser 
und  BA=:h  ist;  dieser.  Körper  falle  zur  Erde,  indem  er  ron  A  mit  der 
Anfangsgeschwindigkeit  Tq  ftusg^ehe,  wo  Tq  nadi  AC  gerichtet  ist. 
Man  soll  seine  Bewegung  untersuchen. 

Am  Ende  der  Zeit  t  sey  der  Körper  in  M ,  und  AM  =  x ,  so  ist 

(§.  13,  X)  die  bewegende  Kraft=--  g-n;  allein  diese  Krafc  ist  die 

Anziehungskraft  der  Erde ,  die  nach  C  gerichtet  ist  und  sich  im  Ge- 
wichte ^es  Körpers  äussert,  wobei  jedoch  bekannt  ist,  dass  dieselbe 
abninunt  nach  dem  Quadrat  der  Entfernung  ron  C ,  mithin  die  bewegende  Kr^ft  in 

M  (die  in  B  gleich  p  ist)  nur  /    i  t^_  vi  ist ,  so  dass  also  die  GleichuAg  der  Bewe- 


gung ist 


8»x 


gr' 


8t»""(r+b— X)»' 

8    /"8x"V*        8x8*x 
Hieraus  folgt,  da  g-  [j-^)  =  2^^  — ,: 

^at8t«^(r^h-.x)«8t'   lej  -2«V(r+h-i)»^^-   r+h-x   ^^' 
Für  t  =  0  ist  x  =  0  und  e^=^o  (§•  13,  IX),  also 

welche  Gleichung  die  Geschwindigkeit  in  jedem  Punkte  des  Weges  bestimmt. 
B  ist  z.  B.  X  =:  h  und  wenn  dort  ▼)  die  Geschwindigkeit ,  so  ist 


Für 


—  2gr* 
Aus  obiger  Gleichung  folgt,  wenn  — ^pr — [-v,,*  =  a: 


X  _\/^gf'      .  \/2gr«+ft(r+h)--sx    8t      VH-h~x 

t'  V  r-fh— x"^*       V  r-hh-x  'hx"    Vb"=^  ' 

(b  =  2gr*+a(r+li». 


•^     Vl>  — ax  •/  1 


Vh  — ax    '      ■         •/  V'b(«-+-h)— (b-i-ar-t-ah)x-t-ax» 
Für  die  Zeit  des  Falls  von  A  nach  B  folgt  hieraus 

h 

(r-l-h  — x)8x 


^-C. 


y  Vb"(H-'b)~(bH 


Vb(r-fh)  — (b  +  ar-+-ah)xrax= 
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_2ffH 
da  für  t=0  auch  x=h  ist,     Ist  Yo=0,  so  ist  a=    ^,^  ,  b  =  0,   a(r+h) 

=  — 2gx',  also  diese  Zeit 


wenn  X  nur  x  enthalt,  gibt,  da  y  gp+^^eij  =8^  V  8xJ  * 
Hieraus  folgt 


[■ 


/, 


=  2»x  — x'+C. 


r        rer^»^  "*"  ^'  ^»^J  r4e'-l2ax-x'+C)«- 

D+fcJJ 

4.)  Die  Gleichung 

el'  +  ^äx  +  ^leÜ  ="• 

in  der  X  bloss  x,  T  bloss  y  enthält,  wird  durch  Diyision  mit  -rz  za 
So  etwa  für 

5.)  Setzt  man  in  der  Gleichung 

röy"^*  öy  Ö*y     Ol    ö'y 

wo  Y,  Y  blosse  Funktionen  von  y  sind:    I  ö"  I  =* •  »l»o  2  g-  8~^~ä~'    8x* ' 
2 -5^=2-5^  (§.  14),  sohAftman 

welche  Gleichung  zwischen  y  und  z  nach  §.66,  I  integrirt  wird.      Folgt  dano" 
z  =  f(y),  HO  ist  dann 


\ 
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DieseBeispiele  mögen  gentigen,  um  das  Gesagte  verständlich  zumachen. 
Wir  fügen, noch  folgende  Betrachtungen  hinzu. 
n.  Gesetzt  man  habe  die  Gleichung 

ay-j-bx=c, 

SO  folgt  daraus 

eine  jede  Differentialgleichung  mithm,  deren  allgemeines  Integral  die  vorge- 
legte aeyn  soll ,  mttflpc:^ = 0  geben.    Hat  man  aber 

»y*+2br3r+cx»+2dy+2ex  =  f,  (a) 

so  folgt  hieraus : 

Bestimmt  man  aas  den  letzten  zwei  Gleichungen  änndb  und  setzt  diese 
Wertlie  in  die  vorhergehende  Gleichung  ein,  so  erhält  man 

-4B  r?^V  ^  ?^+9r?^^*  5^4-40 ®-t?  P-lV-O 
(1.  h.  da  sicher  nicht  ^=.0: 

-^87»8T*8i*+^l8l?J    8T»+^l8T*J   =^-  ^^ 

Eine  jede  Differentialgleichung  nun,  deren  allgemeines  Integral  die  Form 
(a)  haben  soll ,  muss  dieser  G4eichung  (b)  genögen.   Zieht  man  also  ans  der 

vorgelegten  Differentialgleichung  die  Differentialqnotienten    r-^,    ~,   ^, 

r-^,  am  sie  in  (b)  einzusetzen,  so  muss  diese  Gleichung  erf&llt  seyn,  wenn 

(a)  das  atigemeine  Integral  der  vorgelegten  Differentialgleichung  seyn  soll. 
Da  (s)  in  Wahrheit  fünf  willkürliche  Konstanten  enthält  (indem  man  die 
ganze  Gleichung  durch  einen  der  sechs  Koeffizienten  dividiren  kann  und  4ttDn 
nnr  die  f&nf  Brüche  als  wirklich  verschiedene. Konstanten  bleiben),  so  ist  es 
wohl  möglich,  dass  sie  zu  viel  Konstanten. -ettjplllt*  Allein  es  werden  sich 
dann  immer  Beziehungen  zwischen  den  Konstanten  aufstellen  lassen,  so  dass 
die  überflüssigen  entfernt  werden  kOnnen. 
6.)  Man  habe  etwa  die  Gleichung 
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80  folgt  daraus 

8y8'y        8»y  ^  f^^rV  i.'jy  ^^y^J^J     ^    .n^'y^^'y  ,  ^8y  8*y- 

+  y^?-0 
^^8x»"~"' 

und  hieraus : 

i+f*-'V 

+ » (rDl  U  4  r«  K+ -  (H)  ■+ '»  fö)'  1- 

so  dass  also  der  vorgelegten  Gleichung  durch  (a)  genügt  wird.  Allein  da  die  gege- 
bene Gl.eichung  nur  vom  zweiten  Grade  ist ,  so  müssen  zwischen  den  f&nlT  Konstan- 
ten noch  drei  Beziehungen  bestehen,  die  man  findet,  wenn  man  ans  (a)  die  Werthe 

von  g-»  g — ^  zieht  und  in  die  gegebene  einsetzt,  weldie  dann  erftlllt  sejn  mass. 
Aber  aus  (a)  folgt: 


woraus 


öy  hy-fcx-f-e      8»y 


8x~       ay+bx+d*    Bx»""  -»y+Bx+d  " 

__  arby+cx  +  e]»>-2b(by+cx+e)(ay+bx-|-d)4-c(ay-hbx+d)' 

(ay+bx-hd)» 
so  dass  die  gegebene  Gleichung  ist 
(ay+bx+d)'+(by-|-cx+e)»  (ay+bx-|-d)  -  ay(by+cx+e)*+  2by(by-f  cx+e) 

(ay+bx+d)  — cy(ay+bx+d)»=:0, 
welche  Gleichung,  wenn  pilui  y  durch  x  aus  (a)  ersetzt,  identisch ^seyn  muss,  d.h. 
für  alle  möglichen  Werthe  von  x  in  Erfüllung  zu  gehen  hat     Da  diese  Gleichung 
auch  ist 

(ax+bx+d)»[(a-c)y+bx+d]+(by  +  cx+e)»|>x  +  dJ+2by(by-Hcx+e) 

(ay-fbx+d)-4-0, 

so  wird  ihr  genügt,  wenn  ar:=c,  b  =  d  =  0,  und  zwar  was  immer  auch  x  sejn  nag. 
Daraus  folgt  nuu,  dass  das  Integral  der  obigen  Gleichutag  ist 

x»+yHcx-|-c'  =  0, 
wenn  c  und  c'  die  willkürlichen  Konstanten  sind.     (Vergl.  Nr.  2.) 

III.  Wie  bereits  in  §.71  angedeutet,  kann  man  zuweilen  Gieichangen 
niederer  Ordnung  dadurch  integriren,  dass  marf  zu  Gleichungen  höherer  Ord- 
nung, die  man  aus  jenen  bildet,  übergeht,  vorausgesetzt,  dass  voMn  dann  die 
letztem  integriren  kann.  Da  man  hiedurch  aber  zu  viele  Konsiantea  in  die 
lEMlttinug  erhält,  so  muss  man  durch  Substitution  in  die  gegebeiid  Gleichong 
die  überflüssigen  Konstanten  iu  ermitteln  suchen. 

7.)*  Man  habe  etwa  die  0kktvDg 

fö-0'+-fö  -O-O-i-)- 

so  folgt  daraus  durch  Differentiation : 
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87  ax' 

und  da  für  2  g-^!5=ax,   y=^^ — hC,  dieser  Werth  aber  di^r  vorgelegten  GleichiiDg 

nicht  genügt ,  so  ist 

8y 
wo  c  und  c  Konstanten  sind.     Daraus  folgt  ä~=ax-|-€  und  wenn  man  diese  Werthe 

in  die  Torgelegte  Gleichung  einsetzt,  so  hat  man   . 

c*-t-cx — ex  —  c'  =  a*,  c'  =  c' — a*. 

so  dais  also  y  =  — ax^+cx+c*  -  a* 

.'  ■  ^ 

der  Torgelegten  GkifilMing  genfigt,  wenn  c  die  willkürliche  Konstante  ist. 
1^  H&tte  möii^lilriter  die  Gleichung 

«     •  ■  « 

so  erhielte  man  hieraus  durch  Differentiation : 

und  da  .  - 

^  -^  = 87 '  2xy  g.+x'~y*= ^ .. 

8x  .■  8x 


so  folgt  hieraus,  da  l~f~(  ü~ J   nich^  =0: 

.     8y  ,  ""^ex»      .       8x»    .1   8y       1       ^ 

8x  8x 

welehe  Oleidning  unmittelbar  gibt 

l(Jf)  +  l(y)-l(x)^l(c).y5|  =  cx,  y«  =  cx«+c'. 

8y 
Setzt  man  diese  Werthe  Ton  j  und  -rr  in  die  gegebene  Gleichung ,  so  wird  sie 

~  ry^n'+^''""^'^^  r^- —  =  Q-  c»x»+[(l-c)x«-.c']cx-(cz«-f  c')x  =  0, 
y  -V  8xy     ..         y  8x       y  . 

•cc'+c'  =  0,  c'  =  0,  y*  =  cx*, 
9.)  Sej  feiner  gegeben : 

•o  (Bhre  man  eine  iiene  unabh&ng^g'V'er&nderliehe  c  ein,  gegeben  durch  die  Gleichung 

8x  8*z     8t 

r^=ry,  wo  alsQ  ^  =  1^  üt.  und  erhUt  (§.  14): 

l8,.^^     e.8  J^^.UJ__^.^,^^^,^8^.,(-8,y_,.^,, 

woraoB  durch  Diflerentiatioa  nach  z : 

welcher  Gleichung  nach  §.75  genügt  wird  durch 

y  =  Cj  e*+  C,  e^'+C, ooaz4-C4Sinz, 
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Da  aber  auch    — -^  =  x ,  d.  h.  C,  e   — Cj  e     +  Cj  sinz  —  C.  oosz  =  x ,  so  ist 

0  z 

C==0,  80  dass  man  also 

y=^Cie  +C,e      +C,cois4-C4»ini,  z  =  Cie  —  Cie""  -|-C,iini— C4eotz 
hat.     SetEt  man  diese  Werthe  in  2yr--n — I  «-  I  — x'=0  ein /so  etliAlt  n|an 

2 [Cje'  +  C,  e~'  +  C,  coss  +  C^sini]  [C»  e'  +  C, •"'  — C,  cosi  —  C^  tins] 

—  [C^e'  — C,e"*— C,Mni+C4C08i]»-[Cje*  — Cje^'H-CjSini— C4eo«*]«=0, 
d.h.  4CjC,— C/-C4»  =  0, 

welche  Beziehung  zwischen  den  vier  Konstanten  bestehen  man,     ElfiimalA  wui 

dann  z  zwischen  den  Werthen  yon  y  und  x.  so  werden  ron  «elbst  nur  zwei  Ktfütan- 

ten  bleiben.     Um  dies  hier  hervortreten  an  lassen,  setze  man  Cs=(icostf»  C|  = 

(>sin«,  also  C|'+C4'^=^*=^C|C2»  Cj  oosz-f- C4sinz=j=^oos(z  —  a),  C]Sinz 
— C4  0osz=^sin(z — «),  also': 

y  =  Cj  e'+C,  e"'+2Vc^lcos(z  — «),  x  =  C^  e'  — Cje^'^- 2 V^^«n («-«). 

Setzt  man  z  =  (c^u,  C^e  =A,  0,0  :=B,  also  AB  =  C|  C},  so  ist  u  zu 
eliminiren  zwischen 

y=  Ae"+  Be~"H-2  V^Bcosa,  x  =  Ae*— Be~"+2  VaBsüio, 
wo  A  und  B  die  beiden  willkürlichen  Konstantom  sind* 

§.  83. 

Wie  in  §.  71  wird  man,  wenn  alle  Mittel  versucht  sind,  zu  der  Inte- 
gration mittelst  Reihen  greifen  l&önnen.  Die  Bemerkungen,  die  wir  dort  ge- 
macht haben,  gelten  hier  natörlich  ebenfalls.  Einige  Beispiele  mOgen  zur 
Erläuterung  dienen. 

1 .)  Man  habe  die  Gleichung 

so  folgt  daraus.: 

^^f^^'^lJVO       ^Bibx^^^-^'^LU^J  ^8P8T*J"'8T«8T' 

""  8x  8x»~"* '^'*' *ex  Lex«  8x»J""8x  Lex  ö  xÜ' 

woraus  nun,  indem  man  n  —  4 mal  nacheinander  diiferenzirt ,  folgt  (§.  10): 


tt — 8 

8 

X- 


8 

X' 


.  g^— »  1.8  x' ■«  x'J^^       % /-<  U  x«  8 x»J  ~ g ^— »  ^8 X  8 x»J- 

Entwickelt  man  diese  Grössen,  so  bat  man 


g^«- s^„x„«^  ■-"*  ex"  •       *    ""»«-"  8x" 


-  8y8*y  ■  n— 3  b*j  ^ y,  ,^ yS'y 

~«-ex^         1      8«'8,-'"^--"^8x-*»«*" 
Für  z  =  0  ist  nun  nacheinander  (b  =  4,  .  .  .  .) 


^ 
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8*y  .  ^   8»y 


x»-"*«x»"  -8y  •    8x*-,  *  8x»"  •• 


8y  -     , 

also  da.y  und  ^  für  x  =  0  willkfirliche  Konstanten  sind,  etwa  c  und  c': 

•  "  ox  » 

1 

8*y          8y 
Wir  haben  bereits  in  §.77, "Nr.  4  die  öleichiing  Xg— ,  —  a^ b''xy=:0  in- 

^        \ 
tegflrl^^l^  dort  geflinden,  dass   / ^^-^ der  Gleichung  genügt.     Die  geg^- 

bene  Qleichung  unterscheidet. sich  tob  dtr  eben  angeführten  nur  durch  das  Zeichen 
von  b',  alleil}  v* — b'  für. v'-}"^'  gesetzt,  würde  ein  bestimmtes  Integral  geben« 
das  Aicht  benützt  wetden  darf.  Kann  man  aber  das  Integral  der  eben  angefiihrten 
Gleichung  in  anderer  Form  herstellen,  welche  diesem  Uebetstande  nicht  unterwor- 
fen nst ,  so  würde  ein  Schluss  von  einem  Integr^e  auf  das  andere  wohl  gestattet 
seyn.     Nun  ist  aber  nach  §.63: 


/ 


eos(vz)8v      n  e 


b+v»  2     yh    * 

0 

ülso  wenn  man  n  aial  nach  b  differenzlrt  : 

,,n/c6s(vx)8P       it    8°   re""'''^N 

Denkt  man  sich  die  zweite  Seite  entwickelt,  so  werden  alle  Glieder  den  Faktor 
e  ~*    *    haben ,  so.  dass  man  eine  Reihe  von  der  Form 

e  lAx  -f-A^x       -j' .  .  ,  .J 

erhält.     Daraus  schliessen  wir,  wenn  man  b'  lÜr  b  setzt,  es  werde  das  Integral  der 

8*y        8y        .  '       ■■ 

Gleichung  x^i  —  ag b*xy=0  sich  darstellen  lassen  in  der  Fonu,  die  eben 

angegeben  wurde ,  und  worin  wir  nun  A,  A^ ,  .  .  .  entwickeln  wollen.     Sey  also  : 

y  =  e       [A  X  +A       x       -j-A        x,    + J, 

.  r       M.  n— 1  n^« 

80  ist 
•^-Z=_fce-'^A    x"+A      x"'-V...]+e~''*[nA    x'^-+(ii-l)A       x^'V ••  •  •  J . 

öx  n  n— 1  n  n— 1 

»^^b.e-^'rAy+A       x"~V.  l-äbe-'^tnA    x"-*  +  (n-l)A       x"-*-|-...] 


+e   "'[11(0-  1)A  x"   *+(u-l)(n-2)A      x^^+  ....]. 

o  n — 1 

8*y         8y 
Setzt  man  diese  Werth©  in  die  Gleichung  Xp-^,~a^— b'xy=:0   ein,    und 

ordnet  nach  Potenzen  von  z,  so  ergibt  sich : 

x"^"Vb=A    -b*A]  +  x"lb»A        —  2nbA+abA   -b^A       1-f- 
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fx^'fb^A             -2(d  — r)bA       H-(ii— r-t-l)(n--r)A        .,+abA 
_(n— r+l)aA        .    — b*A  1+ =0, 

woraus  nun,  indem  man  die  KoefiKzienten  der  aufeisander  fqlgenden  Potenzen  von 

X  gleich  Null  setzt,  folgt : 

—  2n-ha  =  0 bA        [— 2n+2r-i-a]  — (n— r+1)  A  _^  (a  — n  +  r)=0,  ... 


d.h.  a  =  2n, bA        (2r)  — (n  — r-f- 1)  (n-|-r)  A        .,=0,.. 

SU  dass  für  r=  1 ,  2,  .  .  .  . 

D(b+1),        ^            (ii--l)(n-j-2)  .  .  (n-r+l)(n-|-r), 

Vi=    2.1b   \  '  \-2-         2.2.b        ^-1 n-r~  STTb        -^ 


n— rfl ' 


(n~r+l)(nr-r+2)....(n4-f) 
woraus  A        = A  .. 

"""'  1.2...r.   (2b)  ■• 

Demnach  bleibt  A   willkürlich  =  C  ood  es  ist 

-bxf  ;i       n(n+l)   n-i  .    (n  — l)n(n+l)(n+g)   »-2 
y  =  Ce        ^x.+  — --X       + i.2.(2b)« * 

(n-2)(n-l)D...(n+3)   n-8  T 

'^         i.2.3.(2b)»         *     -r...-.j. 

wo  n  =  ^  a.     Diese  Hcihe  ist  endlich ,  wenn  n  eim  positive  oder  negative  ganze 

Zahl  ist. 

Setzt  man  — b  statt  b,  so  sieht  man  leicht,  dass  derselben  Gleiehuug  ebenfalls 

'  '  8*y        ay 

genügt  wird,  so  dass  also  das  allgemeine  Integral  der 'Gleichung  x  g— j  —  ar-  — 

b'x  y  =  U  gegeben  ist  durch 

n   -^*r'"_i_"('»+l>   n-i  ,  (n— l)n..(n+2)   o-»      (n-^2)(n— l)..(n4-3)    a-3 
y^Ce        J^x    +-^--x       4-  27^2b)r        *       + 2.3.(2b)5 ' 

+ ]   . 

1 

welche  GrOsse  inutter  endlich  ist ,  wenn  n  eine  positive  odet  negative  ganze  Zahl. 
In  diesem  Falle  ISsst  sich  also  die  Gleichung  in  geschlossener  Form  integriren  (§.  77, 
Nr. 4  und  I).     Ist  n  nicht  in  der  angegebenen  Lage,  so  werden  die  Reihen  unend- 
lich, divergiren  aber,  so  dass  die  angegebenen  Formeln  nicht  zu  brauchen  sind. 
Man  setze  nun  bi  fiir  b,  so  wird  das  allgemeine  integral  der  Gleichung 

gegeben^  seyn  durch 

n/      u         •  •   i,  ^r   "       n(n4-l).   n-i      (n  — 1) .. . (n-|-2)   »-ä 
y=C(co8bx-ismbx)|^x ^b"  ** 2(2b)»  ' 


(n~2)...(n+8).    n-9  T 

"^         2.3. (2b)»        '*        -t----J 


2.3. (2b)» 
r^/^    u      i_    •   k  ^^   »    i   n(n+l).    n-i      (n  — 1). ..(n4-2)   »-2 

(D^2)...(n+3)  .    n-8    ,  1 

2.3. (2b)*         **       "^     'J' 
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wenn  man  beachtet,  dass  -r  =  — i,  Tr.=  »»  Tr=  — i,.-..,  -n  —  —  1,  -:t=1. 

Hieraus  folgt 

+  (C'-C)lco.b,[!i<|-tl>,»-«_....] 
-(C+C')siabx  [°-^i)/-'_(°-^)--<°+8)  .-,^  -J 

+  (C'— C)i«inbx  Fx"  - 1, 

sodas»,  wenn  C-f-C'=i:,  (C— C)  i=E': 

^  L  2(2b)*  ^     2. 3. 4. (2b)*  J 

i/Vi       V         r  •    u   xl"D(n+l)    »-*       (n  — 2)..(n+3)    n-8  ,  ~|  1 

Ist  n  eine  ganze^Zahl,  so  ist  dieser  Werth  ein  endlicher;  im  anderen  Falle 
ist  er  weiter  nicht  brauchbar. 

3.)  x*(a+bx")|^+x(c-hdx")   ?7+(f^_g^»)y  =  0. 

Man  setze ,  um  die  Gleichung  zu  Tereinfachen :  x    =  u ,  y  :^  u  z,  so  ist  (§.  78) : 
x-  =  mu(^u    g^  +  nu        .J,  x*  g^  =  m(m- l)u  (^x    -  +  n  u        zj 

+m»u«J^u    g^+2nu        -_4-n(n— l)u        zj. 

und  wenn  man  diese  Werthe  in  die  vorgelegte  Gleichung  einsetzt,  so  erhält  man: 

mVa-i-bu)«'"*"*  f-|+[2nni'  (a+bu)  u""^*+m(m  — l)(a4-bu)  u'"*"* 

0  u 

+  m(c+du)u'"^*]  |^  +  [a(D—  l)m*(a-t-bu)  u°  +  m(in—  l)n(a+biO  u 


8a 

n     .     ..        .    n 


4~inn(c-|-du)u    -|-(fgn)u    ]z  =  0, 
MO  dass ,  wenn  n  aus  der  Gleichung 

n(n — l)m'a4-m(m  —  l)na4-mnc+f  =  0 

bestimmt  wird,  man  die  ganze  Gleichung  durch  u  dividiren  kann,  und  eine  Glei- 
chung erhält  von  der  Form 

8'  z  t^  z 

o(a«  +  bon)— ,4-(ai+bju)^^^+a,z  =  0, 

deren  Integration  bereits  in  §.  79 ,  I  vorkam.  In  manchen  Fällen  kann  jedoch  die 
dort  gelehrte  Integration  mittelst  bestfmmter  Integrale  nicht  zum  Ziele  f&hren  und 
wir  wollen  desshalb  die  mittelst  unendlicher  Reihen  anführen.  Die  obige  Gleichung, 
die  n  bestimmt-,  kann  auch  imaginäre  Werthe  für  n  geben ,  so  dass  dann  die  Koeffi- 
zienten in  der  umgefottatcn  Gleichung  auch  imaginär  werden  konnten.  Obwohl  dies 

kein  absolutes  Hinderliiss  wäre,  wollen  wir  doch  n=0  setzen,  also  bloss  x  ^=a  einfuh- 
ren ,  wodurch  dann  die  Gleichung 

u»(a«H-bon)  ^,+  (a»+b.n)u^+(a,.  +  b,u)y  =  0,  d.  h.  x»(ao+boX)  |^ 

+  x(a,+biX)^+(a,  +  b,x)y  =  0 

zum  Vorschein  kommen  wird.     Man  setze  nun 

24« 
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4  "l       4  »+*_i-4         ^"*"*_J_ 

wo  n  (.-»benfolls  noch  UDbestimmt  ist,  so  erhält  maD,  wenn  man  diesen  Wertb  ein- 
führt: 

Ao[ii(n  — l)a„  +  nai+a,]x"-j-[(n  +  l)nA,ao+n(n  — l)Aobo  +  (n4-l)A4ai+nAoW 

+  a,  A,+b,Aolx''"^'+.  .  .  +l(n+r)(n+r-a)A^a^+(n-rr-l)(n+r-2)A     ^  b« 

-|-(n-}^r)A^a,  +  (D+r~l)b,A^_^  +  a,A^+.b,A^Jx*'^+ 

welche  Grösse  =0  seyn  muss.     Baraus  folgt: 

n(n— l)ao  +  iiai+a,=0, 
Ail(n4-l)na«4-(n+0ai+a,l=  — [n(n  — l)bo  +  nb,+b,]Ao,  ..  .. 
A  [(n-hr)(n-[-r-l)ao+(n+r)a.+a,l  =  ->[(n^-r-l)(o  +  r-^2)bo  +  (n+f-l)b, 

+  MA^^. 

■ 

welche  Gleichungen  nun  t.  tind  dann  A^,  Aj durch  A^  besitmmeD.  Im  Allge- 
meinen wird  es  zwei  Werthe  ron  n  geben,  die  der  Gleichung  genügen,  also  auch 
zwei  Reihen ,  so  dass  man  das  allgemeine  Integral  gefunden  hat.  Im  speziellen 
Falle  werden  diese  Reihen  endliche  sejn  können.  Dies  wird  dann  der  Fall  sejn, 
wenn  für  ein  ganzes  positives  r  die  Gleichung  * 

(D+r)(n+r-l)b,+(n+r)b,+b,=0       - 
möglich  ist. 

Man  könnte  jedoch  statt  der  steigenden  Reihe  eine  follende  w&hlen,  also  setzen 

o  n— 1  n — S 

y  =  AoX+AiX       4-A,x       +.... 

und  würde  dahn  finden :  ' 

Ao[D(n-ljb,+nbj  +  bJx'''*"*  +  [n(n-l)aoAo+(n  — 1)(B  — 2)boA.  +  nt,Ao 


n 


+(n-l)b»A,+a,A„-+-b,Ajx  + +[(n-i)(n  — r-.l)aoA 


r 


+  (n-r-l)(n-r-2)boA^^+(n-.r)a,A  +  (n-r— l)b,A   .    -|-a,A 

+  b,A^Jx""'+ =0, 

woraus  n(n — l)b0+nbj+b,  =0, 

((n-l)(D-2)bo+(n-l)b,+b,]A,=—[n(n-l)a^+nt,+aJ]A„, 

f(n-r-l)(n— r— 2)bo+(n-r-l)\+b,]A^^  =  -I(a— f)(o-r-l)t» 

+  (n--r)aiH-a,]A  ,...., 

so  dass  die  Reihe  eine  endliche  wurde,  wenn  eine  ganze  Zahl  r  mdglieh  ist,  so  dass 

(n--r)(n— r  — l)ao  +  (n  —  r)ai+a^  =  0. 

Begreiflicher  Weise  köuneo  die  etwa  erhaltenen  unendlichen  Reihen 
nur  in  soweit  benützt  werden ,  als  sie  konvergent  sind.  Kann  m%n  sie  som- 
miren,  so  wird  man  dadurch  auf  einen  geschlossenen  Ausdruck  geßhrt  wer- 
den, während  auch  umgekehrt  dadurch,  dass  man  für  die  Integralgleichang 
einerseits  unendliche  Reihen ,  anderseits  etwa  bestimmte  Integrale  erhält, 
interessante  analytische  Resultate  aus  der  Yergleichung  beider  gezogen  wer- 
den können. 

§.  84.  , 
J.  Legt  man  sich  die  Differentialgleichung  erster  Ordpuiig 
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8-^+«y'+^+c,-=o         (.) 

vor,  so  erhält  inan  aus  derselben,  wenn  man  y^=—  ~  »etzt: 

1    8*z  ,      b      8z   ,       m      ^    8^z  ,    b   a«  ,  m 

«87'+17r8-x+^*    =^'8T'+r8-i+*^^    '  =  ^- 

welche  Gleichung^  wenn  man  sie  mit  x'  multiplizirt,  gibt 

,8*z  ,  ^  «z  ,        m+« 

und  ganz  unmittelbar  zu  der  in  §.78  allgemein  betrachteten  Form  gehört. 
Sie  wurde  bereits  in  der  dortigen  Nr.  3  speziell  behandelt,  und  es  folgt  dar- 

aus,  dass  durch  die  Annahme  x  =  u'°'^'  diese  Gleichung  auf 

8»z  ,  m+2b  8z  ,      4ae  ^  ,  ,         . 

zurückkommt.  Vergleicht  man  dieselbe  mit  §.77,  Nr.  1,  4,  7  und  §.  83, 
Nr.  2 ,  so  sieht  man  leicht,  dass  sie  in  geschlossener  Form  integrirt  werden 
kann ,  wenn 

m+2b 
2(m+2) 

eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  ist,  d.  h.  also  wenn 

m+2b  2b -^4r 

;ir  =  r,    m  = 


2(m-f-2)        •  2r— 1  ' 

WO  r  eine  ganze  Zahl.  In  dem  besondern  Falle ,  da  in  der  Gleichung  (a) 
b  =  0,  heisst  sie  die  Rice a tische  Gleichung  und  ist  alse  in  geschlossener 

Form  mtegrirbar,  wenn  m  =  —  r — ^,  wq  r  eine  (positive  oder  negative) 

ganze  Zahl.  Der  Fall  m  = — 2  gehört  4iieher  (r  =  ao  )  und  ist  in  derG;lei- 
cbung  (b)  direkt  zu  erledigen ,  da  man  hi^r  nicht  auf  die  Gleichung  (c)*  kom- 
men darf.  Allein  alsdann  gehört  die  Gleichung  (h)  zu  den  in  §.  76  erledig- 
ten Fällen  (Beispiel  Nr.  l). 

Hat' man  (c)  integrirt,  so  ergibt  sich  das  Integral  von  (b),  wenn  man 

u  =  X»  *"''*  setzt  und  dann  folgt  y  =  —  ^.     Da  immer  z  =  C|  Z|  -f-  C,  z, , 

az  0  X 

80  ist 

■     a    ^^^  87  +  ^''87^Tx'  +  ^87 

*^         C,z,  +  C,z,  «t  +  Cz,     • 

C 

wenn  ^  =  C  die  (eine)  willkürliche  Konstante  (§.  71 ,  Nr.  5). 
Auf  die  Riccatische  Gleichung  lässt  sich  die  Gleichung 

ox 

enröckführen.     Denn  man  setze  x""*"*=z,  so  ist  ^=^(n+.l)^" »  also  die 

'  8x      8z  ^  '^ 

gegebene  Gleichung 


6*y         8v  /^8v^' 

374  Integration  Ton  git+Xg^+Y  ^^j   =0. 


welche  Gleichung  nun  die  Form  der  Riccatischeji  hat. 
II.  Die  DiffeFeotialgleichuDg  zweiter  OrdnoDg 

in  der  X  bloss  x,  Y  bloss  y  enthält;  wird  integrirt,  indem  man  setzt 

8y  -/X8x 

wo  u  eine  noch  %u  bestimmende  Funktion   von  x  ist.     Daraus  folgt  ^\ 


e 


le^ — Xuj-,  also 

l~ Xu  I+Xne  -)"Yu*e  =0,  r — f-Yu'e  =0, 


,       ,      8u      8a  8y      Öo      -/xa»-. 
^^^^^*    8li  =  8if8-i  =  8l^^ 

|^+uY  =  0,  a  =  Ce"^''^^(S.66), 

8y 

8y     ^   -/T8y    -/x8x      /T8y  8y      ^   -/x8x 

welche  Gleichung  das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten  Gleichung  ist. 

in.  Wir  haben  unter  J.  die  Gleichung  erster  Ordnung  (a)  zu  integriren 
gelehrt.     Hat  man  nun  die  allgemeinere  Gleichung 

||+Xy«+X,y+X,  =  0.  (f) 

WO  X^  X|,  X,-  beliannte  Funktionen  von  x  sind,  und  man  kennt  bereits  eine 
Funktion  y^  von  x,  welche  der  (f)  genügt,  so  lässt  sich  das  allgemeine* In- 
tegral (mit  der  willkürlichen  Konstanten ,  die  wir  in  y^  nicht  als  vorhanden 
ansehen)  leicht  finden«     Man  setze  nämlich 

so  wird  die  (f),  da  ^+Xy,  '-f  X^  y,  +Xj  =0 :  . 

|^+(2y,X  +  X,)u+Xu»  =  0. 

welche  Gleichung  nach  %,  66,  tl  gibt': 


J__  /(«yiX+Xt)8i 
a 


also  ist,  wenn /(2y|X-|-^)dz=9>: 


.-* 


c+/: 


Xe'"''8x 


So  z.  B.  genügt  der  Gleichung 


Bedingang  der  Integrabilitit.  375 


offenbar  y  =  x,  so  dass  ihr  Integral  ist  ((p=:'y  I  ~-|-i  |8x  =  3jf): 


— 8x 


Sx 
e 


§.  85. 
Es  wäre  möglich,  dass  die  Gleichung  D**'Ordnung 

8y   8*y  8*7^ 

ox 

einfach  durch  Differentiation  aus  der  Gleichung 


^(^y-ll r^0=^     » 


dx 

entstanden  ist,  so  dass  f  1  x. y,. . . ,  — \  |  nichts  Anderes  ist ,  als  der  (voil- 

^  8x-^  . 

-  n— 1 

Standige)  Differentialquotient  von  Fix,...,  — ^  )  9    d.  h.  dass  man  hat 

^  8x       ^ 

(§.7)  ___^  ■  ^ 

und  umgekehrt 

(c) 


F.G'y.....^^)=yf(x,y,....?^)8: 


Soll  die  Gleichung  (c)  möglich  seyn,  so  ist  dies  60  zu  verstehen,  dass 
y  eine  ganz  beliebige  P^unktion  von  x  seyn  kann ,  d.  h.  also ,  dass  was  imnier 
aach  7  sey ,  die  Grösse  zweiter  Seite  sich  geradezu  bestimmen  laisse.  So 
wäre  etwa 

8y 
was  immer  auch  y  seyn  mag.    Man  sieht,  dass  wenn  zur  Abkürzung  r^=y|, 

6*y  8"y 

--i  =  yj, ,  .  .,  -^  =  y^  gesetzt  wird.  Alles  darauf  ankommt,  dass 


/' 


Kx»y.  yi. »y„)öx         W) 

bestimmt  werden  könne,  unabhängig  von  jeder  Beziehung  zwischen  x  und  y, 
d.  h.  was  immer  auch  y  für  eine  Funktion  Von  x  seyn  möge.  Gesetzt  nun, 
diese  Bestimmung  sey  möglich  und  es  sey 

f(x.yf  y»..  .  .f  y  )8x  =  F(x,  y.  yt, .  .  .,  y      ),  (e) 

n  n— i 

so  ist,  wenn  u  und  v  beliebige  Funktionen  von  x  bedeuten,  g>  aber  von  x  un- 


/' 
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abhängig  ist,  dabei  U|, ...,  ii^,  Vf,.-..,  v^  die  DiflferentiiUqaotienten  ton  n 
and  V  bezeichnen ,  eben  so 


/f(«. 


n  n  B — 1  B — 1 

eben  weil  die  Gleichung  (e)  gilt  für  alle  möglichen  Funktionen  y  von  x. 
Nun  ist  aber  (§.  7) 

ö   ,/       _L.  _i.        ^      ^"^  _L  Ö^      _L      _i-   ^^     ^ 

-- f(x,n  +  flPVf ....  n    +V^)  =  r^^+S — ▼i  +  '-'+S — ▼• 
^^  n'         a         oy  ^Ji  'öyn 

B 

wenn' man  zur  Abkürzung  u4-9>v  =  y,  ...>. ..,  ^-^-^^^^  =  7^  setzt,  d.h. 
man  hat 

B 

und  hieraus  ^§.49)  : 


0 


B 

wobei  bloss  voraußgesetzt  ist,  dass  die  Grösse  Vg-+.,..+v^r — .  von  y  = 

B 

0  bis  (p  =  l  endlich  bleibe,  was  man  immer  erreichen  wird,  wenn  man  die 
beliebige  Funktion  u  gehörig  wählt.  Wir  wollen  uns  nämlich  denken,  in  der 
Gleichung  (f)  sey  u  eine  bestimmte  Funktion  von  x  j(etwa  0,  wenn  dies  an- 
geht, oder  i,  u.  s.  w.),  während  v  ganz  willkürlich  bleibe.    Können.wir  dann 

f(x,  o+T,  Uj-f-Ti n  +▼  )Öx 

B  B 

bestimmen  für  ein  beliebiges  v,  so  werden  wir  auch  die.-Grdsso.  (d)  bestimmt 
haben,  indem  wir  bloss  v  =  y — u^  d.h.  y  für  u-f-v  setzen.-  Dabei  bemerken 

wir,  dass  etwa  /f(x,  u,  Ui, . . ..  Un)3x  immer  als  bestimmbar  angesehen  wer- 
den muss,  da  ja  u  eine  bekamite  Funktion  von  x  ist,  also  die  Grösse  f(x,  n. 
. . . .,  u^)  nur  X  enthält,  und  man  mithin  eine  blosse  Integration  zu  vollzie- 
hen hat.     Aus  der  Gleichung  (f )  folgt  aber : 

/f(x,  u+T ii^+T^)8x  — /f(x,u,Ui...,n^)8x=/8x/rT  — +  ▼,  ©T  "^ ■  * " 

0 

ferner  ist  (§^.  36): 

/*     8f  ^  8f        /•   8    r  8f^^ 

/^^87:^^=^87;-y^8^l8-^J'^' 

f     8f_  8f        f     8    r8f^^  8f  8   r  8f^      '/    eVÖOfi. 
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/%8y     ^     '^n-iSy       /  ^B— 1  8  X  V8  y"  J    ^  " '^n— i  8  y       ^ii-2  8x  V8y  J 

•^         -      ■  n      •^   •  n  n  ä        " 

Setzt  man  diese  Werthe  in  obige  Gleichung  ein,  so  erhält  man 
/f(x«n+T,  Oi+Tj,  .  .  .,  u^-|-T^)8x  =  yffx,  o,  m. .  ..,n^)8x+ 

'JUirn  G^)+r?  G^) — ±,7=i  Gt)]** 


(f) 


-  /% 

Da,  wie  schon  bemerkt,   /f(x,u,*a|,  ...,  ujdx  alä  bestimmbar  anza- 


.B— i 


eben  ist;  ferneren  ffj^—...±  1— ^  (^^^Ja^,  ...,  bisy^By  die 

ntegration  nar  nach  q>  geschieht,  u  and  v  also  konstant  sind  und  diese  In- 
egrale  mithin  sämmtlich  als  bestimmbar  betrachtet  werden  müssen,  so  folgt 

lierans,  dasiä  /f(x,  u+v,  . ..,  Ua+v„)9x  bestimmt  werden  kann  für  ganz 

beliebige  v,  wenn 

/"/te-ÄG^)+    ^^.GP"-/""     ■ 

Q  derselben  Lage  ist,  wo /Tg ...4:  — ^  Ca""  jj^*^^*  -^^'^"^  ^^^ 8*öz 

rillk&rlichem  v  ist  diese  Integration  nicht  dorchf&hrbar,  wie  sich  leicht  nach- 
weisen lässt.  Wäre  nämlich  diese  Integration  ausführbar ,  was  auch  immer 
'  seyn  möge,  so  setze  man  einmal 

T=(x— a)"(x— b)'z,^ 
ro  m  nnd  r  ganze  positive  Zahlen  sind ,  die  beide  grösser  als  n  seyen ,  und 
ro  z  eine  ganz  beliebige  Funktion  von  x  ist,  die  endlich  sey  von  x  =  a  bis 
L  =  b.  '  Alsdann  werden  v^  v^,  v,,  .  . .  v^  Null  seyn  für  x  =  a  und  x  ==  b 
§.  10)  und  mithin 

f(x,y,  yi.  .  ...  y^)8x= /f(x,o,ni n^)8x+/(x  — a)    (x  — b)  aV8x, 


h 
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wenn  mau  u-f-v  =  y  setzt.    Da -nach,  unserer  dermaligen  Annahme /f(x,y, . 

.  .  .,  7^)9^  integrabel'ist,  d.  h.  es  eine  Funktion  F(i,  y,  Xti  •  .  .,  1^^^  gibt, 
die  jener  Grösse  gleich  i$t,  so  hängt  die  erste  Seite  von  d^m  WertheYon 
z  gar  nicht  ab.  Denn  dann  sind  ja  die  Werthe  von  y,  yi ,  . .  . ,  y  ^i  an  den 
Gränzen  x  =  a  und  x  =  b  denen  von  u,-  u«,  .  .  ..  u  .an  denselben  Gränzen 
gleich,  d.h.  n)an  hat 

/•b  /b  * 

so  dass  für  ganz  beliebige  z  seyn  muss 

(x-ar(x-b)'xV8x  =  0.  (g) 

Können  "^x  also  Nachweisen,  dass  diese  Gleichung  unmöglich  ist,  so 
haben  wir  damit  auch  bewiesen,  dass  /Vvdx  nicht  im  AUgemeiaen  bestimm- 
bar sey.  Dazu  genügt  es  aber,  etwa  m  und  r  als  gerade  Zahlen  sich  zn 
denken,  und  wenn  Y  von  x  =  a  bis  x  =  b  dasselbe  Zeichen  hat,  unter  z  sich 
eine. Funktion  zu  denken,  die  in  derselben  Lage  ist;  wenn  V  sein  Zeichen 
ändern  sollte,  z  ganz  eben  so  sich  zu  denken,  so  das&  zV  immer  positiv 
bleibt.  .  In  diesem  Falle  wird  das  bestimmte  Integral  sicher  nicht  Null  seyn 
(§.  49).  Uebrigens  wird  man  leiclit  sehen,  (fass  m  fand  r  immer  so  gewählt 
werden  können,  dass  die  Gleichung  (g) .nicht  befriedigt  ist-,  es  mag  nun  zV 
zwischen  x=a  und  x  =  b  sein  Zeichen  Wechseln  oder  nicht.     Demnach  ist 

auch  /Yv  3.x  bei  ganz  willkürlichem  v  nicht  integrirbar,  und  also  auch  nicht 

f(x,y,  .  .  .iiy^)dx  bestinimbar,    es  müsste  denn  seyn,  dass  Y=0 
wäre.     Dazu  gehört  aber  wieder,  dass  identisch,  d.  h.  was  aach  y  sey,  ist: 

8f  .  8  r8f^  ,    8*  r8f^  .  s'ref^    ^  ^, 

87"8i  l8^J  +  8-?  y^^  ~  •  •  •  ±o718tJ  =  ^-  *> 

welche  Gleichung. also  nothwendig  ist,  damit  /f(x,y,  .  .  ..  y^)8x  für  je- 

des  y  bestimmbar  sey,-  und  die  auch,  wie  die  vorstellende  Entwicklung  (f ) 
zeigt,  genügt,  damit  wirklich  diese  Bestimmung  durchgeführt  werde^  Iuuqd. 
'  Die  Glefchung  (h)  pflegt  die  BedinguhgsgleicliU'ng  der  Tntegra- 
bilität  genannt  zu  werden.  Ist  sie  erfüllt,  unabhängig  von  jeder  Bezie- 
hung zwischen  x  und  y,  so  ist  f(x,y,  .  .  .,  yj  der  DifferentialqiiQtient  einer 
Funktion  von-x,y,  . . .,  y^_i;  ist  sie  nicht  erfüllt,  so  ist  dies  nicht  der  Fall. 

Für  die  Gleichupg  (§.  69)  P+Q  |?  =  0  oder  P+Qy^  =0  iat  |^-^ 

+  y»   8^'   8-^  =  Q'8^l8^J=8^+yi  87(§-5)'*»^^°^«^*  ■ 

8y     8x""' 


/' 
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seyn ,  damit  jene  Gleichung  geradezu  der  Differentialquotient  einer  Funktion 
von'  X  nnd  y  sey. 

1.)  3y^-^2x^|-f2y-12x  =  0,d.h.3yy.+2xy,^-2y-12x  =  0. 

/f(x,u.ii,)ex=  /(-12x)8x=— Öx*;  y  =  9ri 
y^8x=y[39T+2x]8v=^2^+2x. 


0  0 


alio  /{3TT,+2x^^-2T-12x)^x==--6x'^-T^~-^-2x^, 

d.ii.  wenn  man  v=y  »etet:    /  I  8y~+2xr^+2y— lÄx  |8x=  — y'»+2xy  — 6x-; 
d.  h.  die  IntegralgleichuBg  der  T)>rgelegten  ist' 

|-y'+2xy-ex»  =  C. 

2.)  (Sx-x»)  ^,-i-(6-4x)  5-^-2y=0,  <3x-x')y.+(6-4x)y.-2y=0. 

8y      8xl8y.J^8x»L8y.J~    ' 
und  man  kann  hier  wieder  u  =  0  setzen ,  so  dass: 

/f(i,u,  n„n,)8x= /08x  =  0; 

0  ,  0  ^0 

»o  daB3  al40  die  (erste)  Integralgleichung  ist 

(3-2x)y+(3x~x»)|?  =  C. 

ex  ■ 

welche  Gleichung  nun  zu  §.  66,  I  gehört. 

«    >«H.^'-'l^-»G-0'+7-?H+-»^  ""■'■-'"■ 

-2y.'+y-^y.:+2=o. 

8y-      -'''      y'  +  y''"ey.-"*y'      *^'       y'*  ey.-^^^T ^^^   8x  byj  " 
10y.-4y.-±+py..  A(^)=,0y.-2y..  «^  (^,)=10y,-2y,: 

(?f       8    r8f^,    8*    r8f^     _      8f        8    rbf\        „  x  ,        ,  . 

'  /r(x.».u..u,)8x=/(H-2)8x=8x./[^^_3l  Q^)}, 


0'  0 
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/■ 


1 


.   0 
also  wenn  l-(-y=y.  v=y—  1 ,  so  ist  das  Infog^  i 

3x+(y-  I)  [-7.+  -^i-33_^]+n  (^y.  -2-y  +  1)  =  6  (^^W^^ 

.+  |-  +  2x. 

und  wenn  dies  =€  gesetzt  wird,  so  hat  mbn  eine  erste  Integralgleicbiing  der  ror- 
gelegten  Gleichting. 

§.86. 

Eine  vorgelegte  DiffereDtialgleichimg  beliebigeiL  Ordnung  kann  zwar 
ganz  wohl  durch  Differentiation  einer  Gleichung  der  nächst  niederem  Ord- 
nung entstanden  seyn,  man  hat  aber  einen  gemeinscliaftliehen  Faktor  aas- 
geworfen ,  so  dass  die  vorgelegte  Gleichung  nicht  geradeso  ein  ]>ifferential- 
quotient  ist,  es  aber  werden  würde,  wenn  man  im  Stande  wäre,  jenen  Fak- 
tor wieder  herzustellen.  Wie  in  §.  69' wird  man  nun,  bei  der  Umnöglichkeit, 
denselben  geradezu  zu  bestimmeii,  gewisse  besondere  Gleichungen  unter- 
suchen und  nachsehen,  ob  Faktoren  von  bestimmter  Form  dfeselbön  atif  die- 
jenige Form  bringen,  die  den  Bedingungen  des  §.  8$  entspricht.  Wir  wollen 
dazu  nur  Gleicliungen  der  zweiten  Ordnung  wählen. 

I.)  Zu  untersuchen,  ob  die  Gleichung 

durch  einen  Faktor  von  der  Form  e*^  integfabel  werden  kann ,  wo  a  eine 
Konstante  ist.  Da  alsdani^  e"  Tr-^  +  X  g^+X'  y  j  efti  vollständiger Dif- 
fierentialauotient  seyn  soll,  so  ist  (§.  85): 

8^=''  •^    87:  =  ^^     8^=^     8^lry:J  =  l8i  +  '^J^  'M»?J=*^ 

also  muss  e"[x' - aX--  ^+aj=0,  X' - aXi- 1|+»*  =  0 

seyn.  Idt  diese  Beziehung  erfüllt,  so  wird  (a)  durch  den  Faktotr  e*^  inte- 
grabel.  Für  X  und  X^  konstant,  bestimmt  diese  Gleichung  dje'Wcurtlie  von 
a  (§.  75).  Ist  aber  die  gegebene  Bedingung  erf&Ut,.  so  lässt  »ich  leicht  das 
Integral  von  (a)  finden.     Denn  es  ist  dann  (§.86^ : 


8f      ^  •»  -  8f      *tt    8   r  8f  "V         »      ^  ^  j     ,_.      , 

=  Xe    ,r —  =  e    ,  ^  1  ^i —  l=ae    ,.iuid  irenitQ=:0,  T  =  y,  das  iDtmai: 
8-y»  8x  V8yx7 


öyi 


y/;e-(X-a)8.+  ^-^/; 


e    89  =  e    (X-a)y+.e     ^, 


d.  h.  die  Integralgleichung  ist 


az  8v         ax 

6     ^+e    (X~a)y=:C, 

welche  letztere  Gleichung  zu  §.  66,  I.  gehört. 

II.)  Zu  untersuchen,  ob' die  Gleichung  (a)  durch  einen  Faktor  der  Form 

e""  "^"^    integrabel  werden  kann.     Also  ist  jetzt 


eineo  gogebeDen  Paktor  integrabel  werden.  33} 

woraus  als  BedingungsgleichaDg  folgt 

X'  — (m^x        +nyx'     )X  — ■^+ixim(/«— l)x'       -fny(y— l)x'      +(iii/ix'^ 

ÖX 

+nyx^""V-=^0. 
Ist  diese  Bedingung  erftillt,  so  ist  dann  das  Integral: 

B'är/«=1,  j'=2  wäre 

X'^(m+2nx)X  +  |?  — (m+2iix)»— 2ii. 

0  X 

und  also  etwa  Qlr  X  =  2nx,  das  lotegral  ron 

^+2nx  ^^-in(m+2iix)y=0: 

IIL)  Man  sojl  untersuchen,  ob  die  Gleichung  (a)  durch  einen  Faktor 
von  der  Form  x'^e^^    integrabel  gemacht  werden  kama. 

Hier  ist  nun  —  =  X'  x   e'^    ,  r-  =  X  x   e"    ,  5 —  =  x   e'^     ,  -  woraus 

öy  '  8  y,  '  8  y, 

als  Bedingungsgleichung : 

X'x»  -  X»  ~- (mx+n/4X°"^*)X:+m(m  — l)+/in(2m4-n~  1);^"+ /»*nV"  =  0. 
o  X 

während  die  Integralgleichung  ist 

IV.  Man  soll  die  Bedingungen  angeben,  unter  denen. dieselbe  Gleichung 

(a)  durch  den  Faktor  Jg^+J'y  integrabel  wird,  wenn  J,  5'  Funktionen  von 

X  sind. 

Da  jetzt  ^'  . 

(7«+Xy,+X'y)tty,  +  ^y) 

sin  vollständiger  Differentialquotient  seyn  soll ,  so  ist 

|^=^C'«y,^-^y)+l'(y,+Xy,^-X'y)  =  ry,+(X'^+X^0yi+2X'^y. 
^  =  Xtty,+|'y)+|(y,+Xy,+X'y)  =  {y,+2X^y,  +  (X^  +  X'öy. 

öy« 

j  1  8f      8   r  8f  "\  ,    8*   r8f  ^      ^ 

so  daas  alitf)  wegen  ^-  ^^  ^—J-\-—  UyJ=^  '®y°  °*"^^- 


x-e"' 
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Damit  diese  Gleichung  fiir  alle  y  erfüllt  sev,  miiss 

seyo,  woraus  von  selbst  folgt;  dass  der  Paktor  von  -^  Null  ist.     Man  sieht 

hieraus,  dass  wenn  man  $,  $^  als  bekannt  ansieht,  man  X  ans  der  Ersten 
Gleichung  erhält,  während  dann  X'  nach  §.66,  I  aus  der  zwjeiten  erhalten 
wird. 

Wir  'w:ollen  einmal  |:;=  1 ,  l'==4>  annehmen,  so  hat  man 


2X  =  2b,X  =  b;  2bX' ^7^     ^  =  0,X'=Ce       , 

öx 

also  wird  die  Gleichung 

8-x«+'8-x+*^       y  =  ^ 

8y   , 
integrabel  durch  den  Faktor  ^ — phy.  ;^ 

-^ Diese  Beispiele  mögen  genügen,  um  zu  zeigen,  in  welcher  Weise  hier 
zu  verfahren  ist. . 


Vierzehnter  Absclmitt 

Von  den  besonderen  Auflösungen  der  Differentialgleichungen. 

§.87.      •     . 

Schon  in  §.  70,  V  haben  wir  gesehen,  dass  es  zuweilen  Aiiflu.8Dogeo  veu 
Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  geben  Jcaon ,  die*  keine  willkör- 
liehe  Konstaate  enthalten,  aber  auch  nicht  aus  der  allgemeinen  In- 
tegralgleichung hervorgehen,  indem  man  i)los8  der  i^illkQr- 
lichen  Konstanten  efnen  bestimmten  Werth  beilegt.  So  würde  in 
dem  dortigen  Beispiele  14  sicher  nicht  die  Gleichung  x'4-y*  =  a'  ans  y= 
Cx-f^aVl-|-C'  zu  erhalten  seyn,  man  möchte  der  Konstanten  C  irgend 
welche'  Werthe  beilegen.  Solche  Auflösungen  heissen  wir  besondere  Auf- 
lösungen, im  Gegensatz  2u  dem  Integral  oder  der  IntegralgleichiiDgi 

Gesetzt  also,  die  Gleichung  erster  Ordnung  .  - 

habe  zur  allgemeinen  Integralgleichung 

F(x,y,c)=0,  (b)  - 

WO  c  die  willkärliche  Konstante  vorstellt,  so  wird  jede  besondere  Form,  dif 
aus  (b)  dadurch  folgt,  dass  man  jder  c  einen  bestimipten;  natfiriieh  vonx 
unabhängigen  Werth  beilegt,  ein  besonderes  Integral  von  (a)  'darstellen. 
AVird  dagegen  die  Gleichung  (a)  auch  noch  befriedigt  durch  die  Oleichang 

V'(3t.  y)  =  0,  (c) 

in  der  eine  Konstante,  die  in  (a)  nicht  ist,  nicht  vorkommt,  und  es  ist  nicbt 
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möglich,. die  Gleichung  (c)  aus  (b)  za.erfaaltei^,  indem  man  dei;  dortigen 
Grosse  c  ^inen  bestimmten  liVerth  beilegt,  so-\\'ird  (c)  eine  besondere  Auf- 
lösung der  Gleichung  (a)  seyn. 

Cm  uns  die  Möglichkeit  einer  solchen  besonderem  Auflösung  klar  .zu 
machen,, wollen  wir  wieder  zu  der  bereits  in  §.  65  angewandten  Betrachtung 
zuröckkehr^*  Wir  haben  dort  gesehen,  da&s  man  mittelst  der-  Gleichung  (a) 
immer 'eine  Reihe  von  Kurven  konstruiren  könne,  deren  allgemeine  Glet^ 
chang  die  (b),  ist,  während  jede  einzelne  dieser  Kurven  dadurch  erhalten 
wird,  dass  die  Konsfante  c  einen  bestimmten  Werth  annimmt.  Denken  wir 
uns  nun  die  (unendliche)  Menge  dieser  Kurven;  die  wir  als  unmittelbar 
aufeinander  folgend  denken  wollen,d.h.  so,  dass  in  je  zwei  auf  einander  fol- 
genden die  Werthe  der  Konstanten  c  nur  unendlich  wenig  verschieden  sind, 
so  hat  jßde  einzelne  dieser  Kurven  die  Eigenschaft,  dass  der  aus  ihr  folgende 

Werth  von  ~  derselbe  ist,  wie  er  aus  der  Gleichung  (a)  folgt,  wenn  man  fiir 

X  und  y  die  dem  betreffenden  Kurvenpunlcte  zugehörigen  Wertlie  wäKlt. 
Gehen  wir  etwas  genauer  auf  die  Sache  ein, 'so  werdeii  wir  uns  auch  so  aus- 
sprechen können.  Gesetzt  FG  sey  eine  der  betref-  .  ^9-  ^^-  ' 
fenden  Kurven,  M  ein  Punkt  derselben,  dessen  Ko- 
ordinaten  x  und  y  sind,  ^  ein  zweiter  Punkt,-  dessen 
Koordinaten  x+-^x,  y+-^y  seyen,  wo  Jx=^'DE, 

^y  =  QN  ist,  so  wird  der  Werth  Gr.  T^^  J,  wie  er 

au6  der£ur\'e  folgt,  nichts  Anderes  seyn,  als  das  r-^, 

das  aus  (a)  folgt,  wenn  man  in  (a)  für  x  und  y  die  Koordinaten  des* Punktes 
M  setzt:  Was- wir  so  eben  von  einer  Kurve,  gesagt  haben,  gilt  von  allen 
andern.  Denken  wir  uns  nun  weiter,  diese  Reihe  von  Kurven  sey  so  be- 
schaffen, dass  je  ;^wei  unmittelbar  auf  einander  folgende  «ich  schneiden  (in 
einem  oder  mehreren  Punkten),  und  man  ziehe  durch  diese  Durchschnitts- 
punkte je  zweier  auf  einander  folgender  Kurven  selbst  wieder  eine  stetige 

Kurve,  so  wird- diese  ebenfalls  Werthe  von  ^  liefern,  wie  sie  aus  der  Glei- 

chung  (a)  folgen.  Denn  auf  der  oben  betrachteten  besonderen  Kurve  FG 
liejgen  z^ei  einander  unendlich  nahe  solcher  Durchschnittspuqkte,  der  eine 
(M)  als  Durchschriittspunkt  der  Kurve  FG  mit  der  vorangehenden,  der  an- 
dere (N,  wenn  MN  unendlich  klein)  als  solcher  Durchschnittspunkt  mit  der 
nächst  folgenden  Kurve.  Da  die  neue  Kurve  nun  durch  alle  diese  Durch* 
Schnittspunkte  geht,  so  hat  sie  mit  der  Kurve  FG  zwei  einander  unendlich 
nahe  Punkte  (M  und  N)  gemeinschaftlich,  und  folglich  wird  der  Werth  von 

Gr.  f  2" J»  ^'^®  ®^  ^^  ^^°  Punkt  M  aus  der  Kurve  FG  folgt,  nothwendig 

derselbe  seyn,  wie  der  Werth  derselben  Grösse  für  denselben  Punkt  aus  der 
neuen  Kurve.  Da  nun  der  eine  der  (a)  genOgt,  so  genügt  also  auch  der  andere 
derselben  Gleichung.     Hieraus  folgt  aber  ganz  offenbar,  dass  die  Gleichung 
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der-neaea  Kurve  ebenfalls  der.(a)i(geDögt,,uDd  eine  willkfirliohe  Konstante 
sicher  nicht  mehr  enthält,  da  diese  Knrvö  eben  nar  ^ine  einzige  is^  Es 
folgt  aber  hieraus  noch  weiter,  dass  aosser  den  anfänglicheti Kurven,  deren 
Gleichung  (b)  ist,  nur  noch  die  neue  Kurve  aus  (a)  folgt,  aläo  -weitere  Auf- 
lösungen nicht  mfehr  existiren  können.  Die  neue  Kurve  pfle^  nun  die  ein- 
hüllende Kurve  der  andern  genannt  zu  werden,,  und  dh  sie  mit  jeder  der 
letzteren  zwei  unmittelbar  auf  einander  folgende  Punkte  gemeiälBcfaafUich 
hat,  so  folgt  unmittelbar  daraus,  dass  sie  mit  derselben  jeweite  eine  gemein- 
schaftliche berührende  Gerade  hat,  oder  alle  jene  KurVen  berührt.  Ist  nun 
diese  einhüllende  Kurve  nicht'selbst  eine  der- früheren,  so  ist 
ihre  Gleichung  die  gesuchte  besondere  Auflösung. 

Soll  man  also  die  besondere  Auflösung  der  Gleichung  (a),  deren  allge- 
meines Integral  (b)  ist,  aufsuchen,  so  ist  die  Aufgabe  darauf  zurückgeführt, 
di^  einhüllende  Kurve  der  durch  (b)  ausgedrückten  Kjapven  tu  suchen.  Seyctn 
nun  c,  Crf-^c  zwei  auf  einander  folgende  Werthe  der  Konstanten  c,  so  wer- 
den  die  Gleichungen 

F(x.y,c)  =  0,  F(x,y.c+zlc)=^0  /       (d) 
auch  zwei  auf  einander  folgenden  Kurven  zugehören,  und  die  Kooidinateii 
ihres  Durchschnittspunktes  werden  erhalten  werden ,  wenn  man  x  und  y  aa^ 
diesen  beiden  Gleichungen  bestinnnt.    Ans  den  zwei  Gleichungen  (d)  folgt 
aber  auch 

J'U.y»c)  =  ü, -j- =0, 

welche  zwei  Gleichungen  eben  so  gut  zur  Bestimmung  von  x  und  y  vemeo- 
det  werden  können,  da  sie  die  (d)  .vollständig  ersetzen.  Die  letzte  dieser 
Gleichungen  gibt  aber,  wenn  man  ^c  unendlich  abnehmen- läast,  was  man 
muss,  wenn  die  zwei  Kurven  unmittelbar  auf  einander  folgende  seyn  'sollen: 

■      *.     =0,  gemäss  den  Fundamental-Erklärungen  in  §:  3 ,  ao  dass  also 

die  zwei  Gleichungen  (d)  zu  ersetzen  sii^d  durch 

F(x,y.c)=0.*I^"'>=.0.  (dO.    -      . 

.00  ^    • 

aus  denen  die  Koordinaten  des  Durchschnittspunktes  zweiet  unmittelbar  auf 
einander  folgender  Kurven  folgen  müssen.  Ist  es  nicht  möglich ,  ^dieselben 
hieraus  zu  bestimmen,  so  bestellt  eben  ein  solcher  Durcbschnittsponkt  gar 
nicht.  Letzteres  wird  dann  immer  der  Fall  seyn,  wenn  x  und  y  in  der  zwei- 
ten Gleichung  (d')  nicht  vorkommen ,  ■  in  welchem  Falle  dieselbe  für  c  einen 
bestinunten  Werth  liefert. 

Bildet  man  nun  aus  den  Gleichungen  (d^)  eine  neue  Gleichung 

t/;(x.y)=0,    .        ^(e) 

indem  man  c  zwischen  beiden  eliminirt,  so  wird  diese  Gleichung  nothwendig 
die  der  einhüllenden  Kurve,  also  die  besondere  Auflösung  von  (a)  ^yn. 
Denn  die  Koordinaten  des  Durchschnittspunktes  der  Kurven  (d')  geui&gen 
der  (e),  und.  da  in  letzterer  c  nicht  vorkommt,  so  wird  dies  der  Fall  seyn. 
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WM  auch  immer  c  seyn  mag;  d.  h.  för  alle  roöglichefn  DarchschDitti^pankte, 
80  dass  eben  die  (e)  die  gesachte  Gleichung  ist. 

UVir  haben  bo  eben  die  Theorie  der  besonderen  Auf  lösmigen  aas  geome^ 
irischen" Betrachtungen  abgeleitet,  die  immer  den  Vortheii  grösserer  An- 
schaulichkeit, dagegen  .auch  den  Nachtheil  geringerer  Allgemeinheit  haben. 
Es  ist  jedoch  ziemlich  leicht,  auf  analytischem  Wege  zu  denselben  Resultaten 
»1  gelangen.  •- 

Ist  (b)  die  aiigemeine  Integralgleichung  von  (a),  so  muss  aus  deir 
Gleichungen 

*  &F     8F  dv 

F(x.y.c)  =  0,^+«-I^|Z.O.  (f)  ' 

8y 

wenn  man  zwischen  ihnen  c  elimlnirt,  derselbe  Werth  von  ~  folgen,  wie  ihn 

die  (a)  liefert.  Denken  wir  uns  nun  aber  einmal,  c  sey  nicht  m^hr  konstant, 
sondern  eine  Funktion  Von  x  und  y,  so  wird  die  Gleichung  (b)  durch  Diffe- 
rentiation geben 

8Fj,  8F8y  ,  aF  reo  .  8c8y-|      .  /v 

8^+8^  8-^+87  Irx+Fy  8-^J  =  ^'         .   <«^ 

soll  nun  dmrch  Elimination  von  c  aus  (b)  und  (g)  eine  Gleichung  entstehen, 

8y 

die  denselben  Werth  von  ^  wie  (a) ,  d.  h.  wie  die  aus  den  (f )  entstehende 

Gleichung  geben  soll ,-  so  müssen  die  (b)  und  (g)  der  Form  nach  mit  den  (0 
lasammenstimmen.  Dies  ist  aber  der  Fall,  wenn  c  eine  Funktion  von  x.und 
y.ist,  bestimmt  durch  die  Gleichung 

"8F 

Gibt  diese  Gleichung  wirklich' c  als  Funktion  von  x  und  y,  d.h.  enthält  sie 
ausser  c  wenigstens  noch  eine  dieser  Veränderlichen,  so  wird  diese  Funktion, 
in  (b)  für  c  gesetzt,  eine  Gleichung  liefern,  die  als  Auflösung  von  (a)  wird 
angesehen  werden  müssen.  Denn  dann  gibt  (b)  zwei  Gleichungen  ^  die  ge- 
nau die  Form  (f)  haben  und  aus  denen  durch  Elimination  von  c  dasselbe 
folgt,  wie  oben.  Man  sieht,  dass  dies  ganz  dasselbe  ist,  was  wir  oben  auf 
geometrischem  Wege  aufgefunden  haben;  namentlich  ist.(g^)  die' zweite 
Gleichung  (/d^).  .  Allein  der  analytische  W^  geht  einen  Schritt  weiter.    Ge- 

8  F       P 

setzt  nämlich,  es  sey  7r-  =  7r,  wo  P  und  Q  Funktionen  von  x  und  v  sind;  so 
werden  die  Gleichungen  (f)  seyn : 

F(x,y.c)  =  0,Q~4-P.^  =  0 

und  die  (g) : 

r<„.„=..«H+pK+«H(H+||H).. 

und  diese  Systeme  werden  auch  zusammenstimmen,  wenn  Q=0.  Bestimmt 
man  also  c  als  Funktion  von  x  aus  der  Gleichung  Q  =: 0 ,  so  kann  die 
durch  Elimination  von  c  aus  dieser  Gleichung  und  (b)  hervor- 
gehende Gieichung  auch  eine  besondere  Auflösung  von  (a)  seyn. 
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E»  ist  aber  wohl  möglich,  dasa  dem  nicht  so  ist,  da  die  Annahme  Q=0  ge- 
gen die  vorhergehende  Multiplikation  mit  Q  streiten  könnte,  so  dass  man  im 
speziellen  Falle  sich  versichern  moss,  ob  die^gefundene  Gieichong  überhaupt 
eine  Lösung  von  (a)  ist,  oder  nicht. 

Da  auch  g   =  y »  «o  genügt  naturlich  (b)  auch  der  Gleichung     * 

(a) 


'("i)'"- 


und  eine  besondere  Auflösung  der  (a')  ist  auch  eine  ton  (a).  Statt  der 
zweiten  Gleichung  (f)  wird  man  jetzt  schreiben 

8F  8x  ,  8F     ^ 
8x8y^8y 

und  statt  (g) :         ' 

8F  8x     8F  .  8F  r 8^  8x  ,  8^'\  _   ' 

8x8y"^8y"*"8c  V.8x8y"^8yJ""    ' 
8F      P' 

woraus  dann  folgt,  dass  wenn  ^  =  7^»  die  Gleichung  Q'  =  0^  betoötzt,  um 

0  X       Vb 

c  zwischen  ihr  und  (b)  zu  eliminiren ,  zu  einer  besonderen  Auflösung  von  (a) 
föhren  kann. 

Wir  bemerken  hiezu  nur  noch ,  dass  es  immer  leicht  ist  za  entacheideD, 
ob  das  gefundene  Resultat  eine  besondere  Auflösung,  oder  ein  besonderes 
Integral  ist  Wäre  es  letzteres ,  so  müsste  die  Elimination  von;  y  oder  x 
zwischen  (b)  und  (c)  nothwendig  für  c  einen  konstanten  Werth  liefern ;  i^t 
dies  nicht  der  Fall,  so  ist  die  Gleichung  (c)  eine  besondere  Auflösung. 

Als  Beispiele  mögen  die  folgenden  dienen. 

K)  Die  Gleichung 

y  =  "8^+^UJ 

bat  zi]m  allgemeinen  Jntegral 

•y  =  cx+ir^(c)  (8.70,y). 
Daraus  folgt ,  wenn  man  nach  c  differenzirt  : 

0  =  x-t-v/(c). 
und  wenn  man  c  zwischen  dieser  Gleichung  und  y=rcz4~ip(e)  eliminiirt,  so  «Mit 
man  eine  Auflösung  der  Gleichung.  Diese  Auflösung  ist  nothwendi^  eine  besoadev, 
denn  MC  gibt  V;'(c)=:  — x,  also  auch  y=  — ct(;'(c)-4-vKc)t  woraus  sicher  nichtc 
gleich  einer  Konstanten  folgt. 
2.)  Die  Gleichung 

hat  zum  allgemeinen  Integral 

y  =  c.+  yx+|^(§.71.Nr.3). 
Daraus ,  indem  man  nach  c  differenzirt :     - 

X*  X*  X  • 
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iflOflungen  der  Yorgelegten  Gleichung*,  die  ihr  wirklich  genfigen.  Sie  sind  auch  in 

8F    8F  1       , 

BL  altgemeinen  Integral  nicht  enthalten.     Die  Grossen  ^  •  ö~  sind  1  und  -^   -f- 

,  Ton  denen  nur  die  letztere  für  d  =:  0  unendltch  werden  konnte ,  ijiras  aber  nicht 

llUsig  ist.  ' 

3.)  Der  Gleichung 

'        T'-.--2«yH_  r&'--''),4+'""]        . 

<'-e)  "L  4'-'io  J 

»Dügt(§.70,  Nr.  18): 

x«+y*"2cx— 2yf(c)  =  0. 
dass  die  Elimination  von  c  zwischen  dieser  Gleichung  und 

x+yr(c)  =  0      . 
»enfeklls  eine  besondere  Auflösung  gibt. 

4.)  Om  die  Gleichung 

öy        1  ,         rv       Öy       1     .   ,    a      ^ 

ox  ox  ^    X  X 

'1  a 

i  integriren,  hat  man  in  §.  66,  II;  m=:2,  X  = ,  ^i'=  — >  •I»®-  w*  die  In- 

gralgleiohung: 

ilferenjurt  man  hier  nach  c,  so  fällt  c  ganz  weg  und  es  ist  also  eine  Elimination 

8F  8F 

cht  nkOglich.     Dagegen  ist   ä~= — 2cx,   r-=:2y,  und  alle  diese  können  nicht 

=00    gesetzt  werden.     Demgemäss  hat  die  Gleichung  keine  besondere  Auflösung. 
5.)  Für  die  Gleichung 

idet  man  nach  §.  71 ,  I  als  allgemeines  Integrftl 

•^  c 


X» 


acx' 


Iso  ist  c  zu  eliminiren  zwischen  dieser  Gleichung  und  x- s==0,  c  =  irV^x,  so 

WS  der  gegebenen  Gleichung  als  besondere  Auflösungen  genügen:   y=2ri/x 
idj  =  —  2xi/x,  die  beide  im  allgemeinen  Integral  nicht  enthalten  sind. 
6.)  Der  Gleichung 

«agt(S.71,.Nr.2): 

Iso  erhält  man  eine  Auflösung  durch  Elimination  von  c  aus  dieser  Gleichung  und 

b  —  c  =  ±xV — ab,  c  =  b+xV— ab, 
dass  y»  =  b— ax»±2xV-ab  =  (V/b±xV— a)=;  y  =  Vb±xV— a, 

oder  y=— Vb±x  V-^* 
•enfUls  als  besonderie  Auflösungen  der  Gleichung  genügen. 

26* 
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7.)  Der  GleiclAing 

8y  '         .  . 

^nügt  .         .y  =  ce  ;  . 

8F  8F 

wollte  man  hier  nach  c  differenziren ,   so  erhielte  man  c  nicht;    ^—  iit  1;     x-^  = 

o  y  ex 

c  e  ' 

,  welche  letztere  Grösse  unendlich  ist  für  x^=a.     Allein  dies  ist  keine 

Auflösung  der  gegebenen  Gleichung. 
8.)  Der  Gleichung 


jrenagt(§.68,  Nr.2): 


'•  •=. 


8  F  8  F 

Da  hier  —  ±r  -^  1 ,  so  kann  man  dies  nicht  =  0  setzen.     Dagegen  ist  «—  = 

2ytV^HV-x]  V»'+ylpy.'  ^nd  diwe  Grtsse  üt  =00  .  wenn  ViM=?  =  «. 

y'rrO,  y  =  0,  welcher  Werth  wirklich  der  Gleichung  genügt,  aber  auch  aas  dem 
allgemeinen  Integral  folgt,  wenn  c  =  0. 
9.)  Der  Gleichung 

genügt  .  y  =  C+Vx'+y*-a*.  •    '        . 

Daraus  fblgt 

8F 1 

8x~yx*+y*— a** 
was  =X  ist-füri^+y' — a'=Ö.     Dies  genügt  der  vorgelegten  Gleichung  und 
ist  eine  besondere  Auflösung. 
10.)  Die  Gleichung 

hat  als  •Integralgleichung  (§.  71 ,  I) : 

y  =  c*-|-ao*x+cx*. 
Also  hat  man  c  zn  eliminiren  zwischen  dioMr  Gleichung  und      # 

3c*4-4cx  +  x»=0, 
aus  welche  letzterer  folgt 

c  = ^  X  oder  =  — ^x. 

o 

Setzt  man  diese  Werthe  in  den  ton  y,  so  ergibt  sich 

y  =  — 2=x*  oder  y  =  0, 
woTon  der  ejTste  Werth  eine  besondere  Auflösung  ist. 

§.88. 

Wir  haben  im  Vorstehenden  immer  vorausgesetzt,  man  kenne  das  all- 
gemeine* Integral  der  vorgelegten  Differentialgleichung  und  haben  daraus  die 
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besondere  Aufiöeungy  wenn-  eine  solche  vorhanden  war,,  abgeteilt.  Allein 
in  gar  manchen  Fällen  ist  man  nicht  im  Stande,  das  allgiemeine  Integral  auf- 
zufinden und  soll  trotzdem  die  besondere  Auflösung ,  die  etwa  vorhanden  ist, 
ermitteln.  Dm  dies  bewerkstelligen  zu  können,  wollen  wir  nochmals  atif  das 
Wesen  der  besonderen  Auflösungen  eingehen.  Wir  haben  gesehen,  da«ä  die 
besondere  Auflösung  nichts  Anderes  ist,  als  die  Gleichung  der  einhöllenden 
Kurve  all  derjenigen  Kurven,  deren  Konstruktion  mittelst  der  gegebenen  Dif- 
ferentialgleichung möglich  ist.  Diese  einhüllende  Kurve  kann  aber  durch  die 
Differentialgleichung  nicht  konstruirt  werden,  obgleich  sie  ihr  genügt,  wie 
aus  den  Betrachtungen  des  §.87  und  §.65  wohl  deujtlich  hervorgeht  Sehen 
wir  nun  näher  zu,  worin  der  Grund  dieser  Unmöglichkeit  liegt.  Alle  in  dem 
allgemeinen  Integral  enthaltenen  Kurven  können  vermittelst  der  gegebenen 

Differentialgleichung  konstruirt  werden,  und  nicht  nur  die  Werthe  von  y, 

8y    8* y 
wie  sie  ß,ns  jeder  folgen ,  sondern  auch  die  von  -r^ .  r— ^ , genügen  der 

gegebenen  Differentialgleichung,  und  zwar  desshalb,  weil  man  auf  Jeder  Kurve 
n  unmittelbar  auf  einander  folgende  Punkte  annehmen  kann ,  die  sich  nach 
dem  durch  die  Differentialgleichung  ausgesprochenen  Gesetze  (das  in  der 
Knrve  bildlich  dargestellt  ist)  folgen,  so  dass  dann  (§.  11)  die  Werthe  von 

^,  iT-i»-  •  •»     «  nothwendig  sich  aus  der  Kurve «o  ergeben  müssen,  wie  die 

Differentialgleichung  sie  geben  wird,  wenn  man  dieselbe  weiter  differenzirt. 
Könnte  man  auf  der  Kurve  nur  zwei  Punkte  annehmen,  die  unmittelbar  auf 

einander  folgen,  so  würde  nur  r^  dasselbe  seyn,  wie  aus  der  Differentialglei- 

ox 

8  t   8^ 
chnng;  könnte  man  nur  drei  Punkte  annehmen,  so  würden  bloss  ^,  ü~i^^'' 

selben  seyn,  wie  aus  der  gegebenen  Differentialgleichung ,'u. s.w. 

Betrachten  wir  ntfn  die  einhüllende  Kur^'e,  so  liegen  von  derselben  je 

nar  fW«  unmittelbar  auf  einander  folgende  Punkte  auf  einer  und  derselben  von 

dtB  doroh  die  Differentialgleichnng  gegebenen  Kurven,  so  dass  also  auch  bloss 

•  87 

der  aas  der  einhüllenden- Kurve  gelegene  Werth  von  r^  derselbe  ist,  wie  der 

aus  der  Differentialgleichung  gezogene ,  während  der  aus  der  einhüllenden 

Q|  8'  Y 

Kurve  gezogene  Werth  von  g-~  ein  anderer  seyn  müss ,  als  der  von  ^„'  den 

man  aus  der  gegebenen  Differentialgleichung  zieht.  Dass  es  mit  den  höhe- 
ren Differentialquotienten  dieselbe  Bewandtniss  haben  wird,  versteht  sich 
von  selbst. 

Differenzirt  man  also  die  vorgelegte  Differentialgleichung  nochmals,  so 

muss  der  so  erhaltene  Werth  von  r-^  verschieden  seyn  von  dem,  den  die  be- 
sondere Auflösung  gibt,  so  dass  letzterer  aus  der  differenzirten  Gleichung 
nicht  gefunden  werden  kann.  Würde  nian  also  in  die  neue  Gleichung  den- 
jenigen Weith  von  y  einsetzen,  der  der  bcsondei^n  Auflösung  zukommt,  so 
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inuss  eine  Bestimmung  von  r-^  geradezu  unmöglich  seyn,   und  umgekehrt, 

wenn  diese  Bestimmung  für  einen  gewählten  Zusammenhang  zwischen  x  und 
y  unmöglich  ist,   so  kann  dieser  Znsammenhang  eine  besondere  Aufldsimg 
der  GieichoDg  seyn. 
Ist  nun 

die  vorgelegte  Diflfereatialgleichung,  so  foli^^t  aus  ihr: 

8f  ,  8f       ,    Öf       '  .  ' 

und  eine  Bestimmung  von  7,  =  0-1  i«t  unmöglich ,  wenn 

entweder  ^- +^yi  =  0,    —^  =  0 ,  (c) 

,  8f  ,8f  1       *8f        I  ... 

^^^'  8-^  +  8^y'=ö'    ^T.^O'  ^^> 

8^,Ö^  08f.^^^ 

oder  ^+r'  yt  =  TT  .    q--  n»ch*  0  oder  00,  (e) 

S\  f       f^  f  fS  t 

oder  -  -  +  r-  yi  nicht  0  oder  CO .   t —  =  0.  (f ) 

öx      öy  öyj 

Diese  vier  l'HUe  können  nun  besondere  Auflösungen  von  (a)  geben. 
Und  zwar,  wenn  maü  y^  zwischen  (a)  und  der  ersten  (c),  eben  so  y^  zwi- 
ischen  (a)  und  der  zweiten  (c)  eiiminirt,  und  erhält  beide  Male  dieselbe  Glei- 
chung zwischen  x  und  y,  so  kann  dieselbe  eine  besondere  AnflösoQg  seyn; 
dasselbe  gilt  f&r  die  Gleichungen  (d)  und  (a);  die  Gleichung  (e)  zerfällt  in 
zwei,  mit  denen  eben  so  zu  verfahren  ist;  eliminict  man  yi  zwischen  .(a).iu(id 
(f) ,  so  kann  das  Resultat  der  Elimination  auch  eine  besondere  Aof lösnng 
sjByn. 

Wir  haben  vorausgesetzt,  dass  die  einhüllende  Karye  mit  jeder  der 
durch  (a)  dargestellten  Kurven  nur  zwei  Punkte  gemeinschafUpcb  habe. 
Dies  ist  jedoch  nicht  unerlässlich ,  sondern  es  könnte  ganz  wohl  ^sUtJUk 
von  mehr  Punkten  gemeinschaftlich  seyn,  nur  -ist  diese  Aniahtü 
beschränkte.     Daraus  -  folgt ,  dass  es  wohl  möglich  wäre,  dass 

■  8'v  *V:  Vr- 

besonderen  Auflösung  hervorgehende  W«^. von  r-^  noch  derselbe  seyn 
könnte,  wie  der  ans  (a)  folgende,  aber  z-^  nicht  mehr;   oder  aber  r^  noch 

8*y 

in  dieser  Lage  seyn  könnte ,  nicht  aber  r-=^ ,  u.  fe.  w. 

Daraus  ergibt  sich  aber  jetzt  sogleich  das  Kennzeichelr,  ob  eine  Glei- 
chung zwischen  x  und  y  eine  besondere  Auflösung  der  Gleichung 
(a)  iat  oder  nicht.  Sie  wird  es  nämlich  seyn,  wenn  sie  einer  der 
aus(a)  durch  aufeinander  folgende  Differentiationen  gebildeten 
Gleichungen  nicht  genügt.  In  der  Regel  wii;d  dies  sogleich  mit  der 
ersten  der  Fall  seyn.  • 

Wir  haben .80  eben  gesagt,- dass  es  möglich  seyn  könnte,  dass  die  ein* 
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hblieode  Kurve  mit  den  eingehfiiiten  mehr  als  zwei  Punkte  gememschalUich 
habe..    Seyen  nun 

f(x,y,c)  =  0,  f(x,y.c+Jc)  =  0.  f(x.y,e+2/^e)  =  0  (g) 

die  Gleichungen  von  drei  auf  einander  folgenden  Kurven,  und  es  solle  die 
eihhüllende  Kurve  drei  Punkte  gemeinschaftlicK  haben,  so  müsste  der  Durch- 
schnittspunkt  der  zwei  letzten  Kurven  auch  auf  der  ersten  liegen;  zieht  man 
also  die  Werthe  von  x  und  V  aus  letzteren  und  setzt  sie  in  die  erste  ein ,  so 
muss  diese  Gleichung  erfüllt  seyn.  Ans  den  Gleichungen  (g)  folgt  aber  auch : 

f (,. ,.  e)  =  0.  ^<''y-'+^;;-^<''y-''^  =  0, 
f(x.  y.  c+2/le)  -  2f  (i,  y.  c+ Je)  +  t(t.  y.  e)     ^ 

',       3?      ;        :    "  • 

il.  h.  wenn  man'^c  anendlich  klein  werden  l&sst  (§.  II): 

welche  drei  Gleichungen  die  (g)  ersetzen  und  fiir  dieselbeq  Werthe»  von  x 
und  y  richtig  seyn  müssen.  Eliminirt  man  nun  x  und  y  zwischen  ihnen,  so 
erhält  man  eine  Gleichung  in  c,  die  für  diese  Grösse  bestimmte  Werthe  lie- 
fert,* 80  dass  also  auch  nur  für  diese  bestimmten  Werthe  von  c,  d.h.  für 
diejenigen  Kurven  des  Systems ,  die  diesen  Wertheu  entsprechen ,  die  ein- 
hailende  Kurve  drei  Pankte  mit  derselben  eingehflllten  gemeinschaftlich  hat. 

Demnach  wird  unsere  obige  Regel ,  dass  r-^  nicht  dürfe   bestinunt  -wecdöu 

können ,  vollkommen  bestehen  bleiben ,  da  immer  noch  unendlich  viele  Kur- 
ven des  eingehüllten  Systems  vorhanden  sind,  für  welche  di# einhüllende 
Kurve  in  der  früher  gewählten  Lage  ist  Eben  so  aber  wird  in  Bezug  auf 
das  Kennzeichen,  ob  die  gefundene  Gleichung  eine  besondere  Auflösung  ist, 
oder  nicht,  die  gegebene  Regel  bestehen  bleiben,  dass  man  zuweilen  zu  hö- 
heren Differentiationen  gehen  muss,  eben  weil' es  doch  auch  einzelne  einge- 

lipillf  Kurven  geben  kann,  für  die  r^,  ...  dieselben  sind,  wie  sie  aus  der 

Differentialgleichung  folgen.     Bei  diesen  Differentiationen  kann 
r»  Mon  es  vorkommt,   diejeuigto  Faktoren,   die  zur  Bestimmung  von 

r^  .  .  .  nicht' tauglich  sind,  wiwjMüWr,  da  es  ja  bloss  sich  um  die  Bestim- 
mung dieser  Grössen  handelt. 


leyrj 1_^ 

2  8x  Vl/y      V^J 


b*y_  2  8x  Vy/y      V 

8  X*  ~  V/x 


*  £■  wAre  aUerdingi  denkbar,  dass  die  so  erhaltene  Gleidiun(|r  für  alle  möglichen  Werthe 
TOD  e  richtig  wAre.  wenn  sie  x.  B.  hiesse  6c* -|-(1— c)  (1 +5c)--4c  — 1  =  0;  allein 
dann  wilrden  die  Gleichungen  (gO  oder  (g)  bestehen,  wenn  m4n  fOr  c  setzte  c-i-^o>  0+2  Je, 
.....  wa«  darauf  lünausk&me,  datsaUe  Durchsehnittspaukte  auf  derselben  Kurre  lägen,  d.  h. 
data  die  einhüllende  Kyrre  eine  Kurve  des  Systems  w&re ,  mithin  eine  besondere  Aufl^i-  ung 
nicht  Statt  finde.  I 
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weloKe  QrOMse  unbefltimmt  wird  fUr  y  =  0.     EraetoTinaii  ikber  r^  durch 'V/-^,  so 

ist  ans  der  vorgelegten  Gleichung :    -^  =  "J"!  "^  "~  it/i J »  ^äJ^^t«"?«!  aus  jr=0  folgt 

r-^=0.     Demnach  ist  j=0  eine  besondere  Auflösung,  wie  dies  aus  dem  allge- 
meinen  Integral:  V7  =  V*'~H' ^^^^^  ^^'^'^^  ^<>lS^* 

8*y  8y  '  , 

welche  Gleichung  r— ,  nicht  bestimmt,  wenn  g-  =2x,  woraus  dann  folgt:   y  =  x\ 

8»y 
Da  hieraus  nicht  folgt  g— ^  =  0,  so  ist  dies  eine  besondere  Aufl(toang.     Das  allge- 
meine Integral  ist  übrigens  (§.  71,1): 

1 


v  =  ex — -c*. 


4 
3«)  I^io  Gleichung 

so  dass  r — H^'ly^c—  2*T-lr=0  zu  einer  besonderen  AuflOsutig  führen  kann.  Da 
hieraus  folgt 

^y     ^'y'   ^      ,8y_ yi_      x^y^j    r 

8xi;a»i*-l'^  8x~      a«x»-r^        8x  a«x»— 1* 

so  wird,  die  Gleichung  ^ 

*<i*x«-l)«+a*y»x»  =  »»y*.  a*y»(l~a»x»)  =  (»»x'  — 1)»,  a»y»=l  — »'x*. 

8'y 
eine  besondere  Auflösung  sejn  können.     Da  sie  nicht  r— ^  =  0  gibt,    so  ist  sie  es 

o  X 

auch  wirklich,  während  das  allgemeine  Integ^l  ist  ($.70,  Nr.  14,  oder  aach$.71,I): 

y="±y-iJ--. 

Gesetzt,  man  habe  die  Differentialgleichoog  (§.69): 

P+<1^=0-         (h) 
und  68:  existire  fQr  dieselbe  ein  iutegrirender  Faktor  v,  so  dasa  also 

SO  ist  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (h): 

Hat  nun  die  Gleichung  (h)  noch  eine  besondere  Äaflösang,  so  wird  die- 

8y 
selbe  wohl  P+Q~  =0  gehen,  nicht  aber   der  Gleichung  (h')  genOgen. 

Setzt  man  demnach  in  I  vfp-^-Q  ~jdx  für  y  seineu  aus  ^der  besonderen 
Auflösung  gezogenen  Werth,  so  wird  diese  Grösse  nicht  konstaDt,  d.  h.  es 
wird  ir(P-f  Q  ll)  nicht  Null.     Da  aber  P  +  Q  ?|  es  wird,  so  muas  noth- 
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Nrendigf=:oo  werden.     Daraus,  folgt  also,  dass  jede  beson^dere  Auf- 
ösung  den  integrirenden  Faktor  unendlich  macht. 


.  §.  89. 

Für  die  JMfferentialgleichungen  höherer  Ordnung  wollen  wir  nur  die  der 
Eweiten  betrachten,  da  das  Gesagte  sich  leicht  übertragen  läe^ist  aoch  auf 
iiöhere  Ordnung.     Hat  man  also  die  Gleichung 

»o  wird  dieselbe,  allgemein  integrirt,  eine  Integralgleichung  der  Form 

F(x,y,c.c')  =  0  (b) 

laben ,  wo  c  und  c-  die  willkürlichen  Eonstanten  sind.  Difibrenzirt  inan  die 
Gleichung  (b),  und  eliminirt  aus  ihr  selbst  und  dieser  neuen  Gleichung  c 
xler  c^  so  erhält  man  zwei  Gleichungen  erster  Ordnung  mit  j^e  einer  will- 
iLÜrlichen  Konstanten,  die  beide  erste  Integralgleichungen  von  (a)  sind  (§.  82). 
Gesetzt  ntin,  man  finde  irgend  eine  Gleichung  zwischen  x  und  y,  oder  zwi- 

üchen  X,  y,  —^ ,  welche  der  (a)  genügt,  so  wird  dieselbe  entweder  eine  be- 
sondere Aufjösung  oder  ein  besonderes  Integral  seyn.  Soll  sie  letzteres  seyn, 
jo  müssen  alle  Werthevon  r-^,  r— ^  .  .,  tvie  sie  aus  (a)  folgen,  auch  aus  ihr 

selbst  folgen,  geschieht  die^  nicht,  so  ist  sie  nothwendig  eine  besondere 

Anflösung.     Damit. ist  dann  sofort  das  Kennzeichen  gegeben,  womach  man 

entscheiden  kann,  ob  eine  gefundene  Gleichung  eine  besondere  Auflösung  ist 

)der  nichts 

Sey  nun  ..- 

v(x.y.  yi.c)  =  o  (c) 

ein  erstes  Integral  der  Gleichung  (a)  mit  einer  willkürlichen  Konstanten  c, 
so  folgt  aus  ihr  durch  Differentiation : 

8^+8^y'+8^y*  =  ^' 
jnd  wenn  man  c  elimintrt  zwischen  dieser  Gleichung  und  (c),  so  erhielt  man 
^a).     Denkt  man  sich  aber ,  es  aey  c  eine  Funktion  von  x,  y,  y^  ,  so  würde 
uis  (c)  folgen  : 

md  diese  Gleichung  würde  durch  Elimination  von  c  dasselbe  Resultat  geben, 
renn  c  als  Funktion  von  x,  y,  y^  bestimmt  wird  aus  der  Gleichung 

1^  =  0.  (d) 

8c  ^  ' 

Bliminirt  man  also  aus  (c)  und  (d)  die  Grösse  c,  so  erhält  man  ganz  sicher 

3ioe  Losung  der  Gleichung  (a),  die  wohl  eine  besondere  Auflösung  seyn  kann. 

JEIätte  man  statt  der  Gleichung  (c)  die  Gleichung 

•i'(x,y»yi.cO  =  o  (cO 

gewählt,  wo  c^  die  andere  Konstante  ist,  und  die  zwei  Gleichuiigeu  (c)  und 
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(&)  wesenrtlich  verschieden  sind ,  «so  hätte  man  eben  so  c'  zu  eliminiren  zwi- 
sehen  den  Gleichungen 

Allein  das  Resultat  der  Elimination  wird  in  beiden  Fällen  dasselbe  seyn. 
Denn  sey  wieder  (b)  das  allgemeine  Integfal  von'(a),  so  wird  die- Gleichung' 
(c)  erbalten  werden,  indem  mau  c'  eliminirt  zwischen  (b)  und  ihrer  Differen- 
tialgleichung 

|^+~~  =  0.  oderF,(x,y.y,.c.c')=0.  (e) 

Man  kann  also,  die  Gleichung  (c)  ersetzen  durch  (e),  wenn  man  hierin  &  als 
durch  (b)  gegeben  ansieht.  Dadurch  wird  aber  c'  als  Funktion  von  c  (nebst 
X  und  y)  erscheinen,  und  die  Gleichung  (d)  wird  jezt  seyn 

8c'  8c  ^8 c'    8c 

WO  r-  aus  (b)  zu  nehmen  ist.     Aus  (b)  folgt  aber 
.  8F.  8^'  ,  8F_ 

8c'  8c"''8c"    • 
so  dass  also  die  Gleichung  (d)  zu  ersetzen  ist  durch 

8c   8c'""  8c'  8c""    •  ^  ■ 

Eliminirt  man  also  c,  &  aus  (f),  (b),  (e),  so  erhält  man  die  besQudere 

Auflösung.  Wir  sind  hiebei  von  der  Konstai^ten  c  ausgegangen ;  wären  wir 
von  &  ausgegangen ,  so  wären  natörlich  die  Gleichungen  (b)  und  (e)  diesel- 
ben ,  und  sonst  hätte  man  bloss  c  und  &  zu  vertauschen.  Da  aber  dadurch 
die  Gleichung  (f)  sich  nicht  ändert,  so  ist  unsere  Behauptung  gerechtfertigt 
Da,  wie  bereits  mehrfach  gesagt,  die  besondere  Auflösung  jedenfalls 
der  Gleichung  (a)  genügt,  man  also  für  den  durch  diese  Auflösung  gegebenen 
Zusammenhang  von  x  und  y  sicher  die  Gleichung  (a)  hat;  man  ferner  diese 

8'y 

Gleichung  weiter  differenziren  darf,  um  t— ^  mi  bestimmen,  endlich  aber  der 

8't 
aus  (a)  folgende ,  nach  gewöhnlicher  Weise  bestimmte  Werth  von  r-^  nicht 

übereinstimmen  soll  mit  dem  ans  der  besonderen  Auflösung  folgenden,  so  er- 
sieht man  wieder,  wie  in  §.  88,  dass  man  die  besondere  Auflösung  auch  er- 
iialten  kann  dadurch,  dass  man  die  Gleichung  (a)  nochmals  differenzirt,  und 
dann  mit  ihr  diejenigen  Beziehungen  verbindet,  mittelst  welcher  ana  der  so  dif- 

8*  ▼ 

ferenzirten  Gleichung  (a)  eine  Bestimmung  von  r-^  unmöglich  wird. 

8t 

Hat  man  eine  besondere  Auflösung  gefunden,  die  ^  enthält,  und  inte- 

grirt  diese  Gleichung,  so  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  x  und  y  mit 
einer  Konstanten ,  die  eine  besondere  Auflösung  von  (a)  ist.  Hat  die  beson- 
dere Auflösung  der  ersten  Ordnung  selbst  wieder  eine'  besondere  Auflösuiig) 
so  ist  letztere  eine  Gleichung  zwischen  x  und  y  ohne  willkürliche  Konstante 
und  das,  was  man  fuglich  doppelt  besondere  Auflösung  nennen  könnte,  in 
soferne  sie  der  vorgelegten  Gleichung  genügt. 
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8'y  8*y       1    8y 

Hier  ist  eine  Bestimmung  ron  ^i  nicht  möglich,  wenn  ö^t  =  —  ö~«  woraus,  in  die 

vorgelegte  eingesetzt,  folgt: 

welche  beide  Wert  he  der  vorgelegten  Gleichung  genügen.     Da 

(8»y_8jA  8'y 
'8x»      8xJ  8x'       1   8^y 

8x»~    r   Ö*y      8y^       ~  x   8x»* 

l^^«-8^J^ 

by        ,  ...  Öy      . 

und  wenn  man  p^  =  ±x  setzt,  diese  Gleichung  nicht  richtig  ist,  so  ist  jv"=±x  eine 

besondere  Auflösung.     Daraus  folgt 

y  =  ±-2-i-i-c 

als  besondere  Auflösung  der  gegebenen  Gleichung. 
Das  allgemeine  Integral  ergibt  sich  nach  §.  83 : 

2.)  Die  Gleichung 

^8x«/^^8x-^ 
hat  zum  allgemeinen  Integral  y=c-f-  y  (§.  76).     Daraus  folgt  g^  =  —  ^F .    C  ri 

,8y  8y 

—  *8»   y=c  —  *fi^»  woraus  keine  besondere  Auflösung  folgt,  wie  denn  diese 

Gleiehnng  keine  zulässt.- 
3.)  Die  Gleichung 

(Ö*y"^'.röy        Ö»y^2       l     ,8*y^     8y 

«"^*  l^8T«~^^8i+^^  87»    ¥  VeP^^leT»"^' 

so  dass  eine  besondere  Auflösung  durch 

d'v  8v       1 

8*y 
gegeben  seyn  kann.     Eliniinirt  man  ^^  niittelst  dieser  Gleichung  aus  der  vorgeleg- 
ten ,  so  erhält  man 


*0-9+^Vx<''+2>-*^<'+''>-T'*-''- 


(h) 


Diese  Gleichung  gibt 
woraos,  wenn  iey+x*4-4x'=  i»,  g|+-j  *'+ 2"*  =  T  äZ'- 

j  « — -  ±  I « Vr+T»,  x  =  +  2yvT+T'8x  =  ±[x  Vf+p^.i(,-|.y fipTi,] 
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d.b.  y  =  --j^x*~|^x«  +  -L[,VH:r»^.l(x+Vl+P)+cl'.  (hO 

dy    8*7 
Zieht  man  hieraus  r-t  r-~s,  so  gVDftgen  sie  der  GleiokungCg),  geben  aber  nicht 

r-^  =r  0 ,  SO  das?  aho  (b')  eine  besondere  Auflösung  rbn  (h)  ist.  Als  besondere 
Auflösung  von  (h)  ergibt  sich  nach  §.  87 : 

welche  Gleichung  wohl  der  (h)  genügt,  nicht  aber  der  (g). 

Das  allgemeine  Integral  yon  (g)  ist  übrigens  (§.  82,  III  oder'§.  83) : 

y  =  -l-cx»+c'x-hc«+c'». 

AV ir  wollen  hier  noch  zum  Schlüsse  dieses  Abschnitts  die  in  Wahrheit 
zu  §.88  gehörige  Aufgabe  lösen:  In  der  Gleichung' 

F(x,y,»,b)  =  0.  (in) 

in  der  gewisse  Konstanten  a,b  vorkommen,  diese  so  gegien  einander  zu  bestim- 
men ,  damit  der  aus  (m)  hervorgehenden  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung die  gegebene  Gleichung 

9)(x,y)  =  0  (n) 

als  besondere  Auflösung  zukomme. 

Di£ferenzirt  man  (m) ,  so  hat  man 

8F  ,  8F  8y     ^ 

^  =  0.  (mO 


ex  '  8y  8x 
aus  welcher  Gleichung  a,  und  das  von  a  abhängige  b,  mittetet  (m)  zu  elimi- 

niren  sind.     Soll  aber  (n)  eine  besondere  Auflösung  seyn»  sq  muss  der  aus 

öj^     8y  9y  _Q 

8x"^8y8x~ 
8ly 

folgende  Werth  von  —-   der  vorhergehenden  Differentialgleichung  genögea 

Man  muss  also  haben 

8»)8F     89  ?F  f.. 

eyax'exey'         ^' 

in  welcher  Gleichung  a  durch  (m)  zu  ersetzen  ist.  Die  Gleichungen  (m), 
(n),  (i)  müssen  also  zugleich  bestehen ;  eliminirt  man  mithin  zwischen  ihnen 
X  und  y,  so  erhält  man  diejenige  Gleichung,  die  den  Zusammenhang  zwi- 
schen a  und  b  gibt. 

Soll  z.B.  der  aus  y=ax~|~b  hervorgehenden  Diflferentialgleichang  als 
besondere  Auflösung  zugehören  x'+y'  —  r'  =  0,  so  ist  jelzt  x  und  y  zu 
eliminiren  aus: 

y  =  ax+b,  x»-fy»  =  r*,x+ay=^0,  woraus  b*g=(l  +  a»)r* 
also  muss  y  =  ax+r  Vl+»*  seyn,    und   der  hieraus  folgenden  Gleichung 
gehört  wirklidi  x'-f  y'  =  r'  als  besondere  Auflösung  zu  (§.70,  Nr.  14). 

Man  sieht  leicht,  dass  die  hier  behandelte  Aufgabe,  geometrisch  ge- 
fasst,  auch  die  ist:  b  als  von  a  abhängig,  so  zu  bestimmen,  dass  die  durch 
(m)  ausgedrückten  Kurven  die  durch  (n)  ausgedrückte  KuWe  zur  einhüllen- 
den haben.  * 

Wäre  etwa  die  (m) 
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drQckt  sie  Parabeln  aas,  und  wenn  dtf  Kreis  x'-|~j' — r^=0  die  einhüllende 
irre  seyn  sollte,  so  wären  x  und  j  zu  eliminiren  aus : 

y»  =  axH-b.  x»-|-y»=r».   y(2x-|-»)=0. 
e  letzte  Gleichung  zerfällt  in  zwei:  7=0,  2x-|-ft=0.  Die  erste  gäbe  b^=a^^ 

=iar;  die  zweite  b  =  -7--j-r',  so  dass  also 

y*  =  ax+ar,  odery*  =  »x-j — - — |-r', 

4 

D  welchen  Gleichungen  jedoch  nur  die  letzte  die  Aufgabe  löst. 


Fünfzelmter  Absclinitt 

Integration  der  gleichzeitigen  Differentialgleichimgen. 

■       §.90. 
Seyen  y,  z,  q,  ....  FuoktioneD  von  x,  die  atis  folgenden  gleichzeitig  be- 
^beuden  Gleichungen  zu  bestinomen  sind : 

8y  ?!V        8«  8''x        8u  8^ii         v^  \ 

8»  ex'*        ®*  8x^        ^*       '     8x^  ' 

heisaen  wir  diese  Gleichungen,  deren  Anzahl  dieselbe  ist,  wie  die  "der  zu 
stimmenden  Punktionen  y,z,u,  .  .  .,  gleichzeitige  Ditferentialgleichungen, 
d  werden  unter^inren  Integralgleichungen  diejenigen  Gleichungen  zwischen 
z,  .  .  .,  und  X  verstehen,  welche  die  (a)  vollständig  ersetzen,  so  dass 
cht  nur  diese  Gleichungen  (a)  daraus  sich  ergeben,  sondern  auch  alle  an- 
ren  Gleichungen ,  die  durch  etwaige  weitere  Differentiation  aus  (a)  folgen, 
der  Allgemeinheit,  wie  die  Gleichungen  (a)  aufgestellt  sind,  lassen  sich 
ßichzeitige  Differentialgleichungen  nicht  integtiren ,  so  c^ass  für  die  wirk- 
te Durchführung  der  Integration  die  einzelnen  Fälle  geschieden  werden 
ÜBsen.  Dagegen  aber  werden  wir  an  den  allgemeinen  Formen  auch  die  all- 
meine  Gestalt  der  Integralgleichungen  besser  erkennen  können ,  wozu  wir 
la  vorerst  übergehen  wollen. 

Gesetzt,  zwischen  den  n  abhängig  Veränderlichen  y,z,u,  .  .  .  .  und  der 
■abhängig  Veränderlichen  x  seyen  n  gleichzeitige  Differentialgleichungen 
geben ,  in  denen  nur  Differentialquotienten  der  ersten  Ordnung  vorkommen 
td  die  wir  durch 

« (x,  y,  z,  u, . . .,  jj    ,       ,  -T-^ ,  .  .  .)  —  O 

.  8y    8i    8u 

f,(x,y.z, «....,  g^.  g^.  g^. .  .  .>-0^  ^) 

8y'8i   8n 
i^^x,y,z,ti,...,  g^.g^.  0^.-  •  .i~" 
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vorstellen  wollen.     Denkt  man  sich  diese  Gleichungen  nach  ö^»  ö-» 

aufgelöst,  so  dass  etwa 

8y  8«  8n 

8l^  =  ''"8x  =  *'»'  8^  =  *'""-  ^^' 

wo  9)|,  9)3,  9,,  .  .  .  .  bekannte  Funktionen  von  x,  y,  z,  0,  *  •  .  sind,  so  wird 
man  mittelst  dieser  Gleichungen  für  jeden  Werth  von  x  die  zagehörigen 
"Werthe  von  y,  z,  u,  .  .  .  .  konstmiren  können,  wenn  man  nur  f&r  einen  be- 
stimmten Werth  a  von  x  die  Werthe  von  y,  z,  a,  .  .  .  .  wiUkQrlich  gewählt 
hat.     Denn  dann  geben  (§.  65)  die  (c).  die  zu  x  =  a  gehörigen  Werthe  von 

r^.  —,.... ,  also  dadurch  die  zu  x  =  a+^'x  gehörige^]  Werthe  von  y,  z, . 

•  .  .,  wenn  Jx  unendlich  klein.     Dann  geben  wieder* die  (c)  die  zu  x  =  a4~ 

8y    8 z 

Ja  gehörigen  Werthe  von  g   •  ö~">  •  •  •  •>  woraus  dann  wieder  die  zax<=a4- 

2  Jx  gehörenden  Werthe  von  y,  z,  u,  .  .  .  .  folgen  u.  s.w.  Die  beliebig  ge- 
wählten Werthe  von  x,  z,  u, ..  .  .  .  sind  die  willkürlichen  Konstanten ,  und  es 
folgt  hieraus ,  dass  in  den  allgemeinen  Integralen  der  Gleichungen 
(b)  n  verschiedene  willkürliche  Eonstanten  vorkommen  müssen. 
Dasselbe  Resultat  kann  man  auch  auf  einem  etwas  verschiedenen  Wege 
erhalten.  Man  di£ferenzire  nämlich  jede  der  Gleichungen  (b)  noch  n — Imal 
nach  X,  so  erhält  man,  mit  den  Gleichungen  (b),  ein  System  von  n'  Glei- 
chungen, in  denen  die  Dififerentialquotienten  von  y,  z,  u,  .  .  i  bis  zur  n^  Ord- 

nung  ansteigen.  Aus  diesen  n' Gleichungen  eliminire  man  die  GrGaaen  z,  ~, 

.  . .  .,  — -,u,  r— ,.  .  .,  — -,  .  .  .  .,  die  der  Anzahl  nach^if — I).  (n-|-l)  = 

.8x  ^*  8x  ^  . 

n' — 1  sind,  so  dass  die  Elimination  immer  möglich  ist,  und  wird  eine  Glei- 
chung zwischen  X  und  y  der  n^*° Ordnung: 

t^rx,y,^...;,^')=0  (d) 

^       ®*  8x^ 

erhalten,  die  nothwendig  aus  (b)  folgt     Rann  man  diese  Gleichung  integri- 

ren ,  so  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  x  und  y  mit  n  willkürlichen 

Konstanten ,  u^d  da  bereits  behufs  der  Elimination  z,  u,  .  .  .  .  durch  x,  y, 

r^,  . . .,  — -  ausgedrückt  wären ,  so  kennt  man  sofort  auch  diese  Grössen  ak 

^*  8x 

Funktionen  von  x  und  der  n  willkürlichen  Konstanten,  ohne  daas  eine  weitere 

Konstante  eingeführt  würde.  Hieraus  folgt  wieder,  dass  n  willkürliche  Kon- 
stanten erscheinen  müssen,  wenn  man  die  allgemeinen  Integrale  wirklich  ge- 
funden haben  wHI. 

Anm.  Wir  wollen  hier  eine  gelegentliche  Bemerkung  beifügen.  Die  Gleichungen  (b) 
all  gegeben  Torausgesetxt,  sind  aUe  diejenigen  Gleichungen  richtig,  die  wir  durch  Differen- 
tiation daran«  ziehen,  weil  eben  x  eine  unabhAngig  (also  willkürlich)  YerAnderliche  ist  (f.  12); 
alle  Gleichungen ,  die  wir,  ohne  gegen  die  Regeln  der  Rechnung  zn  Terstosien,  aus  ihnen  ne- 
ben, sind  ebenfalls  richtig,  also  nainentUeh  die  Gleichung  (d),  so  dass  y  als  Funktion  too  x 
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8y      *      8"y 
«UBX  sicher  dieser  Gleichimg  genügt,  so  wie  eben  so  sicher  z,  n, . . .  durch  x,  y,  r^,  .  .  .,  — -^ 

•   '       '*«  8x° 

wie  gefonden  wurde,  ausgedrückt  werden  liönnen.  lotegrirt  man  die  (d),  so  ist' die  so  erhai- 
tene  GleiehiMig  «wischen  y  und  z  eine. richtige;  ob  aber  die  eingetretenen  Konstanten  alle 
willkürlich  bleiben  oder  nicht,  ist  eine  ganz  addere  Frage.  Die  Integralgleichung  Ton  (d)  ist 
nimlich  eine  richtige  Gleichung^zwischen  z  und  y ,  wie  auch  immer  die  Konstanten  bestimmt 
werden,  und  es  wäre  daher  wohl  mOglich,  dass  einige  dieser  Konstanten,  weil  y  und  z  auch 
noch  anderen  Bedingungen  genügen  müssen,  nicht  mehr  willkürlich  blieben,  wie  wir  dies  etwa 
in  S.'82  zu  sehen  Gelegenheit  hatten.  Diese  Bedingungen  sind  nun,  dass  die  so  geiiindenen 
Werthe  Ton  y,  i,  u,  . .  .  .,  in  z  den  Gleichungen  (b)  genügen.  Setzt  man  also  diese  Werthe 
in  die  (b)  ein,  so  müssen  die  letzteren  für  Jeden  möglichen  Werth  Ton  z  erfüllt  sejrn,  entwe- 
der, indem  alle  n  Konstanten  ganz  unabhängig  bleiben,  oder  indem  gewisse  Beziehungen 
zwischen  ihnen  festgestellt  werden  müssen,  mittelst  deren  es  mOglich  ist,  einige  derselben  aue 
den  andern  zu  finden.  Im  letzteren  Falle  würden  dann  in  die  allgemeinen  Integrale  der  (b) 
weniger  als  n  ^willkürliche  Konstanten  eintreten  ;  aber  da  ja  diese  Ifitegrftl^  n  solcher  Kon- 
stanten yeriangen,  so  werden  keine  Beziehungen  obwalten,  d.  h.  die  durch  Integration  Ton  (d) 
geftindenen  wÜlkürHchen  Konstanten  werden  sämmtlich  Ton  einander  unabhängig  bleiben. 

Wir  wollen  nan  annehmen ,  die  n  gleichzeitigen  Differentialgleichungen 
zwischen  den  n  abhängig  Veränderlichen  y,  z,  u,  .*. .  und  der  nnabbängig'Yer- 
änderlicben  x  übersteigen  die  erste  Ordnung,  d.h.  es  kommen  auch  noch 
höhere  Difförentialquotienten  dieser  abhängig'Veränderlichea  vor.  Wir  wol- 
len femer  annehmen ,  der  höchste  Differentialquotient  von  y  sey  der  m**,  der 
von  z  der  r^,  der  von  u  der  s**  u.  s.  w.,  und  in  jeder  der  vorgelegten  Gleichun- 
gen kommen  diese  höchsten  Differentialquotientea  oder  doch  einer  derselben 

von     Diese  Gleichungen  seyen  nun 

^==0,  f,=0, ,  f  =0,  (e) 

^  „     ,    .  8y  8"y    8z  8'z     8u 

wo  also  fj ,  .  .  .,  f,  Funktionen  von  x,  y,  z,  u,  ö;^»  • » m  — ^ ^  ^.  •  •  • »  -r»  äz' 

8z  8z     , 

.  .  . ,  —,....  sind.     Man  setze  nun 

8z* 

ey  8»y  8°"*y  8z  _        8^z  _  8^  z  _ 

8^=^^'8T»~^*'    •"r^^i"'^m-r   8z"""^'8z»""''*"   •%  r-',-li 

8z_^  8z  .^(^^ 

8ii  ^»u  8 u_ 

$0  werden  die  Gleichungen  (e)  nebst  (f)  folgendes  Gleichungssystera  bilden: 

8y  8y,  '    ^^^2  ,,  '      ^^m-i' 

8z 

^...,)=o.i(«) 

oz 

*  «  8z  8y  •      8z 

8i 


=  *»''8^=*«'  •••V'ir'^'r-l  ' '*^^'y'-    -^m-l'  "TT"' '*     •••  "TT'-^-^ 


worin  yi ,  .  .  .,  y.«^» als  weitere  Veränderliche  angesehen  werden,  und 

worin   bloss  Differentialquotienten  der  ersten  Ordnung  vorkommen.    Die 


400  OleicbseiUge  lineare  Differeatialgleielimigeii  enter  Ordmmg. 

Anzahl  der  Veränderlichen,  mit  Aasschlass  von  x,  ist  m-|-r+8-|-...,  und 
eben  so  viele  Gleichungen  erster  Ordnung  hat  man  in  (g).  Behandelt  man 
nun  diese  m-f-r-j-^'j"--  •  Gleichungen  (g)  wie  oben  die  (h%  so  erhält  man  ein 
System  von  m-j-r+8+--  Integralen  mit  eben  so  vielen  willkfirlichen  Kon- 
stanten ,  als  die  allgemeineo  Integrale  der  Gleichungen  (e).  Dass  aber  so 
viele  Konstanten  nöthig  sind ,  ist  leicht  zu  übersehen.     Penn  aus  (e)  kann 

g«       ö' «    8*11 
man— ^,  ~7>  ^>  •  •  •  •  ziehen,  ausgedrückt  durch  x,  y,  z,  u,  ....  und  die 

8x        8x       ax 

Differentialquotienten  dieser  letzteren  Grössen.     Kimmt  man  also  die  m-|-r 

m — 1  r — 1' 

+8+...  Grössen  y>  g^i  •••.     m-^t'^*^*  •••»  ""TII»  •  '  •  •  fllrx==a  will- 

.  8x  ^  *  8x 

kürlich  an,  so  kann  man  daraus  (§.  72)  y,z,  1 . .  füf  jeden  Werth  von  x  kon- 
struiren ,  so  dass  diese  Annahme  noth wendig  ist. 

Unsere  ganze  Beweisführung  setzt  wesentlich  voraus,  dass  in  jeder  der 
Gleichungen  (e)  wenigstens  einer  der  Differentialquotienten  höchster  Ord- 
nung vorkomme;  andernfalh  würden  unter  den  G4eiehangen  (g)  solche  seyn, 
die  gar  keine  Differentialquotienten  enthielten.  Ist  dies  nun  der  Fall,  d.  b. 
sind  unter  den  Gleichungen  (e)  solche,  die  keinen  der  höchsten  Differential- 
qnotienten  enthalten ,  so  kann  man  durch  mehrmalige  Differentiation  der  be- 
treffenden Gleichungen  diesen  Zweck  immer  erreichen ;  dann  aber  werden  die 
m-f-r-f-s-h--*  Konstanten  nicht  mehr  alle  willkürlich  bleiben,  sondern  ge- 
wissen Beziehungen  genügen  müssen ,  die  man  immer  ans  der  Bedingong 
^nden  wird,  dass  die  geAindenen  Resultate  den  gegebenen  Gleichungen  iden- 
tisch, d.h.  für  alle  möglichen  Werthe  von  x,  genügen  müssen.  Ehe  wir  zu 
Beispielen  für  diese  allgemeinen  Fälle  übergehen,  wollen  wir  die  Hneareo 
Differentialgleichungen  besonders  betrachten. 

§.91. 

Gleichzeitige  lineare  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  heissen 
wir  diejenigen,  in  denen  die  abhängig  Veränderlichen  und  ihre  (ersten)  Dif- 
ferentialqnotienten  weder  mit  einander  multiplizirt ,  noch  auch  in  höhere  Po- 
tenzen erhoben  sind.  Solche  Gleichungen  können  nun  unter  folgende  Form 
gebracht  werden : 

8y 

+-a,y+b,f-|-ciu-h...=X„  )  (a) 


8x 
8u  . 

»8  ^H'^  Z  +  C3  U-|-. .  .  =  X„  U.  8.  W. 


1 


8x 

worin  a,  b,  c,  .  .  .  Konstanten,  X|,  X,,  .  .  .  blosse  Funktionen  von  x  sind. 
Ein  solches  System,  wie  (a),  kann  nun  immer  nach  folgender  Methode  inte- 
grirt  werden :  Man  multiplizire  die  zweite  der  Gleichungen  (a)  mit  der  noch 
unbestimmten  Konstanten  er, ,  die  dritte  mit  a, ,  • . . .,  die  letzte  mit  a  und  setze 


i 
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X4+a,X,+«,X,+ =X, 

ai+a,a,+a,a3   + =«, 

•    '  ■  *  * 

80  werden  die  GleichoDgeir  (a),  wenn  man  sie  addirt,  geben: 

d.h.  - — [-«V  =  X.  (c)        • 

Aas  dieser  Gleichung  folgt  (§.  66>  I): 
♦=e"^'[C+ /xe^^x],  (c) 

und  es  handelt  sich  vor  Altem  darum,  ob  mittelst  der  Gleichungen  (b)  die 
Bestimmoag  von  o,,  o^,  .  *  .^  a^,  a  möglich  ist.     Nun  hat  man 

(fc»— a)a,+b,ff,+  .  ..  =— bi,| 

welche  Gleichungen  der  Anzahl  nach  n — 1  sind,  und  zur  Bestimmung  der 
Grössen  cie,,  o^, . .  .  •  a^  durch  die  Ronstanten,  in  (a)  und  a  vollkommen  aus- 
reichen. Setzt  man  die  so  gefundenen  Werthe  von  ce,,  .  .  .,  cr^  in  die 'Glei- 
chung 

SO  eiUlt  man  eine  Gleichung,,,  die  ausser  den  Konstanten  der  Gleichupg  {a) 
bloss  noch  a  enthält.  Diese  Gleichung  ist  aber  nothwendig  vom  n^Gr^e 
in  Bezog  auf  a,  wie  man  sich  mittelst  der  Rramer*schen  Regel  fGür4ie  Auf- 
lösung der  Gleichungen  (b^  überzeugt.     (^Grundzüge^  S.  204.)     Sie  sey. 

A+Ba+Ca»+  .  .  .  +Mo'=0,  <d) 

SO  wird  dies^  GFeichung  im  Allgemeinen  n  Werthe  von  a  liefern.  Zu  jedem 
Werthe  von  ä  gehört  aber  nach  (b^  ein  einziger  bestimmiter  Werth  jeder  der 
Grössen  «2 ,. .  •»  er,,  so  dass  man  also  auch  n  Systeme  von  solchen  Werthen 
bekommt.  Setzt  man  nun  in  (cO  einen  der  n  Werthe  von  a  und,  wie  nat&r- 
lieh,  die  zugehörigen  Werthe  von  o,,  .  .  .,  a,,  so  hat  man: 

Solcher  Gleichungen  hat  man  n  (för  die  n  Werthe  von  a),  und  da  in  je- 
der die  Konstante  C  eine  andere  seyn  wird ,  so  erhält  man  somit  die'  allge* 
meinen  Integrale  der  Gleichungei^  (a)  mit  n  willkürlichen  Konstanten« 

Am  Besten  ^ird  man  immer  verfahren,  wenn  man  in  (c')  für  cx,^  o^, ... 
die  bereits  durch  die  Auflösung  von  (b')  gefundenen  Werthe  von  er,,  a,, . . . 
in  a  einsetzt  und  nachher  a  die  verschiedenen  Werthe  beilegt.  Folgt  a^s  (b^) : 

WO  die  Grössen  V^s  (a)^ . . . ,  tp^ia)  für  jeden  Werth  von  a  einen  einzigen  be^ 
stunmten  Werth  erlangen,  so  ist  die  (e) : 

n  i  •  B  f  •  r ,  Difll»reat^-  n.  Int^gnü-ItocIinnDg.  26 
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/» 

y+zi^,(a)-fuV'3 («)  +  •••  =e~'"[C-f /Xc  *ex] 

y+«V»(«)+«V^s(«)+-=.e"^'[C+/(X,+X,t^,(^^  (eO 

Wir  haben  hkbei  offenbar  stillschweigend  vorausgesetzt,  die  säromt- 
liehen  Warzeln  der  Gleichung  (d)  seyen  reell  and  verschieden,  and  mBssen 
also  noch  folgende  besondere  Betrachtungen  anstellen,  wobei  wir  zugleich  an 
§.  75  erinnern  wollen. 

1)  Es  seyen  zwar  die  sänuntlichen  Warzeln  der  Gleichung  (d)  verschie- 
den, aber  einige  davon  seyen  imaginär.  Ist  nun  eine  der  imaginären  Wur- 
zeln '=ß-{'Yi,  so  kommt  nothwendig  eine  zweite  noch  vor,  die  =ß  — yi  ist. 
Gesetzt  nun,  der  Bequemlichkeit  der  Rechnung  halber,  man  habe  in  der 
Gleichung  (e')  den  etwa  vorkommenden  Nenner 'durch  Multiplikation  wegge- 
schafft ,  so  werden  in  dem  aus  (a)  folgenden  Systeme  vou  n  Gleichongen  zwei 
seyn,  die  man  erhält,  wenn  man  a  =  /9+yi  setzt.     Dadurch  aber  hat  man 

zwei  Gleichungen  der  Form 

ü-hVi  =  0,  ü— Vi  =  0, 

welche  geben : 

ü  =  0,  v  =  o, 

mit  den  zwei  willkürlichen  Konstanten  C^  C'^  so.  dass  diese  letzteren  Glei- 
chungen statt  der  betreffenden  ;swei  zu  wählen  sind,  und  zwei  Konstanten 
enthalten. 

2)  Die  Wurzeln  der  Gleichung  (d)  seyen  zwar  simmtlidi  reell ,  aber 
nicht  alle  von  einander  verschieden. 

Stellen  Vir  die  Gleichung  (e^),  nachdem  sie  etwa  mit  dem  gemeinschaft- 
lichen Nenner  multiplizirt  worden ,  unter  der  Form 

^  F(a)^0  (f)  . 

vor,  wo  wir  uns  also  Alles  auf  eine  Seite  gebracht  denken,,  so  muss  mai\iD 
(f)  för  a  die  aus  (d)  gezogenen  Wetthe  von  «  setzen,  d^ei  C  als  Funktion 
von  a  ansehen,  so  dass^C  für  einen  andern  Werth  vou  a  auch  einen  andeni 
Werth  erlängt ,  wo  dann  schliesslich  diese  Werthe  von  C  willkürliche  Kon- 
stanten sind.  Gesetzt  nun,  «',«'*  seyen  zwei  Werthe  voQ  a,  die  aus  (d) 
folgen ,  und  sey 

SO  sind  die  betreffenden  zwei  Gleichungen  aus  (f )  : 

F(aO  =  0.  F(«'+2fa)=0. 

WO  dann  C  die  eine  Konstante,  C''  =  C'+JC  die  andere  seyn  wird.  Statt 
dieser  zwei  Gleichungen  kann  man  offenbar  auch  die  folgenden  zwei  setzen: 

F(,-)=o.!>:±^!:(?i)=o. 

ZI« 

■  • 

wekhejene  vollständig  ersetzen,  und  wobei  nur  zu  beachten  ist,  dass  ^, 
was  auch  Ja  sey,  eine  ganz  willkürliche  KonsUnte  seyn  wird.  Lässt  man 
hier.^«  unbegränzt  abnehmen,  so  folgt  hieraus,  dass  maÄ  die  angegeheoen 
zwei  Gleichongen  ersetzen  kann  durch  '       '  '       ' 
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worin  C  auch  als  Fanktion  vod  af  zu  behandeln  ist,  und  -r—^  eine  neue  will- 

kürliche  Konstaate  birdef.  Wird  aber  Ja  unendlich  klein,  so  sind  a'  und  af* 
einander  gleidi,  woraus  nun  folgt,  dass  für  den  F^all  zweier  gleicher  reeller 
Wurzeln  von  (d)  statt  der  einen  GleTchung  (e'),  die  man  jetzt  für  beide  glei- 
chen Wurzeln  (o^)  erhält ,  gesetzt  werden  mus& 

F(a)  =  0,  ~[F(«)]=0,  a=«', 

0  ff 

WO  C  als  Funktion  von  a  zu  betrachten,  und  t-  eine  neue  willkürliche  Kon- 

0  ff 

stante  ist.  .  Sind  drei  Wurzeln  gleich  a',.  so  bat  man  ebenso; 

F(«)=0,  ~F(ff)=o;  -^,^^  =  0,  «  =  «'. 

Off  Oft 

wo  -z — ,  r-^  zwei  neue  Konstanten  sind ,  u.  s.  w.  . 

3)  Sind  endlich  gleiche  imaginäre  Würzein  der  Gleichung  (d)'  vorhan- 
den, so  wirdman  aus  der.'Yerbindung  von.  Nr.  1  und  2  leicht  das  einschläg- 
liche Verfahren  zu  entnehmen  haben.  Wir  haben  seither  vorausgesetzt,  die 
vorgelegten  linearen  Diflferenrialgleiphungen  seyen  bloss  der  ersten  Ordnung. 
Dies  ist  JQdbch  nicht  nothwendig;  sind  sie  auch  von  höherer  Ordnung,  so 
wird  maq,  gemäss  §.90,  dieselben  immerauf  die  Form  linearer  Dififetential- 
gleichuQgen  erster  Ordnung  zurückführen  können,  wo  sodann  das  eben  ange- 
gebene Verfahren  wieder  vollständig  in  sein  Recht  eintritt.  Einige  Beispiele 
mögen  das  Gesagte  erläutern. 

^l;+3|^+38y+34.=  e*. 

OX  0  X         . 

Die  allgemeinen  IntegralgleichuDgen  mfissen  2wei  willkürliehe  Konstanten  umfifts- 
ten.     Man  hat  zuerst 

|l+6y+4»=4e'-3x.  |^+y+2.  =  7x-Äe*. 
öl       -  öx  - 

6-l-Ä,  =a,  4-^2«,  =aff,;  ff,  =«— 5,  «*  — 7«+6  =  0;  o  =  6  and  1;  «,  =  — 1  und  4; 

X  =  4e*— 3x+a,  (7x— 9e')  =  (49— 9ff)e*+^ci  — 38)x.  »)  =  y+(o-5)«. 

=  e"^'[C-f /|(49-9a)e*+(7o  — 38>xl  •"^exj 

«ax    .  49  — 9ff  X    ,   7ff--38        7a— 38 
'     a-hl  •         ff   •  «* 

also  hat  iuan  für  a=6  lind  1 : 

-0«      5    X        2  1      i         4  ^    -«X    .  1  ^     -X  .  24  X       17     t  55 


V 


.y  —  4x  =  C,  e 


X  /  1        _,       1         -«X      29  ^  ,  19       56 

+  20e   -3U+31.|«=-— C,e     -hyC.e       -ye  +Y*-"9 


2.)  ^  9^+4^-f-31y+U«=0, 

OX  0  X 


26» 


404         Dtlipiele  gleichzeitig  linearer  Differentialgleiehaogen  zweiter  Ordnung, 

Sf  8z 

woraus  -^+3y  — z  =  4i,   r — hy+*«  =  — öz.- 

ox  ox 

—  l+5a,=aa,,  3+a,  =  a;  a,  =  «— 3,  o*  — 8«-f  16:^0,.^.h.  («— 4)*=:0, 

a  =  4  doppelt. 

X  =  4z-9a,x  =  (31— 9a)z.  f»  =  y+(«~3)  z^yXe"*'©  x=  ^^^^xe"** 

31^94  tcx  .  ... 

e 


a* 


«X        ^   -ax    ,    31  — 9a         31-r.9a 

y+(B— 3)z=Ce  H x. 1 — , 


—  ax 


aSy-^(«s^3a»)z  =  Ce"""    +(31a— 9««)x--(3l~9a), 
Wenn  wir  Ctt'  =  C  setzen. 

Differenzirt  man>>nach  et,  so  hat  man: 

2ay+(3«»— 6o)z=— Cxe""*-f-C'e~"'+(31— l8a)x+9, 
und  wenn  man  a=4  setzt: 

16y+16z  =  Ce~^  — 20x  +  5,  8y+24z=  —  Cxe"^+C  d"^— 4'lx+9. 
woraus: 

C«'^/«  I  «  .      C  -4«  .  11        3  Ce~^r'  ,  «  X  .  C'e*^     31    ,  13 

y  =  -32-<^+2x)-jge       +ie^-32,  «^  - -ä2-a+2,x)+— ^— -x+^. 

3.)  |^+3y-2.=xx,  ?i+y+5z  =  e'. 

3-f-a,  =o,  — 2+5a,  =  aa,;  a,  =  a  — 3,  a*— 8a4-l7=;0,  a  =  4±:i, 

X  =  x+(a— 3)e  ,  f>  =  y4-(a— 3)z.     . 

yH-(l+i)z  =  e'~"*ic+ /xe"*8x]=e"^[oofx— irfnx]  [C-f  Ci 
+/jxH-(l+i)  e*)e^^^^^ex]=e-^(ca.x-i.iix)[C+C'i+l±|e^*^>- 

4- — jY^(coix+i8mx) j^^^--(cosx+isinx)]. 

Multiplizirt  man  die  zweite  Seite  aus  und  setzt  beiderseitig  da«  Reelle  und  Ima- 
ginäre gleich ,  so  erhält  xnan 

/^  i  ^    .     X  — **  1    3    ^    ,    4  1-5 


«=(C'co«i-^Csiii«)e    ~+j3«' —  27*"^17»' 
4.)     .  ^+ax+.by-|-ct  =  T.; 

|^i+»"x+b"y+c"y  =  T,.    • 

y  öt 

wo  T|,  T2,  T,  blosse  Funktioiien  Yon  t  sind.     Bei  der  hier  Toj*kommenden  besonde- 
ren Form  kann  man  das  obige  Verfahren  ebeofalls  anwenden,  nur  wird  in  der  Glei- 

chung  (c)  j^  an  die  SteUe  Ton  p—  treten,     lian  hat  also : 

a+a'a,-fa"a,  =  «,  b+b'«,+b"a,  =««,,  c4-c'a,4-c"«t  =  aa,  . 


die  sieh  wie  die  der  ersten  Ordnung  behandeln  lassen.  405 


woraus  a,  c=^  -7-7 77 ^ — — — .  «.  = . — _. . 

'        *       (V  — a)(c"  — «)— b"c"     »      (bV«)(c"—a)— b"c'' 

(a— a)(b'~a)(c''~a)— b''c'(a— a)--a'b(c''--a)--a''c(b'--<r)+a'cb''-fa''bc'  =  0, 
welch  letztere  Gleichung  drei  Werthe  fftr  a  gibt,  woraus  dann  auch  drei  Werthe  für 
«2,  a,  folgen.   Ist  nun  ^  =  x+«iy+«$ «.  'o  ^^  ™»n  für  T=T|  -|-aj T2+äj  T, : 

woraus  (§.  Sl^-Nr.  1),  da  dort  nii  =  V — «,  m2=  —  V — "f : 

Setzt  man  hier  für  a  seine  dret  Werthe,  und  natürlich  f&r  er,,  fts  die  entspre- 
chenden ,  so  efh&lt  man  drei  Gleichungen  mit  sechs  willkürlichen  Konstanten ,  die 
die  Aufgabe  U^sen. 

Anm.     Die  Oleicbnngeh 

welche  in  der  Mechanik  Torkommen  (Ligrange,  M^eaniqoe  analytiqne,  VIsection;  Poisson, 

8'x 
Mechanik,  II,  S.  545),  werden  in  derselben  WeiM  bebandelt     Man  zieht  ans  ihnen  r-^, 

o  t 

8»y    8*z  •  -     * 

r-p,  -r-^, . . .  nnd,  ecfaftU  genau  die  Form  der  oben  behandelten  Gleichungen.  Sind  die  Werthe 

Ton  a  positiT,  so  ist  y  —  <*  imaginftr  und  e  wird  zu  cos(t  Va)4~>sh>(^  Va)t  ^id  be- 

kannt. 

cv  8*x     a+b— c      8y      .     »a~c 

^•>  8^ — b— "61^*"  -r-'=^' 

8*y  ,  a+TJ  — c      8x         ,b— .c.       ^ 

welche  Gleichungen  in  den  Untersi^chungen  über  die  Mondsbewegung  vorkommen. 
(Yergl.  Font^coulantt  Theorie  analytique  du  Systeme  du  monde,  II,  §.  238.) 

Maji  setze  r-==Xi,  g^=yt >  *o  ^**  "**"*  ▼i®'  abh&ngig  Veränderliche:  x,  jr, 
X|,  7t  ^^^  <^<^u  ^i^  folgenden  Gleichungen : 

8yi  ,  a+b  — c  b  — c    ,        . 

DaHius  nun,  wenn  man  die  vier  Grössen  in  folgender  Weise  ordnet:  x,7,X|,7|: 

-    ,a  — c  b — c    -  ,   ,  a+h— 'C 

—  4m* — - — «1  =  0, m*ag  =  aa«,  -»-  1-p moj  s=  aa,  , 

D  a  a 

a-4*b— c 

—  €tf~'~ ^— — -  m  Oj  =  acii  t 

b 

woraus  folgt: 

ab  4m»(a^c)— bg*  (b—c)[bg*  — 4m'(a— c)J 

"•""""4m*(Ä-c)'"*""4m»(a-e)(a+b—t;) *•"*•""    4m(a-e)(a+b— c)a  ' 
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^L        ab  b  Ä    J  '  b         a 

(b--c)[btt'^4m'(>-c)]  bg  4Bi*<a-^c)--btt^ 

^^      ^^    4iii(a— c)<a+b— c)a    ^      4m«(a— c)**'*"4m»(a-e)(an-b— c)*^* 

—  « t 
=  Ce 

Die  Grossen  a,  b,  c  sind  immer  positir,  eben  so  ist  c>>b^a;  darans  folgt,  dass 

wenn  die  obige  biquadratisclie  Gleichung  nach  a'  aufgelöst  wird,  (ur  a^  zwei  Werthe 

folgen  werden ,  gegeben  durch 

-y[(a+b-~cr-r4(c~a)a-f(c-b)b] 

[±  'Y/— 4(c  — a)(c  — b)ab-+-^[(a-rB-c)»-|-4(c  — a)a+c  — b)b]»' 

o,  = ■ ■ ' *  m-, 

ab 

welche  Werthe,  wie  man  sieht,  reell  und  beide  negativ  sind,  indem 

-.4(c^a)(c-b)ab-h4-  [(a+b-c)*-h4(c-a)a-h  c— b)b]»  =  ^  [(a-i-b-c)- 

4-4(c  — a)a— (c— b)b]*-rb(c— b)(a-r-b  — c)'. 
Daraus  folg^,  dass  die  vier  Werthe  Ton  a  imaginär  sind.     Seyen  dieselben  also 

=i^if  i/"^''.  so  hat  man: 

(b— c)[-b/^^— 4mVa~c)J  b,Ji  4in»(a— c)4-bt^* 

/"*"     4m(a-c)(a+b— c),n     ^     4mHa— c)^"^4m'(a    c)  (a-rb— c)  *  ^* 

=  Ci(cos^t  —  isin/jt). 


__  (b— e)  [  --b  /y»->  4  m»  (a— e)]  b^fi  4m»(a~c)-hb|f* 

^  4m(a-c)(a+b— c)/Ji     ^'^4m»(a— c)^'"^4m»(a— c)(a-+-b— c)*^* 

.  =C,(oot^t-risiii<Jt), 

(b~c)[~b/»"*--4m](a--c)]  bi^i  4in*(a— c)-4-b^» 

*  "*"     4m(a— €)(a-+-b— c)/ri     ^      4iii»  (a-c)^"''4m»(a— c)(a+b— e)  *^* 


=  C,(co?|:rt  — isin^iN 
(b— c)[~b,y»— 4m»(a— c)l     ■         hß'i  4m'(a~c)-hb/r» 

^  4m{a— c)(a-hb— c)^i     ^"'"4m*  (a— c)*''*"4m'(a— c)(a4-b— c)*^* 

=  C^  (cos,rt-raB/«>' 
woraus,  wenn  man  Ci=C+C'i,  C2=C  — C'i,  Cj^Ci+Cj'i,  G4=C|— Ct'i 
setzt: 

4m'(.-c)+b^'  ,  4n.'(»-t>-rb<r' 

'^4n.'(*-c)(a-f  b-c)'y'-*'**''*+^  ""***•   'Tim'U-cXm+b-e)*^' 

=  C,  eoi/rt-i-C',iiii,*'t,        ' 

(b-^c)[b^'-h4m'(>— c)]  b,*  „  .    ^,  ,  „ 

(b  — e)fb<l'»-|-4iD'(»  — c)l  hß" 

4m(.-c)(.+b-c)<r     y-4n.'(.-«)''  =  ~^'*"''''  +  ^'>""'^*' 
und  hieraus  endlich 

Uebrigens  ist  auch 

fft^t    4(a-c)(b~c)  4<a-c)(b~c)_^     .,_  4(a~c)(b-~c)Bi* 

so  dass  man  auch  hat: 


die  ftieh  wie  die  der  ersten  Ordnung  behandeln  lassen.  4()7 


X  = 


4(a — c)m*  '  a 


b^*        '4(a~c)(b  — c)m*        , 

ab^*  -  ^ 


[Cco8?t4-C  sinj?t] 


+       b/y»       •4(a~c)(b~cV  —  [^t^«/^t:^C\sin/g-t|. 


ab/r* 

a-f-b  —  c  *   •  • 

4(a — c)ni*  a 

b/»  4(a —  c ) (b —  c)m* ^   ,  -  '^     '  '^  ' 

ab/?*  ^. 

a-f-b  —  c 

ab/y»  '^ 

und  wenn  man  diese  Gleichungen  auf  die  Form 

y  =  E^  cos  (/»t+y) +E\  cos  (/»' t +7') , 
bringt,  so  sind  /  und  y'  willkürliclie  Konstanten,  eben  so  £  und  £',  während 

^a+i)  —  c  a+b  —  c 

E,= E.   E\= r — B*. 

^.  ,b  —  c,  *           .ib  — c,                             > 

/?*+- m*  .r*-\ m» 

a  •       '      a 

Unter  der  letzteren  Form  werden  diese  Resultate  in  der  Astronomie  benützt. 

6.)  Setst  man  in  den  Gleichungen 

■^+ax— -bco«nt(xcoÄnt4-ySinnt)  =  0, 

8»y  *      ' 

-_i-|-ay — bsinnt(zcosnt4'76innt)  =  0: 

öt 

xcosnt+ysinnt  =  u 
«  xsinnt — ycosnt  =  i;, 

s»o  erhält  man 

die  wie  in  Nr.  5  behandelt  werden.     Endlich  ist  dann 

z  =  ncosnt4~vsinnt,  • 

y  =  nsinnt^  vcosnt 

§.  92. 

Bei  der  Integration  nicht  linearer  Differentialgleichungen  kann  man  ent- 
weder das  in  §.  90  im  Allgemeinen  angedeutete  Verfahren  anwenden ,  oder 
aber  sieb  im  speziellen  Falle  in  verschiedener  Weise  zu  helfen  suchen ,  wie 
wir  nun  an  einigen  Beispielen  zeigen  wollen. 

(Tcrgl.  Poisson  Mechanik,  II,  S.  463).     Aus  diesen  Gleichungen  folgt  unmittelbar: 
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8y.8^_8^8x    8t'  et»     ' 

8t  8t»~  8t*  8t'    8x    ""    8y   • 


8i  •        8  t- 
woraus,  indem  man  integrirt: 

wenn  C  die  willkürliche  Konstante.  Setzt  man  diesen  Werth  in  die  erste  Gleichung, 
so  hat  man 

80  dass  die  Integrale  der  gegebenen  Gleichungen  mit  jlen  Tier  Xoostluiten :  C,  C^ 

C  l 

C",  C"  geftinden  sind.     Setzt  man  C==iga,  also  \7^=^=i=*»'**'»T7=T^~^*"' 

so  ist  auch 

•    at^cosa  ,    ,^  ,    '            at'sioa  .  ^         ,^_.    ,,^ 
x  =  — ^ hc't+c",  y=— 2 h*g«-c'4+c'". 

Foisson  aetzt  noch  e'sccbsa,  um  zu  erhalten: 

—  =(at+c)co8a,  ^=:(at+c)Mna,         -      .        . 

0  t  Ob 

wo  dann  c  nnd  a  die  willkürlichen  Konstanten  sind. 

2.)  Ein  Punkt  bewege  sich  unter  dem  Einflüsse  einer  Kraft ,  die  immer  nach 
demselben  festen  Punkte  gerichtet  ist,  und  deren  Intensität  im  Verhältnisse  des 
Quadrats  der  Entfernung  abnimmt ;  man  soll  seine  Bewegung  untersuchen. 

Die  hier  angegebene  Aufgabe  ist  die  der  Berwegüng  (des  Schwerpunkts)  der 
Himmelskörper,  in  so  ferne  man  nur  die  anziehende  Kraft  der  Sonne  in  Betracht 
^ieht.  Es  lässt  sich  überdies  leicht  beweisen ,  dass  die  Bewegung,  noihwendig  io 
einer  Ebene  vor  sich  gehen  muss ,  die  durch  den  festen  ,PuAkt  geht ,  was  wir  mm 
geradezu  voraussetzen  wollen. 

Sejr  also  k  die  Intensität  der  wirksamen  Kraft,  wenn  der  bewegte  Punkt  {Kör- 
per) in  einer  Entfernung  =1  ist,  so  wird  dieselbe  =  -j  sejm,  wenn  dieEntfemimg 

r  beträgt.  .Wir  wollen  weiter  den  festen  Punkt  zum  Anfitngspunkt  reohtwinklidier 
Koordinaten  (x  und  y)  wählen,  die  natürlich  in  der  Ebene  liegen,  in  der  die  Bewe- 
gung geschieht  und  annehmen ,  x  und  y  aeyen  die  Koordinaten  des  bewegten  Punk- 
tes am  Ende  der  Zeit  t,  r  alsAum  seine  Entfernung  von  dem  festen  Punkte.    Die 

k 
wirksame  Kraft  '-y  zerlegen  wir  in  zwei ,  die  nach  den  Axen  der  x  und  y  gerichtet 

kx    ky*  X      y 

sind ,  und  gleich  -y ,  —f  seyn  werden ,  da  — ,  —  die  Cosinus  der  Winkel  sind,  die  r, 

d.  h.  die  Richtung  der  Kraft,  mit  den  Axen  macht.    Da  diese  Seitenkräfte  die  x  und 

y  zu  verkürzen  streben,  so  hat  miui  (§.  13.  X): 

p  8»x kx    p  8»y_       ky 

g    8t»""       r**    g    8t.» "^       r»  ' 

oder  wenn  =-=:fi' 
P 

8«x 


S=-''f' iV^=-''?-=^-^'       <-> 
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welche  Gleiohvi^n  nun  zu  integriren  sind.     Man  zieht  aus  denselben  zunächst  : 
8'»        8*7        •   .,     8    r   8x    *    8y^      ^       8x        8y  '     ,^. 

y8-^-^8T^  =  ^'^-^rtU8-t-^8-ü  =  ^'^-i-^yt==^'  .(') 

wo  c  eine  willkürliche  Konstante  ist,  deren  Wertli  jedoch  reell  sejn  wird,  da  x  nnd 
j  auch  reeU  sind.     Nun  ist  aber  auch 

8x~r*    8yT"  r*  •*"   81*^       r>  8x'     St»""      7^  8y' 
80  das8 

8t»  8t"^8t»  8t""       T*  Iex8t^8y8tj~     '  r»'8  t^*  ^^  ~ '*8  t  L  r  J' 
und  da  ferner 

8^t  8x      8»y  8y_  J^  £  rrexY  .  /^8^"k'l 
8t'  8t"'"8t»  8  t"'  2  8tLv8tJ  ■^V.8t  J  J* 

so  folgt  ans  dieser  Gleichung 

O"+C-0*-¥+-     <•> 

WO  qeine  wettere  Konstante.     Aus  (b)  folgt: 

so  dass,  wenn  man  beachtet,  dass  Xäi+y5~:=i'3^>  ^^^  x* -f- y' :=  r*:,  aus  (c) 

ot'ot        ot 

folgt : 

.  8r      _^  V2^r+CtE'— c»      ^  ,  .    f  r8r  , 

Öt  r      .  '         y  yc^jt-^2^r— c* 

wo  e,  eine  dritte  Konstante,  und  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  r  wächst  mit  wach- 
sendem i,  das  untere  im  entgegengesetzten  Falle.  Setzt  man,  der  Einfachheit 
wegen: 

c,  =  -^,  c>  =  a#«(l— e'),  al8oa=— -^,  e»=l  +  ^^ 
a^      .  c^  ^' 

wo  a  und  e'  zwei  neue  willkürliche  Konstanten  sind ,  und  a  von  entgegengesetztem 
Zeichen  mit  C|  ist^  dagegen  e'  ^  1 ,  je  nachdem,  a^ 0 ,  so  erhält  man  Ci r'-f-^  /m  r —  6j 

=  Afa^e»— (a— r)»],also 

*  t+C  =  ±W-      '''  ,  (d) 

wo  C  statt  C]  geaetzt  icrt',  und  die  Zeichen  wie  oben  gelten. 

Setzen  wir  endlich  (§.  55)  x=:rcosa),  y=:rsina>,  also  aV^JV^^^^^^^^^^^* 

8y     8r  .     .  ,  8«       •        Bx         8y  ,8«i      ,  ^. 

^  =  g^siiia>+rcos«)  ^,  so  istyg^-.Xg-=— r»^^,  also  aus  (b). 

0''8i3'=^*=r^^-^'^- 

Wählen  wir  nun  die  Koordinatenaxen  so,  dass  (o  wächst  mit  t,  so 
icthienuu  (§.  13, 1)  ^ 


(d') 
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,       ,    8a>      6a)8r    8r      ,-4   /^     Va^e*  — (a— r)*         -,_.,. 
*^*^  ^^  81  =  Fr  8-t  •  rt=  ±  VT  •  -^^ T^—  •  ^"  ^"^^  ^*^'T 

8r  V     ,1   ^     ^^  •  rVa*e«-(a-r)»  ^  7  rya>e»- (t-r)« 

+  C',  (e) 

wo  das  Zeichen  wie  in  (d)  gewählt  wird.  Die  Gleichungen  (d)  und  (e)  lösen  die 
Aufgabe.  Die  erste  gibt  t  als  Funktion  von  r ,  also  auch  r  als  Funktion  von  t^  und 
4ann  die  zweite  o)  als  Funktion  von  r,  also  auch  t.  Soll  die  Auflösung  (für  e^^l) 
möglich  seyn,  so  muss  (a — r)^<Ca^e'  seyn.     Gresetzt  ako,  man  setze  alsdann 

a-r- r=  aecosg),  r  =  a(l  —  ecosy),   r— =  ae8m9,  (e>0) 
wo  qp  zwischen  0  und  n  liege,  so  ist  a'e*— (a  —  r)*=a*e*äiB'g),  also 

t+C  =  ±a\/  — /(l  — ecos«p)8«p  =  ±a\/  — (p — esin«>} 

und  «=+Vl^^7l — — +C'. 

~~  J  l  — eco8  9 

Aus  der  Gleichung  (e)  folgt  übrigens  unmittelbar: 

a>  =  ^arcrtg  =  -=^7;^"-^'>  1  +  Cv       • 

v^   yrzvVav-u-rrA   . 

Setzt  man  C  =  (»i  -f-  v »  ^^  ^^  hieraus 

r_a(l  — e')  ,       f  ^'\     -  '      ,  ^ 

VI  — e'Va  e  — (a  — ')  ^  ^J       . 

A  u  (r->a)^+2aeVr-a)  +  a'e*     .  ,  ,     ;         vn     *  % 

d.h.  ^ ^— !— j — -jj '■ — ^  =  [a»e»  — (a— r)«Jcptg»^,  ^=*--*i, 

(r-.a)'[l+(l  — e>)cotg»d+2ae'(r— a)  +  a»e>[»»-r-(l  — e*)cotg»d=0. 
(r  — a)»[l  —  e*cos»g]  +  2ae»Cr— a)sm*g-fa*e*[e*  — cos»d=0, 

,       _    _  _    ae*sin'g        -4    /a* e '(cos » p  —  e*)  (1  —  e * cos'^)  +  ** «*  »°* P 
■      ''     *"      l-e»cos»(»-  V  (l-e»co8»rt' 

^         ae'sin'p      .  ae(l — e')co8p 

—      1  —  e'cos'p""    1  —  e'eos*^ 

__     a(l  —  e*)      .  ae(l  —  e*)cos^ 

~~   1  —  e*co8*^  ""     1  —  e*  cosp    * 
so  d^ss  also  entweder 

a(i  — 8*).      ae(l-"e*)cosg        a(l— e') 
1 — e*co9*p         1  —  e'cos*^    "~  1 — ecos^  *"      _    '  ... 

oderr  =  ^^^ aeO-^')co»g_    a(l~e')    ^    ?-•— .  («> 

1 — e'cos*^         1 — e*cos*p  1+ecesp 

ist.     Dies  ist  dann  zugleich  die  Gleichung  der  Kurve,  die  somit  in  allen  Pillen  ein 
Kegelschnitt  ist,- in  dessen  Brennpunkt  die  Sonne  steht. 

'Zur  Bestimmung  der  Konstanten  a,  e,  a)|,  G  wollen  wir  annehmen,  im  Anfluge 
der  Zeit  sey  r=:ro  bekannt,  o>  sey  dann  =(Do;  femeP  kenne  man  die  Gesohwindig^ 

keit  Vq  in  diesem  Augenblicke  und  sc j  y  der  Winkel ,  den  sie  mit  der  Axe  der  x 

^    8x  8y 

macht,  so  dass  für  t=0:  r--=t;ocos;',  g-;  =  Vosinp^.     Alsdann  gibt  die  (c): 


,__2^      M 


>.  V(,*  = ,  woraus  a  folgt ; 

J"©       a  ■  p 

die  (b):  Voro(sin^oC08y— eo8«osiny)=c,  Vo'oun(*o— r)=«>  afc(l— e')=«'o *'»*"> '(•b"^)« 
woraus  e*; 
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die  (C) : 

während  die  (d)  heisst 


a(l— e») 


'0-*  T^. 


1  -f' e  cos  {(Oq — »I ) 


,  -vorani  ta^  * 


i«t  \/jL t  =  +  f       ^^'    — 


(d") 


Fällt  e'<^l  aas,  so  ist  die  Karre  eine  Ellipse;  nimmt. man  dann,  diejenige  Linie  znr 
Polaraze,  die  darch-die  Sonne  gehend  mit  der  früheren  Aze  der  z  den  Winkel  «^  macht,  so 
hat  nuuL  in  (e')  bloss  »-\-n^  für  m  zn  setzen,  am  als  l'olargleichang  zn  erhalten: 

a(l-e*) 


r;= 


l-fecoso»  ^  ■ 

wo  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  die  nonmebrigen  a>  rondem  der  Sonne  entfernteren  Schtötel 
aas  gerechnet  werden.  Rechnet  man  aber  «  von  dem  der  Sonne  nAberen  Scheitel  (Perihelionk)* 
so  ist 


r  = 


l-f-ecüso) 


so  dass  a  die  halbe  grosse  Aze,  a  VT—e'  dib  halbe  kleine  Aze  der  Ellipse  ist ,  wAhrend  die 
grosse  Aze  die  Polaraze  ist.  LAsst  man  a>  von  0  bis  29r  gehen ,  so  hut  der  KOrper  einen  Tol- 
len ümlanf  gemacht.  Von  4»  =0  bis  «»  =  tr  gilt  dann  in  (d'')  das  obere,  Ton  tt=irbisa>=2« 
das  untere  Zeichen,  d.  h.  wenn  man  die  Zeit  Ton  a>=0  an  zAhlt,  so  ist  die  Zeit  eines Umlanfis 
T  gegeben  dnrch 

\/^t=r^      '''  -f^,=^ ,r,  =  a(l-->e)-=r„r,^a(l+e), 

V     a      y  ya»e»— (a~r)»    J  Va*e»-(a-r)» 


so  dass 


fiJ  Va*e»-(a  — r)* 


Nun.  ist 


ß 
ß 


r8r 


.Va»e«— (a~r)» 
•  d+e) 

r8r 


=.-Väv— (I 


r)*+a.arc|  tg= 1« 

'  ^  V.*'      Va«e»-.(a-r)^-^ 


=a  .  arc(tg  =  4-  oc  )  — a  .  arc(tg= —  QO)=afr, 


so 


Fip,ö3. 


S' 


C 


Va«e*-(a— r)» 
a(i-e) 

,  o        -4    /a  4ji=a'     ,        4Ä*a'p  .  . 

^     H  X'  g»' 

3.)  AA'BB'  (Fig.  53)  stelle  einen  geradlinigen  Kanal 

vor,  der  durch  die  Wand  CC  in  zwei  Theile  getheilt  sey;  ß 
in  den  beiden  Theilen  bewegen  sich  Luftströme  von  ver- 
schiedener Temperatur,  so  dass  durch  die  Wand  hindurch,  ^ 
die  aus  einem  für  die  Wärme  leicht  durchdringbaren  Stoff 
bestehe,    der  eine  Luftstrom  durch  den  andern  erwärmt -i 
wird,  während  die  Wände  BB',  AA'  keine  Wärme  hindorchlassen.     Man  soll  die 
Temperatur  der  Luftströme  filr  jeden  Querschnitt  untersuchen. 

Wir  setzen  hiebei  voraus,  dass  bereits  ein  Zustand  eingetreten  sej,  bei  dem  in 
jedem  Querschnitt  sowohl  des  Kanals  AA'C'C,  als  CC'BB^  immer  dieselbe  Tempera- 
tur herrsche ,  die  natürlich  für  jeden  Querschnitt  eine  andere  seyn  wird.  Sey  femer 
Tq  die  Temperatur  des  (heisecAn)  Luftstroms  in  AA'C'C,  wenn  er  in  AC  in  den  Ka- 
nal eintritt;  t^  die  Temperatur,  mit  der  er  den  Kanal  in  A'C  verlässt  (beide  etwa 
in  Graden  des  hunderttheiligen  Thermometers  angegeben);  ab,  a^b^  zwei  Quer* 
schnitte,  deren  Entfernung  zix  sey,  wenn  x  die  Länge  Co  ist  j  T  die  Temperatur  im 


a  a/ 
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Querschnitt  ac,  t  die  in  cb,  welche  beide  blo«8  Ton  x  und  nicht  Ton  der  Zeit  abhän- 
gen, und  wenn  die  Kanäle  eng  genug* sind;  durch  defi  ganzen  Querschnitt 
dieselben  sind;  im  Querschnitt  a'b'  werden  nun  die  Temperatoren  sejn:  T-^Jl 
für  a'c',  t-\'Jt  für  e'b^  wo  dT  negativ  ist,  da  T  mit  wachsendem  x  sicher,  ab- 
nimmt, dagegen  dt  positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  die  beiden  LuffcsrOme  sich 
in  derselben  oder  der  entgegengesetzten  Richtung  bewegen.  Sej  weiter  P  das  Ge- 
wicht derjenigen  Luftmenge,  die  in  einer  Sekunde  durch  ac  strömt;  p  das  der  durch 
cb  in  derselben  Zeit  strömenden  Luftmenge ;  C,  c  die  spezifischen  Wäitnen  der  bei- 
den Luftarten  (§.  34,  II),  k  dieselbe  Grösse  für  die  Zwischenwand,  wie" in  §.  34.  Je 
kleiner  nun  Jx  ist,  desto  genauer  richtig  wird  es  seyn ,  wenn  wir  anfiehmen ,  es 
herrsche  innerhalb  der  zwei  Schnitte  ab,  a'b'  durchweg  dieselbe  Temperatur,  die 
sich  dann  plötzlich  in  a'b'  ändere.  Nehmen  wir  dann  schliesslich  üfx  unendlich 
klein,  so  ist  diese  Annahme  geradezu  richtig.  Unter  dieser  Voraussetzung  wird  nun 
die  Luftmenge  P,  indem  sie  durch  acc'a'  strömt,  die  Wämemenge  — 'ECifT  ver- 
lieren, während  die  durch  cbc'b'  strömende  Menge  p  die  Wärmemenge  pc^it  ge- 
winnt, wenn  beide  Ströme  sich  in  gleicher  Richtung  bewegeiv,  oder  die  Wärmemenge 
-7-pozit,  wenn  das  Entgegengesetzte  ztattfiiklet.  Da  nun,  deir  Annahme  nadi, 
durch  die  äusseren  Wände  keine  Wärme  entweicht,  so  hat  man 

'  — PCJT  =  +pc-4t,  ■— PC-i-  =  ±pc-j-, 

d.  h.  wenn  zix  unendlich. klein,  unter  welcher  Annahme  diese  Gleiefanngeii  erst  ge- 
nau sind : 

wo  4as  obere  Zeichen  gilt,  wenn  beide  Ströme  dieselbe,  das  untere,  wenn  sie  ve^ 
schiedene  Bewegungsrichtung  haben.  , 

Der  Temperaturunterschied  in  ac'  und  cb^  betagt  T-— t;  also  ist  die  in  der 
Sekunde  durch  cc'  strömende  Wärmemenge  =:k(T — t)a>,  wenn  m  die  Flädie  des 
zwischen  beiden  Querschnitten  liegenden  Wandstücks  ist.  Diese  Fläche  sej  = 
fp(x)  Jxt  we  immer  <J[v(x)  eine  bekannte  Funktion  von  x  ist,  wie  denn  im  einOftch- 
sten  Falle  q)(x)  konstant  ist.  Da  die  durch  cc'  strömende  Wärme  der  gleich  ist, 
welche  P  verliert,  so  ist: 

k(T-t)«.(x)J^  =  -PCzfr,  k(T-t)«.(x)  =  -PC^. 

d.h.  PC?^  =  -k(T-t)v(x).  (g> 

Die  beiden  Gleichungen  (f)  und  (g)  enthalten  die  Lösung  der  Au^g^alie.  Min 
wird  hier  am  Besten  so  verfahren,  dass.man  zunächst  aus  (f)  zieht: 

pct=::fPCT-|-Apc,  0*) 

wo  A  eihe  willkürliche  Konstante,  und  dann  hat 

•»«ÖT"  -    r»w_LpC_,  .  1       /   -v  •        #   V  PC  "AT  P0. 

PC^— =— k[T± — T  — A]f>(x),  ~k»(x)=.,.    .^ r  z— ,a  =  — , 

woraus  (§.  65) :  ^  * 

~ky^(x)ex=:^l[(l±a)T-A]+A';     *  . 

wenn  A'  eine  weitere  Konstante  ist.      um  die  ■  Kftsianten  za  belstimmeii  t  sej 


/ 


q[)(x)8x=q[)(x),  und  A  die  Länge  CC,  so  ist  fttr  x=0^:    T=t0.   für  x=X: 
T=Ti ,  also  hat  man  - 


y,   vx  y,     vx 

Pf 
-k»(0)=  ^  1 1(l+«)»o-A]+A'. 

SOS  welchen  zwei'  Gleichungen  A  und  A'  bestimmt  werden  können.  *    Man  zieht 

qp  (x)8z,  und  letztere  Grösse  die  Flftche  F  der  Wund 
CC  ansdrfidLt: 

1±«    l(l±«)To-A  J' 

aus  welcher  Gleichung  folgt 

A  = — r     Q  = pjp 1 

1-e     ^  ^ 

A'  ergibt  sich  sodann. unmittelbar.     Da  tf;(x)  — if>(0)^/9)(x)ax/8o  ist  jetzt: 

-./;«..=^;,.(fl|^j).    »,. 

wo  /qo(x)8x  das  zwischen  C  und  c  liegende  Wandstück  ist     Die  Gleichung  (h') 

gibt  T,  wälurend  (h)  dann  t  gi^t,  so  dass  die  Aufgabe  Tollst&ndig  gelöst  ist. 

Will  man  die  Temperaturen  kennen,  welche  der  durch  CB'  gehende  Luftstrom 
in  CB'und  €'B'  hat,. so  wird  man  in  (h)  bloss  T.=ro  oder  r=rt  zu  setzen  haben. 

Fflr  den  praktischen  Gebrauch  ist  es  etwas  beqnemeiv  die  cbigen  Formeln  in  anderer  Ge- 
stalt la  geben.  Seyen  nlmlich  t«»  t|  die  Temperaturen  dM  zu  erwirmenden  taftsfiroms  beim 
Ein-  und  Austritt  in  den  Kanal  (B")»  so  ist 

a)  bei  gleicher  Bewegnngsrichtung : 

pet,=-PC«i+Ape,  pet.=.-PC..+Apc.  -kF=  ^|(^g+°>^2x). 

,««»  pc(^_ö  =  pe(t._t.).kF  =  p§?g-^l(^). 

b)  bei  entgegengesetzter  Bewegaagirlclitong : 
pet.=PC^o+Apc.  pctoc=FCt,+Apc.  — kF=  ^1  (^jE^^El)' 

(Man  Tergl.:  «B^edlenbacber,  die  kalorische  Masohtaie** ,  iweite  Aufl.  S.  ^l  ff.) 
4.)  Man  soll  die  beitimmien  Integrale 

/e     sinaz^  /*    e     eosax^ 

0.5 
ermitteln.  —  Man  hat  (§.  61) 

8y       f^    -X  8z  r^    -X 

—ssiyxe     cosai^x,  r-==  —  /Vze     siaaz8z. 

0  0 

Aber  (§.36,  48):  : 


*  Es  kann  anch  seyn,  dass  bloss  die  Temperaturen  gelben  sind,  mit  denen  die  beldeil 
LaffeüMme  eintreten  '  Alsdann  bat  man  wieder  die  erste  der  beiden  Gleichungen ;  statt  der 
tw«iteii  aber  aus  min  T  aus  (b)  in  t  ansdraeken  und  beachten,  dass  t  für  z  =  O  (oder  z=^) 
Ist. 


OC  _x  -00  _x 
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0  '  0 


/^^     — X*          _        .,      — X  aiinax— cosax       1   /*— x  aiinax — eosax 
|/xe      co.a,8x  =  |/x.e       j^p^jj -^Je      _^j;^-_^_ex. 

/.^     — X.        o        ^.      —X  ^sinax  — a cosax  .    1    /*— xiinax-h^^sAx^ 
Vxe     «n«8x  =  |/xe      • jqrp +yJ  »         n^^.^y,    «»' 


.00  ^oc  _, 


/*  -X  1  /*    e     (asinax— co«ax)  1      ay      ,    1       z 

0  .0 

—X.        ^        1   /     e     (linax-f-aoosax)^         l       y       ,    1       ax 
1/x.e     8max8x=-y (Th^^TV^ ^*  =  T  T+^+T  J+T»' 

A        iZ-     ^    *y    i  ^     '       Qg_.     ^     y        1    ai 

sodass       g^-       2  i4-a»"^2  1+a»'    8a"       2  1+a»   .  2  1+a«'  ^*^ 

8y  /8z  1         8y        8z       1 

worausauch  "      *8"li"^8l=  "  2"^'  8li^*8^  =  Y'* 

iffln  zieht  auft  diesen  Gleiobungen,  wenn  man  sie  noclnnals  nach  a  differenzirt 

8i      Ö*z      ...  •  . 

und  dann  z,  g~.    g—^  eliminirt: 

Ganz  eben  so  findet  sich 

Set^t  man  u::=z-f'i7>  so  fol^  hieraus 

wlfaiend  ,=/    '     (o<'»'+-"''")e,  =y     "  ^^        8..-  , 

0  <  0 

Setzt  man  in  §.  62  (b)  x  =  1/^ ,  also  g—  =  ^rpr- ,  so  ist 

0  0 


so  dass  man  rermuthen  kann,  es  machte  u=  %/ ;   seyn  kOnnen.      WiiUidi 

▼       R  "^"^  ai 

genügt  \/      ,     .  der  (^,  und  da  die  (i)  dieselbe  Form  hat.lso .ist  (§.  74): 

»      k  I  ai 

C.        ,         C        .        . 


Vi— ai      VT+ai 
während  aus  (1)  dann  folgt: 

Ci  C'\ 

""  Vi-^ai^     VT+äl' 

Was  C  und  C  betrifft,  so  ist  für  a=X):  y=0,  z= Vjt  (9.' 62),  also 

V«  1/« 

C+C'  =  0,Ci-C'i=Vir;   Cc=^-,   0'  =  -^. 

find  mithin 

/e~*8inax.^         1   f"       1  1       j^^ 
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OD  _x  • 

/6     cosax-         1   r       1  .      "  1        1^^ 

Nun  ist,  weftn  r=  Vl  +  a*,  co8a=  — ,  8ina= — :  ^  ,  =:(i4-ai)""^ 

*  '^       '  r  •  r     \/l+ai 

t"~  *|^C508  y — isinyj.  :r-====r=(l--ai)~*=r~*|^coffy+i8inyJ,8odaM 

___«ex  =  — 8fa-,y— p;-— 8r=  -p.^-. 
.         /*    e     (rin'ax.        \  /l  — cos«   ^  /ä      -4   /r— 1  \  /  n 

^^  J    vx    ^'=V-^— Vt^V— VT 


VVl+a'-l-4  /.. 
H-a«         V    2  ' 


.00 


/e     ooiBz.        -%   /l-coso   •*    /«      -*  /r+i  \.  /  * 
— i7x^»*  =  V-2— Vt  =  V-?r  Vt 


«>o. 


• 


VVl±i!±i\  A 
l+a»         V    2" 


^00  __«     .  _Q0 


Daas  die  Integrale  /  — 5-— ^^5— ^8  x ,  /  — ^ — -^ — ^  8  x  hierauf  zurückkommeu, 


0 

\  leicht  ersichtlich,  und  man  findet 

.00 


/e      tlnax.        \/Vc'+a»— c  -%  /* 
— p- — «'  =  V  ^  ,.+;.     V  y 

1^ «'=  V  -    c«+a'        V  t- 

0 

Es  kann  sich  ereigneD,  dass  zwischen  den  n-f-l  Veränderlichen  z,  y, 
. . .  nicht  lauter  Differentialgleichungen  gegeben  sind,  sondern  einige  6Iei- 
inngen  ohne  Differentialqaotienten.  In  diesem  Falle  kann  man  einige  der 
>hängig  Veränderlichen  unmittelbar  durch  z^  oder  durch  andere  abhängige 
rossen  ausdrücken ,  so  dass  ^ie  als  gar  nicht  weiter  vorhanden  betrachtet 
erd^n  können.  Die  Gleichungen,  welche  alsdann  noch  bleiben,  sind  nur 
)cb  za  integriren,  und  nach  ihnen  bestimmt  sich  die  nöthige  Anzahl  der 
illkürlichen  Konstanten.  Ein  Beispiel  aus  den  Anwendungen  auf  Me(;hanik 
ag  zur  Erläuterung  genügen. 

5.)  Wir  wollen  annehmen,  durch  eine  Rohre,  deren  A;ce  horizontal  liege,  strOme 
oe  elastische  Flüssigkeit  und  es  sey  der  Beharrungszustand  der  Bewegung  einge- 
eten ,  d.  h.  in  jedem  Querschnitt  bleibe  die  Bewegung  immer  dieselbe,  sey  also  nur 
Tinderlich  Ton  Querschnitt  zu  Querschnitt.  Daraus  folgt,  dass  in  der  Zeiteinheit 
ircb  alle  Querschnitte  dieselbe  Mengender  Flüssigkeit  (Loft)  strOmen  muss.  (Zur 
ncdeütliehung  wollen  wir  uns  in  Fig. 53  unter  ABB^A'  die  fragliche  Rohre,  und 
iter  CC^  deren  Axe  Torstellen,  obwohl  wir  nicht  anzunehmen  brauchen,  dass  die 
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Quersohnitte  alle  gleich  gross  seyen,  wie  dies  in  der  Figur  der  Fall  ist;  es  branehi 
nur  die  Axe  CC  geradlinig  zu  seyn  und  horizontal  zu  liegen.)  Auf  der  einen  Seite 
AB  stehe  die  Röhre  in  Verbindung  mit  einem  Gasometer,  in  welchem  inümer  derselbe 
Druck  P  (für  die  Flächeneinheit)  herrsche ;  an  ihrem  anderen  £nde  A'B'  dagegen 
stehe  sie  entweder  in  Verbindung  mit  der  freien  Luft,  oder  mit  einem  aadtm  Gaso- 
meter, in  welchem  der  konstante  Druck  P'  hemehe. 

Ist  ab  ein  Querschnitt  in  der  Entfernung  Cc=x  rem  Anfjyig,  deMen  Fliebe 
^o>  Bey,  so  sey  dort  die  Geschwindigkeit  der  Lufttheilehen  =:v,  wobei  wir  Toram- 
setzen  wollen,  dass  alle  Lufttheilehen  sich  in  demselben  Qaenehnitte  parallel  and 
mit  gleicher  Geschwindigkeit  bewegen ;  p  sey  der  Druck,  der  in  dietem  Querschnitie 
herrscht,  so  dass,  wenn  /i  das  Gewicht  der  Volumeneinheit  des  Galoa  in  ab  ist,  nuui 
(nach  dem  Mariotteschen  Gesetze  und  mit  Berücksichtigung  der  in  der  ganzen  ROhre 
als  gleich  Torausgesetzten  Temperatur)  hat 

p  =  kf».  (m) 

wo  k  ein  konstanter  (und  bekannter)  Koeffizient  ist.  Sey  nun  a'b'  ein- Qoerscbnitt 
in  der  Entfernung  ^  x ,  so  wird,  wenn  schliesslich  Jx  unendlidi  klein,  dies  Rohren- 
stück  aba'b'  als  überall  gleich  wdt  angenommen  werden  dürfen,  eben  so -wie  mao 
annehmen  darf,  es  haben  alle  Lufttheilehen  in  demselben  die  Geschwindigkeit  v,  die 
plötzlich  in  a'b'  in  V'-\-Jv  übergehe;  eben  so  herrsche  in  aba'b'  Überall  derDmek 
p,  der  in  a'b'  plötzlich  in  p-f'-'P  übergeht.     Die  Luftmenge  in  ab a'b' hat  zum 

pw  ^x  I     ^ 

Gewicht  iodxfA  =  ^—r —  ,  und  da  sie  ihre  tjesebwindigkeit  ron  v  in  v+zJv  umin- 

dort,  so  verliert  sie  an  lebendiger  Kraft:  —   2kg  ^^^ — (y+^t;)']z= jT-[v^v 

-)-^(Jv)^],  d.  h.  sie  hat  diese  Arbeit  beim  Durdiströmen  Ton  aba'V  rerfichtet 
Hiebei  hatte  aber  die  Luft  den  Druck  <o  zip  zu  überwinden  und  zwar  auf  die  Strecke 
dx,  so  dass 

oder  da  ^x  unendlich  klein: 

öp  p       8v  /  \ 

Da  die  durch  einen  Querschnitt  in  der  Zeiteinheit  strömende  Lnftmenge  immer  die- 
selbe ist,  so  muss  fi<ov,  also  auch  pa>v  konstant  seyn,  so  dass 

pMi;  =  a  (p) 

ist.  Die  Gleichungen  (m),  (n),  (p)  geben  p,  v,  fA  als  Funktionen  Ton  x.  Von  diesen 
ist  nur  (m)  eine  Differentialgleichung  (a>  muss  als  bekannte  Funktion  ron  x  aD|^ 
sehen  werden).  Wenn  man  will,  kann  man  v  aus  (p)  ziehen  und  in  (n)  einsetiei, 
um  eine  Gleichung  zur  Bestimmung  ron  p  zu  erhalten.  Für  den  jetzigen  Fall  aber 
ist  es  bequemer  zu  setzen : 

u  1    Öp  ^^        1,1/  \  ^^  MC 

und  wenn  V  die  Geschwindigkeit  des  Abflusses  in  A'B^  wo  ptsp',  so  ist 

V'*  r  D  "V     v^*     t»* 

gki(PO  =  ~^+c,  gki(^ij  =  ^-^, 

d.h.  wenn  SV  die  Fläche  der  Oeffiiung  A'B'  bezeichnet^  wo  also  a=po>v=P'flT 
=P5^V,  wo  Si,  V  die  ähnlichen  Grössen  für  AB  sihd,  es  ist 

."(f)-¥[-(W)'J     '" 


Das  Prinxip  des  letzten  Miütiplikatott.  4|7 

jSiebt  man  hieraus  p ,  was  jßreilich  nur  nähenuigsweise  geschehen  kann ,  so  ge- 
ben (p>  und  (m)  die  übrigen  Grössen. 
Da  f&r  a»=iS  :  p=P,  salst  auch 

dveh'welohe  Gleichung  die  Ausfluasgeschwindigkeit  ausgedrückt  ist.  Die  Einfluss- 
gMcbwindig^eit  Y  eigibt  sich  aus  der  Gleichung  F^V=:P'^'V  . 

(Man  TeigL    aiNarier»  R^sume  des  le^ons 'sur  rApplication  de  la  Mdcanique" 
UparUe,  ZYK)    •  . 

.  §•  93. 

Bereits  is  §.  90  haben  wir  gezeigt,  dass  die  Integration  von  gleichzei- 
tigen Differentialgleichungen  höherer  Ordnung  immer  zurückgeführt  werden 
könne  auf  die  Integration  eines  System^  gleichzeitiger  Differentialgleiöhungeq 
erster  Ordnung,  so  dass  wir  uns  nur  mit  letzteren  beschäftigen  wallen.  D|i^ 
b^i  setzen. wir  voraus,  das3  man  die  gleichzeitigen  Differentialgleichungen 
höherer  Ordnung  nach  den  höchsten  Differentialquotienton  der  abhängigen 
Veränderlichen  auflösen  könne ,  so  dass  dieselben  die  Form 

8x  8x  8x 

haben,  wo  in  P,  Q,  R,  ,  .  .  keine  Differentialquotienten  von  y,  z,  u,  .  .  .  vor- 
kommen, die  die  m**,  n**,  r**,  .  .-  Ordnung  übersteigen.  Solltem  die  gegebe- 
nen DiffereMialgleichungen  nicht  so  beschaffen  seyn ,  dass  in  jeder  die  Diffe- 
rentialquotienten höchster  Ordnung  vorkommen ,  so  wird  man ,  >wie  bereits  in 
§.  90  angegeben,  durch  weitere  Differentiationen  dieses  Ziel  inmier  erreichen 
können.  Die  Möglichkeit  der  oben  angegebenen  Auflösung  muss  jedoch  hier 
unbedingt  vorausgesetzt  werden. 

.  I.  Wir  wollen  nun  annehmen,  man  habe  bloss  die  zwei  <7leichungen 

worin  X,  Y  Funktionen  von  x,  y,  z  seyn  sollen,  und  man  habe  auf  irgend  eine 
Weise  eine  Integralgleichung  gefunden ,  welche  diesen  Gleichungen  genügt : 

f(x,y,  z)  =  c.  (b) 

in  der  c  die  willkürliche  Konstante  vorstelle,  eine  weitere  Konstante  aber 

darin  nicht  sey^  so  folgt  hieraus 

8_f     L'8y^f8z 

8x'^8y  bx~^dz  ex   "  .' 
also,  wenn  man  die  (a)  beachtet: 

8'.l!x+.^^Y^0.  (c) 


8x  '  8y      '  8z 

welche  Gleichung. nothwendig  identisch  seyn  muss,  .d.  b.  die  einzelnen  Glie- 
der müssen  sich  gegenseitig' aufheben ,  was  auch  2,  y,  z  seyn  mögen.  Wir 
setzen  voraus,  dass  X  uiid  ¥  nicht  KuU  seyen,  so  dass  y  und  z  nicht  kon- 
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stant  sind ;  eben  so  dürfen  X  und  Y  nicht  nnendlioh,  ako  auch  nicht  x  kon- 
stant seyn;  dann  versteht  es  sich  von  selbst,  dass  in  (b)  mindestens  zwei 
der  Veränderlichen  vorkommen  werden,  da  sonst  die  eine  vorkommende 
einen  konstanten  Werth  hätte. 

Gesetzt  also,  z  komme-in  (b)  vor,  so  ziehen  wir  z  dm*ch  die  übrigen 
Grössen  aus  dieser  Gieichung  und  setzen  dasselbe  in  die  erste  Gleichung  (a), 
nämlich 

ein,  wodurch  dieselbe  zu  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  zwischen 
X  und  y  wird,  wie  wir  sie  im  zwölften  Abschnitt  betrachtet  haben.  Gemäss 
§.  69,  II  existiit  nun  ein  Faktor  M,  der  macht,  däss  dann  (a')  ganz  unmit- 
t^b»r  integrabel  ist.  Dieser  Faktor  ist  abemacli  §.69  so  beschaffen,  dass 
die  Gleichung 

8x^    8y  ^  \ 

durch  ihn  erfüllt  seyn  muss.  Denken  wir  uns  nun  zunächst  in  (aO  die  z  noch 
nicht  ersetzt;  denken  uns  weiter,  M  sey  eine  Funktion  von  x,  y,  z  so  be- 
schaffen, dass  sie  den  Integrations-Faktor  für  (a'')  abgibt,'  wenn  itian  z  durch 
(b)  ausdrückt,  so  wird  in  der  Gleichung  (d)  bei  den  partieltenDifferentiatio- 
nen  nach  y  und  x  zu  beachten  seyn,  dass  in  M  auch  noch  z  vorkommt,  das 
vermöge  (b)  von  x  und  y  abhängt,  so  dass  die  Gleichung  (d)  seyn  wird: 

8M  ,  8M8z  ,  8(MX)   ,  Ö(MX)82      .  ,^ , 

8  M    8  fMX) 

WO  nun  -r— ,  — r —  die  partiellen  Differentialquotienten  nach  x  und  y,  in  so 
ferne  diese  Grössen  in  M  und  MX  entwickelt  vorkommen,  bedeuten  nnd 
— ,  g-  aus  (b)  zu  ziehen  sind.     Daraus  folgt: 

(•x"^8jsex~     •   8y"*~8z8y" 
SO  dass  die  (d')  wird :  '   , 

[8M      ö(MX)l8f      r8M8f  ,  8(MX)8ri      ^ 

Die  Grösse  —  ist,  nach  unsern  Voraussetzungen ^  sicher  ni^ht  Kuli; 
ferner  ist,  wenn  ~  =:  y  : 

8JF  8^  _  8(My)      _^    8»f        8  (MX)  8  f     8  (MX 9)      ^^  -  8*f 

—  "*-  7. — 7r~ *    — ;: :r~  =  •'  o^ —MX 


8z  8x  8x  8x8z'        8y      8z""      8y  8z8y' 

also  gibt  die  (d") : 

8(My)  ,  etMXy)      fii    ^*'  _l.Ö  '  Ö  M'l      P^^    8»f     ,  8  f  8(MX)1      ^ 

~Jr+~iy       L^  878^ +8iTz-J~P^  878^+8^ -eT-J^^' 

d  h  8(My)     8(MXy)      ^[^  lll    ^[^83 

.      8x    "^     •8y  8c  8z     ;  "" 

Allein ,  da  M  nicht  t=  0  vorausgesetzt  wird  ^  ist  auch  nach  (c) : 
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worans  offenbar,  indem  diese  Gleichung  identisch  ist,  so  dass  auf  der  einen 
Seite  steht«  was  auf  der  andern :     . 

81  8z         *  ■ 

mithin  man  hat : 

,8x    "^      ay      "^'     8i       ~    '     .       ^•^^ 

welcher  Gleichung  also  der  zu  suchende  Faktor  M  genfigen  muss.  Gesetzt 
also ,  man  sey  im  Stande  eine  Grösse  $  zu  bestimmen,  welche  der  Gleichung 

81^    8y    ^    dz        "   •         ^*' 

genögt,  und  f  nicht  =Ö  ist,  so  wird  nothwendig  Mö   =f  den  Faktor M  be- 

stimmen,  der  die  eine  der  Gleichungen  (a)^  integrabel  macht,  wenn  man  z 
aus  (b)  zieht  und  in  diese  Gleichung  einsetzt.  Man  sieht  hieraus ,  dass  man 
alsdann  nur  eine  Integralgleichung  der  zwei  Gleichungen  (a)  zu  kennen 
braucht,  um  die  andere  sofort  finden  zu  können. 

1.)  Man  habe 

8y     — y(x  — z)    8z      —  »(y— x) 

ex""   x(y  — z)  •  8x~    x(y-  z)   ' 
so  folgt  hieraus 

l  +  ß^+g^='0,  x+y+z  =  c;  z  =  c~(x+y). 


Die  Gleichung  (e')  ist 


=  0, 


8x  8y  8z 

Ah  8£     y(x-z)8^      z(y-x)  8|      .U(x~e)      j(y^x)| 

öx     x(y-z)8y""x(y-z)8x"^Mx(y-z)«     xCy-z)»/"  * 

8  f 
Setzt  man  hier  |==x(y — z),  so  ist  diese  Gleichung  ^befiriedi^  und  da  ^=  1, 

so  ist  x(y — z)  ein  Faktor,  der  die  erste  Gleichung  integrabel  macht.  Sie  gibt  dann: 

x(y-»)~4-y(x-2)  =  0.  x(2y+i-^c)|?+y(2x+y-c)=0. 
Ox  px 

und  §.69,  I: 

yP8x  =  i'y4-y*x-.cxy,  |^  =  2x+2y-c.y|?8x  =  x»+2yx-cx. 

so  dass  die  zweite  Integralgleichung  ist : 

x(xy-|-y*— cy)  =  c',  oderxyz  =  C, 
wenn  man  c=x-|-y+z  setzt. 

Wenn,  wie  im  vorigen  Beispiel,  die  Grössen  X,  Y  der  Gleichungen  (a) 

einen  gemeinschaftlichen  Nenner  haben ,  also  diese  Gleichungen  etwa  sind 

-  * ' 

*  Dieser  Satz  ist  nur  unter  der  gemachten  Voranssetsnng  wahr,  es  sey  die  Torhergehende 
Gloichnng  eine  rein  identisdie,  wie  etwa  x-j-js —6<  =  xH~7< — ^s- 

27* 
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80  ist  die  (c^) : 


H ST^ 1 — ^ — =^ 


8x  '        8y        '        8z 

und  wenn  man  J  =  Xf  aetzt,  $o  hat  man  f  zu  bestimmen  aus 

8«ö  ,  8(YÖ  ,  8(Y0_o  m"^ 

damit  die  aus  M  l^=C  bestimmte  Grösse  M  ein  Integrabilitäts-Faktor  der 

OS 

Gleichung 

x|?-y^o 

8x 

sey. 

n.  Man  habe  die  drei  Gleichungen 

^-Y  ^-2  ^-ü  m 

wo  Y,  Z,  U  Funktionen  von  x,  y,  z,  u.  seyen.   Denken  wir  uns  ferner,  es  sey 

f(x,y,z^u)  =  c  (g) 

eine  der  (drei)  Integralgleichungen  des  Systems  (f),  so  wird»  wie  in  I  notb- 
wendig  identisch 

ej+ejY+Lfz+L'u=o        (h) 

8x^8y    ^8z    ^8u  ^  ' 

seyn ,  woraus ,  da  wir  wieder  Y,  Z,  U  weder  0  noch  oo  voraussetzen ,  folgt, 

dass  die  Gleichung  (g)  mindestens  zwei  der  Veränderlichen  enthalten  itiuss. 

Sey  also  u  jedenfalls  in  (g)  enthalten,  so  ziehe  man  u  aus'(g)  und  setze 

dessen  Werth  in  die  zwei  ersten  Gleichungen  (f)  ein,  wodurch  dieselben  zu 

zwei  Gleichungen  zwischen  den  drei  Veränderlichen  x,  y,  z  werden  ond  wir 

wieder  auf  dem  in  I  behandelten  F^le  sind. 

Gesetzt  nun  weiter,  man  kenne  ebenfalls  noch  eine  Integralgleichung 

dieser  zwei  ersten  Grleichnngen,  nachdem  u  aus  (g)  ersetzt  worden,  und  sey 

dieselbe 

fi(x,y,«,c)  =  c',  (g*) 

wo  c  die  Konstante  der  Gleichung  (g),  c^  die  neue  Konstante  ist  Alsdann 
wird  nach  I,  wenn  man  £  bestimmt  aus 

8^  ,  8(Y^)  .  8(Zft     ^ 

ex"*"    8y    "^    8e    ""• 

WO  in  Y  und  Z  vorerst  u  aus(g)  ersetzt  ist,  die  ans  der  Gleichung  M^  =  ? 

-Ol 

gezogene  Grösse  M,  in  der  z  aus  (g^)  ersetzt  wird,  ein  integrirender  Faktor 
für  die  erste  Gleichung  (f)  seyn.  Denken  wir  uns  nun  J  sey  einß  Funktion 
von  x,y,  z,u,  die,  nachdem  u  aus  (g)  in  ihr. ersetzt  ist,  in  die  so  eben  ver- 
langte Funktion  von  x,  y,  z  übergeht.  Alsdann  kann  man  statt  der  eben  ge- 
gebenen Gleichung  schreiben: 

1^4-^  8n     8(YÖ  ,  8(YÖ  8n     8(7^  .  8(Z|)  8n  _ 
8x^80  8x"^    8y    "^  '8n     8y"*"    8i    "^    8a     dw"^' 
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WO  nun  die  partiellen  Differentialquotienten  bloss  nach  den  entwickelt  in 
5,  T,  .  .  .  vorkommenden  Grössen* genommen  sind,  und  r^,  ^,  r?aus(g)zu 
ziehen  sind.     Aber  aus  dieser  Gleichung  folgt 

8x"t8u  8x'"    •  8y^8u  8y""    '  8»+8^  8c""    ' 
SO  dass  also 

[8J  ,  8(YÖ     ejZöl  8  fc^  8J  8_f_  8(Y^)  8f  -  8(Z£)  8_f  _ 
8x"^    8y    "•"    8e   Jäu     8u  8x         8u     8y        8«     8z~ 

8  f  ■  " 

Femer  hat  man,  wenn  wieder  r-  =  y,  wo  y  nicht  =0:  ' 

8^8f^8tfy)  8*f     8(Y^)8f     8(Y^y)^  %H     8(Z0  8( 

8x8u        8x  Öx8u'     8y     8u""      8y  -8y8u'     8z     8n 


8z  8z8u' 

SO  dass  -  .  . 

8(lrt.8(Y^y)      8(ZM    ^0^0      ^(y^lQ      ^O^e-P 

Bx   "*"     8y     "'      8T"  8u  8n  8n  - 

Aus  der  identischen  Gleichung  (h)  folgt  aber 

8u        ■  8n        ''        -8^  8u 

so  dass  also  endlich 

8tfy)  .  8(Y^y)      8(Z£y)      8(ü^f>)_, 
8x    "^      8y     "^     8z     "^     8*u 
Man  schliesst  hieraus  nun  das  Folgende : 

Kann  man  der  Gleichung 

8t     8(YÖ     8(Z0     8(üO 
8i+"8r+"8r  +  -8^  =  ^  ^"^ 

durch  einen  andern  Werth  als  C=  0  genügen ,  so  wird  die  Gleichung 

eine  Grösse  £  geben,  die,  wenn  in  ihr  u  aus  der  Gleichung  (g)  ersetzt  wird, 
mittelat  4er  Gleichung 

eine  andere  Grösse  M  liefern  wird,  die,  wenn  man  in  ihr  z  durch  (gO  ersetzt, 
ein  integrirender  Faktor  der  ersten  Gleichung  (f)  seyn  wird ,  in  der  zuerst  ü 
aoB  (g)  und  dann  z  aus  (gO  ersetzt  ist. 

Man  sieht  leicht,  wie  man  dieses  Verfahren  beliebig  ausdehnen  kand, 
and  wir  wollen  das  Resultat  f&r  vier  Gleichungen  nur  noch  aussprechen: 

III.  Gesetzt,  man  habe  die  Gleichungen 

8^  =  ^'8i-^'8^-^'8y-^'  ^^^ 

SO  bestimme  man  zuerst  eine  Integralgleichung 

f(xry,  z,u,  ▼)  =  c,  0) 

in  der  v  vorkomme ;  schaflfe  aus  den  drei  ersten  Gleichungen  v.  mittelst  der 
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Gleichung  (l)  weg  and  erhalte  drei  Gleichongen  zwischen  z,7,z,a,  fttr  welche 
eine  neue  Integralgleichung  • 

f4(x,y,z,u,c)  =  c'  0') 

sey;  mittelst  dieser  schaffe  man  u  in  den  zwei  ersten  (k)  weg,  in  denen  be- 
reits V  mittelst  (I)  ausgedrückt  war,  und  erhalte  zwei  Gleichungen  zwischen 
x,y,z,  für  welche  man  eine  weitere  Integralgleichung 

t  (x,  y.  2.  c.  c)  =  c"  0") 

kenne.     Alsdann  suche  man  eine  Funktion  ^  von  x,  y,  z,  u,  v  zu  bestimmen 

ans 

e^  ,8ttY).  8«Z)     8«ü)     8ttV) 
8;c+^8r"^"'8^"^"'8^"^""8T"  =  ^'  <°> 

bestimme  weiter  |'  aus 

und  ersetze  in  S'  die  Grösse  v  mittelst  (1) ;  bestimme  dann  ^'^  aus 

worin  u  durch  (V)  ersetzt  werde ;  ferner  bestimme  man  M  aus 

8x 
und  ersetze  z  durch  (1") ,  so  ist  M  ein  integrirender  Faktor  der  ersten  GJei- 
chung  (k),  in  der  v,  u,  z  nach  einander  durch  (1),  (1'),  (l'O  ersetzt  sind.  Die 
Integration  dieser  Gleichung  nach  §.69,  I  wird  dann  unfehlbar  die  noch  feh- 
lende vierte  Integralgleichuhg  des  Systems  (k)  liefern.    . 

lY.    Ereignet  es  sich,  dass  die  Grössen  Y,  Z,  ü,  .  .  .  der  Gleichungen 

8b 

(k)keinx  enthalten,  so  setze  man,  da-r —  =  g-i  u.  s.w. : 

8i 
8z_  Z^    8u__£    8ir_  V 

8y~"  Y'ey""  Y'8y""  Y 

und  integrire  dieses  System,  gemäss  dem  in  III.  angegebenen  Verfahren, 
wozu  man  natürlich  jetzt  nur  n  —  2  Gleichungen  zu  kennen^braut;fat ,  wenn  n 
die  Anzahl  der  Grössen  y,  z,  .  .  .  ist,  um  die  n  —  1**  nach  Auflösung  der 

Sv 

Gleichung  (m)  zu  finden.  Elimmirt  man  sodann  aus  der  Gleichung  ä^  =  Y, 
alle  Veränderlichen  bis  auf  y,  so  erhält  man  hieraus 

als  n**  bitegralgleichung.  Für  diesen  Fall  braucht  man  also  bloss  n-T2  In- 
tegralgleichungen des  Systems  zu  kennen. 

Enthielten  die  Grössen  Y,  Z,  U,  .  .  .  etwa  kein  z,  so  würde  man  die 

Gleichung  r-  =  Z  in  (k)  weglassen  und  die  übrigen  n  —  1  Gleichungen  be- 
handeln, wie  so  eben;  elimiuirt  man  dann  aus  Z  die  Grössen  y,  u^  •  .  .  mit* 
telst  der  gefundenen  n —  1  Integralgleichungen,  so  wird  Z  eine  blosse  Funk- 
tion von  X  und  man  hat 
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-/ 


■Z8x  +  C 

als  letzte  Integralgleichung^.   ' 

V.  Wenn,  wte-  dies*  in  dem  obep  angegebenen  Beispiele  der  Fall  Ivar, 
die  zweiten  Seiten  der  Gleichongen  (k)  denselben  Nenner  haben,  so  dass  man 
also  hat 

ex'X'Ox""  X'8x~X*8x~  X  •  ^  ^^ 

SO  setze  man  in  (m)  X^  für ^,  und  hat  dann  die  Gleichung 

8(XÖ  .  8(Y^)     aczi)  ,  8(üö  .  8(V.O     .  /  A         ^ 

-8r+-Tr+-87"+"8r+-i7"=^      (™^ 

aufzulösen.  Während  ^\  ^'\  M  aus  denselben  Gleichungen ^  wie  in  III.  be- 
stimmt werden,  und  dani\,M  der  integrirende  Faktor  von 

8x 
ist.  Man  sieht,  dass  es  immer  auf  die  Auflösung  einer  partiellen  Differen- 
tialgleichung (m^)  ankommt.  Die  allgemeine  Auflösung  derselben  kann  nicht 
gegeben  werden,  allein  es  genügt  immer  ein  Werth  von  J,  der  die  (m')  er- 
füllt, wenn  er  nur  nioht  0  oder  oo  ist,  und  man  kann  gar  oft  einen  solchen 
leicht  finden. 

Gesetzt  etwa  e*s  sey 

ex4.?l4.öz^       4-^c=0 

8^+8y+8z+---^8T=^' 
60  wird  der  Gleichung  (m')  durch  J=:  l  genügt,  welchen  Werth  man  alsdann 

wählen  wird.     Enthält  die  Grösse 

1  r8X  ,  8Y  .   ÖV^ 

xl8~-x+8y+"-+^J=-T  (») 

ausser  x  keine  Veränderliche,  so  kann  man  der  Gleichung  (m')  genügen,  in- 

dem  man  S  als  blosse  Funktion  von  x  annimmt!     Denn  dann  ist  ^  =  5-  == . . 

oy      oz 

=:  0 ,  also  wird  die  Cm') : 

Enthält  dagegen  die  Grösse 

1  r8X  ,  .  8V1 

■    Z  L8^+---  +  8-^J-"=^* 
bloss  z,  so  betrachte  man  $  auch  bloss  als  Funktion  von  7  und  hat  ^üs  (m') : 

ö  t 

•  Aebnliche  Resultate  erhält  man,  wenn 

bezüglich  bloss  y,  u,  .  .  .  enthalten. 

Als  Beispiel  mag  das  folgende  dienen,  das  schon  in  §.  92  gelöst  wurde. 

8x  8y      ' 

und. wenn  äT  "=  *•  ri  =r  "• 
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bx_       6v_      Bz_      |ii    Öu fiy 

Von  diesen  vier  Gleichungen  kennt  man  bereits  zwei  Integratgleicfaungen,  und 
da  fexner  die  zweiten  JS^iten  kein  t  enthalten ,  so  wird  man  gem&ss  IV.  die  zwei  an- 
deren daraus  finden,  wozu  man  zunächst  die  folgenden  Gleichungen  benätzen  kann: 

8y__  u    ^^_       f^^    ^^ ^  y 

von  denen  nun 

2/ti 


z 


y — ax  =  c,  z*-]-VL^= j-fi^ 


r 


zw^  Integralgleichungen  sind»     Man  hat  also  jetzt  in  II.  * 

►  Y  =  -S-.    Z  =  ~^,,    U  =  — ^^,  f=zy— XU, 

z  zr'  zr' 

und  es  ist  identisch 

yz  —  o 
Was  die  dortige  Gleichung  (g')  anbelaagt,  se  ist  u  =z .  also 

8y__zy  —  c     8z_        fi\ 
8i~"      zx      'ex""""  ZT»' 
welchen  Gleichungen  durch 

■•+(^?-0'=^'+-     . . . 

genügt  wird ,  welche  Gleichung  aus  der  zweiten  der  obigen  Gleichungen  sich  er- 
gabt.    Demnach  ist 

und  identisch 

ef,       8f,   zy-c      bf,f      ft»^^A 
Öx"'"8y      xz     """ezV.      tHJ 
Die  Gleichung  (i)  ist 

ex"""       8y  8z  8u  •  •  • 

welcher  Gleichung  durch  f=z  genügt  wird  (V).     Da  t~= — x,  so  ist  z= — x|, 

also  1= ;    ferner  wegen  g-^  =  2  z -j- 2  I I — ,   und  da  Wer   u   nicht 

vorkommt,  ist 

.        _±^2Mr»+'-l:p-%lM=-  --"  .. 

X  L  x'       J  2(zr' — cy) 

in  welcher  Formel  z  durch  den  aus  (g')  folgenden  Werth  zu .  ersetzen  isti     Alsdann 

8y      u 
Ist  M  ein  iniegrirender  Faktor  für  ^  =  — .     Multiplizirt  man  diese  Oleiduing,  so  ist 

^«  .  xz 8y_^' xu 

r*z  — cy8x      r*z  —  cy~    '  '     •       • 

worin  u=  — - —  und  dann  z  aus  (gO  zu  ersetzen  ist.     Das  £r8tere^gibt 


xz       8y 


.1-      *«     ^» 


r*z  —  cy  8x      r*z — cy 
'«»•rend  ,  =  cy±,  Vc.,'-t£jM£g^  ,»«  -  cy  =  ±,  V«.r'+2>.r- .'. 


r' 
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,0  dMs  er±xV2iiT+e^s*—c*  8y  _  —  cx±yV2Mr+c,r»3p 

.fr'V'2Mr+c,r«*-c'^  8x  +r»V2Mr+e,T»-c'       ' 

-  Uex^  J       r  ey      vi 

Da  x*-f-y'=:;r*,  so  ist  y  g — |-3^=:r  r-,   und  wenn  x=1rcos(o,   y^rsmoo^ 
so  ist  .      .  "    . 

8y    ,        *8«.    ^8a»       r» 


»^-'y  = 


81    ^  81       ""  8^ ' 

8o>  8a» 

so  dass  also 


.     8r  -  u.   8' 

~    8x  1  ~"    8» 


r  V^^r+u^r»  — c*  ÖJ^  *  r  V2^r+ c»  r*  —  e* 

8a» 

c8t 


«+c,=-h  /- 


V^^^r+CiF*-  C* 

.    8x  •  , 

waft  die  Gleichung  (e)  in  §.  92  ist.    Setzt  man  nun  endlich  in  r—  =  z  fär  z  seinen 

Werth ,  oder  besser  in 


so  hat  man 

r 


» 

L'      +  V2;.r+c.r»-c«.  t+c.=±/--==^L==== 


welches  die  Gleichung  (d)  in  §.92  ist. 

Anm.  Es  ist  tod  Wid^ttskeit,  dass  man  sich  überzeuge,  ob  die  Jeweils  gefondenen  In- 
tegralgleichongen  auch  den  Gleichungen  (c),  (h),  .  . .  identisch  genügen.  '-So  6twa  muss  in 
III.  identisch 

Lf4-L'T4. 8iz+ «Jn+L'v  -0 
8x+8^^+8z^^^8ü"+8t'^-" 

sejrn.     Ersetzt  man  ▼  in  Y,  Z,  ü  aus  (1) ,  so  muss  eben  so  identisch  seyn : 

8l+?^^+8z^^8u^-^- 
Ersetzt  man  weiter  ▼  und  u  in  T ,  Z  aus  (1)  und  (r) ,  so  muss  wieder  identisch 

seyn.     Fände  dies  nicht  Statt,  so  konnte  man  das  angegebene  Verfahren  nicht  anwenden. 

§.94. 

Gesetzt,  man  jbabe  wieder  die  Gleichungen 

8i  =  ^'  8i  =  ^'8^'-^ ^*^ 

und  habe  für  dieselben  als  allgemeine  Integralgleichungen  gefunden 

fjz,y,z, ,  .  .)  =  Ci,  f,(x,y,z,  .  .  .)  =  c,,  f  (x,y,z, ..  .)  =c  ,  (b) 

n  ■ 

welche  Gleiehongen  der  Kürze  wegen  mit  f|  =  Ci,...,  fa  =  c^  bezeichnet 
werden  mögen ,  and  wobei  c^ ,  • . . ,  c^  die  willkürlichen  Eonstanten  «ind. 
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Alsdann  folgt  aus  (b) 

8.f  ,  8f8y     8f8z 

8i+ry  8^+8"i  8li+ ^\  ^'^ 

WO  f==:f.,  f.,  . . .,  f  ist  Setzt  man  in  (c)  för  ~,  ~ ,  .  .  .  ihreWerthe  aus 
(a) ,  so  muss  die  Gleichung 

8x^8y^^8z^^8u^;--^  ^""Z 

identisch  erfüllt  seyn,  d.  h.  0=:0  heissen,  da  sie  sonst  eine  Beziehung  zwi- 
schen X, y, z,  .  .  .  feststellen  würde,  die  neben  (b)  bestehen  würde,  so  dass 
nilin  n-j-l  Gleichungen  mindestens  zwischen  den  n-j-l  Veränderlichen  x, 
y,z,u,  •  .  .  hätte,  wodurch  dieselben  konstante  Werthe  erlangen  würden. 
Aus  (c)  und  (c')  folgt 

b'(r:-')+i-:fö-o+H(?!-")+-;=»-  ;  <" 

welche  Gleichung  von  (c)  nicht  verschieden  ist,  da  (c')  identische  Gleichung 
ist.  Diese  G4eichung  (d)  stellt  übrigens  n  Gleichungen  vor,  da  in  ihr  f=f,, 
f,,  .  .  .,  f^  ist,  so  dass  sie  eigentlich  durch  ein  System  von  n  solcher  Glei- 
chungen zu  ersetzen  ist. 

Gesetzt  nun ,  man  habe  ein  anderes  System  von  n  Integralgleichnngeo, 

das  den  (a)  genüge ,  und  welches  ^ir  durch 

Fi=0,  F,=.0,.  ..,  F  =0  (e) 

II 

a  _        Q  _ 

darstellen  wollen,  so  müssen  aus  (e)  dieselben  Werthe  von  —,  ^-, 

folgen,  welche  die  (a)  angeben;  demnach  müssen  die  aus  (e)  gezogenen 
Werthe  von  y,  z,  u,  .  .  .  in  x,  wenn  sie  in  (d)  eingesetzt  werden,  diese  Glei- 
chungen notbwendig  identisch  machen,  indem  sie  g^ — Y=iiO,  r^  —  Z  =  0, 

machen,    es  müsste  denn  etwa  seyn,  dass  eine  der  Grössen 

r-,  ^,...  für  diese  Werthe   unendlich  oder  unbestimmt  wäre. 

oy     0  z 

In  diesem  Falle  könnte  ganz  wohl  die  Gleichung  (d)  nicht  0  =  0  werden. 
Diesen  Fall  ausgeschlossen,  also  angenommen,  die(e)  genügen  den.(d)  iden- 
tisch, und  beachtend,  dass  wegen  (c^)  die  (d)  nicht  verschieden  sind  von 
(c),  so  genügen  diQ  (e)  den  (c),  d.  h.  den  (b);  oder  aus  (e)  folgen  ganz  die- 
selben Werthe  von  y,z, ...,  in  x,  wie  aus  den  (b),  so  dass  die  (e)  kein  von 
(b)  verschiedenes  System  seyn  können. 

Es  ist  also  ein  von  (b)  versehiedenes  System  (e),  das  den  (a)  genügt, 
nur  dann  möglich,  wenn  man  Gleichungen  zwischen  x,  y,  z,  .  .  .  aufstellen 
kann ,  für  die  eine  oder  die  andere  der  Grössen 

aj  8J  8_f  .,    ,  f  ■ 

8y•8£•8^ WQi-t,.  I,.  . .  .,1^ 

unendlich  wird.  Genügen  diese  Gleichungen  den  (a)  ia  Verbindung 

mit  mehreren  der  (b),  so  kann  ein  solches  System  als  eine  .besondere 

Auflösung  der  (a)  angesehen  werden,  in  so  fern«  es  nicht 'aus  den  (b)  foU 
gen  kann.  .  . 
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Hätte  man  etwa  die  Gleichungen 

ey     y~z  •   dz      y~g      8n_  ,  ■ 

«x""n-x'    8x~n~x'    ex""^""'"^    •- 
sni^teiMiften:  ^       . 

'V— »  =  ci,  Ur-(y— z4-l)x=*o»,  z— l(u— x)  =  C3. 

Hieraus  g^-J.    g-^— 1.  J}—^'Ji-^''dl''^'Ji-^*Ji=^\Ji^ 
Von  diesen  Grössen  kann  nur  die  letzte  00  werden  fär  u=:x.     Da  für 


n —  X 
u=ic  auch  y=:z  sejn  muss,  und  da 

y  =  x;'u  =  i 
die  Gleichungen    ' 

befriedigt,  so  ist  es  eine  besondere  Auflösung,  da  es  wohl  fUr  q  =C2  =  0  aus  den 
zwei  ersten  der  allgemeinen  Gleichungen  folgt,  der  letzten  aber  nichtgenOgea  kann. 

Man  kann  jedoch  auch  noch  in  andBrer  Weise  besondere  Auflösangen 
erhalten. 

Gesetzt  nämlicli,  es  seyen 

fi(x,  y,  z,  u, ,  .  .,  a|)  =  0,j 
.     f,(»,  y,  z,u, . .  .^^)  =  0,( 

f  (x,  y,  z,  u,  .  .  .,  a  )  =0  ] 

die  Integralgleichungen  eines  Systems  von  n  gleichzeitigen  Differentialglei- 
chnngen  der  ersten  Ordnung  zwischen  der  n  abhängigen  Veränderlichen 
y,  z,  u,  .  .  .  und  der  unabhängig  Veränderlichen  x,  welche  Gleichnngen  wir 
so  voraussetzen ,  dass  in  Jeder  nur  eine  der  n  Konstanten  vorkomme ,  so  be- 
stimme man  «n^,  a,,  .  .  .,  a^  durcii  x,  y,  z,  .  .  .  aus  den  Gleichungen 

^=0,|^=0 irr=^'  ^^ 

0  a.  0  a,  0  a 

und  »etze  diese  Werthe  in  die  (g)  ein ,  wodurch  dieselben  etwa  zu 

Fi(x,y,z,u,  .  .  .1  =  0,.  .  .  .,    F  (x,y,z,  .  .  .)  =  0  (i) 

n 

werden ,  so  werden  die  (i)  immer  noch  den  vorgelegten  Gleichungen  genügen 
können,  allein  da  sie  keine  willkürlichen  Konstanten  enthalten,  so,  werden 
sie  als  besondere  Auflösungen  derselben  anzusehen  seyn ,  wenn  nicht 
etwa  die  sämmtlichen  Grössen  a^,  .  .  .,  a^  aus  (h)  konstante  Werthe  erhal- 
ten sollten.  Man  sieht  leicht,  dass  man  auch  nur  einzelne  der  Gleichungen 
(h)  beibehalten  konnte  und  dann  in  (i)  ein  System  von  Integralgleichungen 
erhielte,  das  genügen  kann,  aber  nicht  willkürliche  Konstanten  genug  erhält. 

Anm.     In  den  meisten  F&Uen  der  Anwendung  muss  man  sich  mit  einer  genäherten  Anf- 
lösQUg  der  gleichzeitigen  Differentialgleichungen  begnügen.  Diese  Gleichnngen  erscheinen  vor- 


•  Man  hat  zuerst  r-^  =  —  >  y  =  z  +  Cj ;  dann  — -  =  c^  +  1 ,    u  =  (c^  +  1)  «  +  Cj ; 

ox     ox  ox 

H"  =  rTZÜT*  '  =  *(<^i  *+c,)+C3 .  d.  h.  also 

ex         CjX-l-Ci 

y  =  z  +  c,;  n  =  (y-z  +  l)x+c,,  z  =  l[x(y  — z)+u— 'x(y  — z+l)]+c,. 
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zngsweUe  in  der  analytischen  Mechanik,  so  wie  der  analytischen  Astrooomie,  welche  in  Wahr- 
heit nor  ein  Theil  jener  ist  Dort  ist  die  genäherte  Auflösung  meist  durch  Entwicklung  in 
anendliche  Reihen  erreicht  Es  tritt  aher  in  manchen  Fallen  eine  eigenthümliche  Methode 
ein ,  die  man  heSonders  hei  der  Berechnung  der  StOrangen ,  d.  h.  der  Aenderungen  der  Bewe- 
gung'der  Planeten  (§.  92,  Nr.  2)  durch*  die  Anziehung  der  ührigen  Planeten,  anwendet  Es 
hahen  nämlich  Jene  Gleichungen  das  Eigenthümliche ,  dass  Glieder  in  sie  eintreten ,  die  sehr 
klein  sind  und  es  immer  hleihen ;  man  Teraachlässigt  diese  Glieder  dann  zoerst  und  integrirt 
die  Gleichungen  unter  dieser  Voraussetzung.  Alsdann  sieht  man  die  eingetretenen  Konstanten 
ah  Fonktionen  der  unabhängig  Veränderlichen  (Zeit)  an,  und  sucht  sie  nun  so  zu  bestimmen, 
dass  den  ursprünglichen  Gleichungen  Genüge  geschieht,  wenn  auch  die  anfänglich  vernach- 
lässigten Glieder  beachtet  werden.  Diese  Methode,  die  man  die  Variation  (Aendenmg) 
der  willkürlichen  Konstanten  nennt,  ist  ron  der  ausgedehntesten  Anwendong  in  den 
eben  genannten  Wissenschaften  und  wir  wollen  desshalb  sie  hier  nicht  weiter  betrachten,  da 
die  Lehrbücher  jener  Zweige  ausführlich  darüber  handeln.  Man  rergleiche  etwa:  Poisson 
nMechanik*",  I,  S-  229—233;  Pontecoulant,  „analytische  Theorie  des  Weltsystems^; 
Littrow  ntheoretische  qnd  praktische  Astronomie^,  dritter  Theil»  u.  s.  w. 


Viertes  Buch. 


üntersnchimgen  über  bestmimte  Integrale. 


Sechszehnter  Abschnitt. 

Die  periodischen  Reihen  von  Fourier  und  Lagrange. 

§.96. 
Wir  wollen  annehmen,  f(z)  sey  endlich  von  z  =  a  bis  z==b;  ferner  sey 
/u  eine  poskive  ganze  Zahl,  so  ist  (§.  36): 

*/  X  .        o       f(a)co8^a — f(b)oo8/E»b  ,    1  /V,  x 
f(z)sin/t»z8z=-^-^^ ^-^ — ^ — I /f(z)cö»/riz8«. 

Non  ist  aber,  wenn  f(z)  sein  Zeichen  nicht  wechselt  von  a  bis  b»  nach 
§.49,  VIII: 

f(z)co8A*zez=rco«M[a+e(b— a)].  /^(z)8z  =  [f(b)— f(a)]co8f«[a+e(b— a)3, 

80  dass  also /f(z) cos jiiz  9z  endlich  ist.     Wechselt  f(z)  sein  ZeicKen  zwi- 

sehen  a  und  b,  so  zerlege  man  nach  §.49,  II  das  Integral  (durch  Einschie- 
ben von  Gränzen)  in  mehrere  einzelne,  für  welche  jeweils  P(z)  sein  Zeichen 
nicht  ändert,  so  werden  alle  einzelnen ,.  nach  dem  eben  Gesagten^  endliche 
Werthe  haben,  so  dass  ihre  Summe  auch  endlich  ist.  Lässt  man  nun  fi  un- 
endlich gross  werden,  so  folgt  aus  obiger  Gleichung,  indem  f(a)cosjtia — 
f(b)cos/Ab  endlich  ist: 

Gr./f(z)8m/«z8z  =  0,  (a) 

wenn  Gr.  sich  auf  das  unendliche  Wachsen  von  fi  bezieht.  Dabei  ist  offen- 
bar vorausgesetzt,  dass  f  (z)  endlich  sej  von  z  =  a  bis  z:=b.  Diese  Be- 
dingung ist  aber  nicht  unerlässlioh.  Denp  sey  f^r  z  =  a  etwa  f  (z)  unend- 
lich, (sonst  aber  nicht),  wo  a  zwischen  a  und  b  liegt,  so  ist  (§.  49) 

/•b  /Yr—«  /•«+»  /*** 

f(z)8ip^8z=  /f(z)8in/<z8z+/f(z>8iii^z8z+/f(z)sin/tiz8z, 

wo  nun,  mit  unendlich  wachsendem  fx,  das  erste  und  dritte  Integral  zu  Null 
werden,  gemäss  der  Gleichung  (a),  wie  klein  dabei  immer  auch  e  seyn  mag; 
was  nun  das  zweite  anbelangt,  so  werden  seine  Gränzen  sich  mehr  upd  mehr 
nähern,  je  kleiner  ^  ist;  da  ferner  \(z)  endlich  ist  von  z  =  a — e  bis  z  =  a 
-|-e,  so  wird  der  Werth  dieses  Integrals  so  klein  seyn  als  man  nur  will,  so 
dass,  da  e  beliebig  klein  seyn  kann,  derselbe  kleiner  werden  kann  als  jede 
noch  so  kleine  Grösse,  er  mithin  zu  vemaehlässigen  ist.  Demnach  gilt  der 
Satz  (a)  immer  noch.   Dass,  wenn  r(z)  mehrere  Male  unendlich  wird  zwi- 
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J         sinz 
0 

sehen  a  und  b,  dieselbe  Behaaptang  noch  richtig  ist,  lässt  sich  nun  leicht 
fibenehen.  * 

Wäre  f(z)  unendlich  fiir  z:=:0,  aber  f(z)  sin juz  endlich  für  z  =  ()  (da 
dann  der  Faktor  sin/tz  KuU  ist),  so  wäre  noch 

Gr.  /  f  ( z)  sin  ^  z  8  z  =  0.  (a') 

Denn  es  ist,  wie  klein  auch  e  (zwischen  0  und  b)  seyn  mag,  nach  dem  Vor- 
stehenden 

Gr.  /  f  (z)  sin  ^  z  8  z  =^  0 , 

J    8 

f(z)8iD^z8z= /f(z)sin/cz^z-|-/f(z)sinfiz8z, 

SO  folgt  hieraus  obige  Behauptung  ganz  von  selbst.  —  Man  sieht  hieraus, 
dass  (a)  ganz  unbedingt  gilt,  wenn  nur  f(z)  endlich  ist  von  z  =  a  bis  z  =  b, 
ja  dass  für  a  =  0  sogar  f(0)  unendlich-seyn  darf,  wenn  nur  f(z)  sin /iz  für 
z  =  0  endlich  ist. 

Wir  wollen  nun  in  (a')  setzen  f(z)=  -.  soist,  wennb>?,  und 

F(z)  endlich  von  z  =  0  bis  z  =  b,  jedenfalls  f(z)  endlich,  da  der  Nenner  nur 
Null  ist  für  z==0.     Für  diesen  letzteren  Werth  ist  aber  (§.22]^: 

■f(z)siD^z=  ^^'^7"^^^^inftz=[F(z)  — F(0)]ft,  z  =  Q,  d.h.  =0,    .    . 


sinz 


SO  dass  also,  auch  wenn für  z  =  0  nicht  eddlich  seyn  sollte ,  die 


sinz 


Substitution  immer  erlaubt  ist.     Man  hat  also,  immer  unter  der  Voraus- 
setzung F(z)  sey  endlich  von  0  bis  b  : 


.b  _b 


J         Binz  «/sinz  •     J         sins 

0  0  0 

d.h.  da  F(0)  konstant  ist: 

G,./Äl^8»  =  F(0)    Gr./%ia...  (b);b<J 

J        Einz  J    smz  ^w 

0  0  .  . 

Auf  das  letzte  Integral  kann  der  Satz  (a^)  nicht  angewendet  werden,  da 

1  Riri  MM.  Z 

-: —  unendlich  ist  für  z=:0,  und  selbst  --t^--  nicht  mehr  endlich  ist  förz=0 

sm  z  sm  z 

und  U=:  QO. 

In  der  Gleichung  (b)  wollen  wir  jii^=2n-[-l ,  d.  h.  ungerade  voraus- 
setzen, so  ist  -  '      ' 

sin(2n-|-l)z      ,,«r«i         .i"  •        ^     -, 

—    .    '     ^    =l+2{cos2z  +  co84z+ +co82nz]», 

sinz    '  '•-•.' 


*  Man  setze  l-|-2[co82z-f-co8  4z-|-  ....  -(-€082nz]  =  S,  so  ist  S8in2s  =  iin2s-i' 
sin4z~-sin0-f  sin6z — sin2z4- •  •  •  •  +  shi(2n+2)z  — sm(2n— *2)t  =  Mn(2n-H2)I+ 
s|a2nz  =:28in(2n-|-l)zcosz,  and  da  sm2z  =2sinzcosz,  saist  .    ' 

2S.slnzcosz  =  28in(2n+J)zcosz,  g^  »'°(^°  +  l)«^ 

siuft 
(Vergl.  mein  nHandbach  der  ebenen  und  sphArisi^en  Trigonometne'*  I,  $»  14.) 


alse 


Ermitttang  vo«  Cr.   A(')"°^2»-t- ')'»'. 

/-^^^^ -e«  =  z  +  8in22  +  4-«D4i+  .  .,  .  4- J^«q2iix. 
^  8inz  <6  D 
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woraus 


r 


«in(2n  +  l)z^         n 

MDZ  2 


b 

was  auch  n  seyn  möge.     Da  ferner  /  J^ — BltJ_?  9  ^    sich    mit    unendlich 

y 

wachsendem  n,  nach  der  Gleichulbg  (a),  der  Null  unbegränzt  nähert ,  wenn  b 
zwischen  Ound  n  liegt,  in  welchem  Falle  - —  immer  endlich  bleibt -zwischen 

^  •     sin  z 

—  und  b,  so  ist 

b        .         *  b 

J  sinz  y  smz  y  K        sinz  2 


und  mithin  in  (b) : 


Gr.A^'>""!""+l>'8.^^F 
y  sinz  2 


(0). 


(c),  b 


Dabei  mOsseD  wir  bemerken,  dass  wenn  F(z)  für  2=0 
etw^  zwei  Werthe  h&tte,  was  der  Fall  ist,  wenn  F(z)  die 
Ordinate  der  Kunre  MNM'N'  (Fig.  54)  ausdrAckt;  wo  für 
z==0  die  zwei  Werthe  ON,  OM'  gewählt  werden  kOnnem 
in  der  Formel  (o)  derjenige  zu  wählen  ist,  der  gegen  die 
positiTen  z  liegt,  also  hier  OM'.     Wir  wollen  ihn  dadurch  Jü 

bezeichnen,  dass  wir  F  (4~0)  schreiben,  so  wie  überhaupt, 

wenn  F(z)  für  z=a  zwei  Werthe  haben  könnte,  wir  den 
einen  mit  F(ä — 0),  den  andern  mit  F(ar4~^)  bezeichnen  wollefi.  Das«  diese  MOg- 
lichkefflen  in  unserer  Formel  (c)  nicht  ausgeschlossen  sind,  ist  klar,  da  sie  bloss  rer- 
langt,  dass  F(z)  endlich  sey  Ton  z=:0  bis  z  =  b. 

Der  in  der  Gleichung  (c)  ausgesprochene  Satz  gilt  nicht  mehr  für  b=7r, 

da  dann  die  Grösse  -^-~ — ^  für  z=^  unendlich  wird.     Aber  man  hat: 

smz 

n  '  *  * 

/F(z)8iD(2n+l)z^^_    /'»F(z)Mn(2n  +  l)2^  P  F(z)8m(2nH- l)»^^ 

y  sinz  y  sinz  J  n  sinz 


0 


Set«t  man*  im  zweiten  Integrale  z  =  7r  —  u,  ^=  — 1,  so  sind  die  Grän- 
2 


zeu  von  u  :  — ,  0 ,  und  es  ist  (§.  49) : 


8n 


/  F(z)siD(2n-4-l)z^^^       /'F(?r^n)8in(2n+l)(7<-n)^^  ^    /*« 
n  rinz  y  H  sin(ir  —  u)  "  J 


F(fr~u)»in(2n-i-l)ü 


smn 


bu 


'J. 


1F(«— z)8in(2n+l)z 


sinz 


8z, 


Ui«nf  er,    Differential*  n.  Intefral-Rechnonf. 


2t$ 


4;^4  Werth  von  i.  /  f  (z)  co«  ^  (x  —  i)  8  z. 

also  Gr./ — -^ ? .^z=Gr.  /      : mii(2ii-|-1)ü 

J  sinz  J  «inz 

0  0 

=  y[F(+0)-hF(if-0)J,  (d) 

wenn  man  den  Satz  (c)  beachtet,  wo  dann  b=  ^  ist» 


§.  96. 
Wir  wolkn  durch  das  Zeichen 

S  /f(z)co8^(z  — x)8z 

1  y  • 

die   Summe   der   Reihe   bezeichnen,    die   man   erhält,   wenn  man   in 

/f(z)cos/tt(z  —  x)  9z  nach  einander  setzt  /tt  =  l,2, ,n;  dessglei- 
0 

chen  bedeute    ^  /f(z)cos/u(z  —  x)Bz  die  Summe  der  unendlichen  Reihe: 

f(z)co8(z  -x)ez-|-/f(z)co«2(z  — x)8xH-/f(z)co»8(z~x)8Ä-|r 

0  i/o  •/  • 

welche  Summe  nichts  Anderes  ist,  als  der  Gränzwerth,  dem  die  erstere  sich 
mit  unendlich  wachsendem  n  nähert.     Man  hat  aber 

i. /f(z)ez  +  2 /f(x)co8/tt(x- x)e2  = /^z)  rJ-4-eo8(x— x)4-co»2(x  — x)-i- 

l       «»(20+1)  (5:=^) 

+  co«n(z-x)j8x=^     f     i(z)— J^^    -^81(8.96). 

Jo  ""^t—J 

Setzt  man  hier  z — x  ^2u,  so  hat  man 

i/f(.)fz  +  iyf(x)co«^(.-x)ez=yi(x+2a)!^ 

U  0  -1» 


null 


du 


*/   j  Sinn  J  nnn 


2  ^ 


«/  sinz  y  tinz 

0  0 

Lasst  man  hier  n  unendlich  gross  werden,  so  hat  man  als  Werthe  die- 
ser zwei  Integrale,  gemäss  (c)  und  (d),  wo  Y{r)  gleich  f(x  —  2z)  odw 
fU  +  2z): 


*  u  - .  —  1  geseut. 
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a)  wenn  x  =  0:  entes  Integral  =0,  zweites  =*-5-^(x+0)=-^f(+0), 

b)  wennxo^:  erstes  Integral  =  — f(x— 0),  zweites  =  — f(x-|-0), 

c)  wenn  x  =  «:  erstes  Integral  =  ---f(« — 0),  zweites  =  0. 

2 

Daraus  folgt,  dass 


IC  w 


z)cos^(z— x)8z  =  — f(+0),  wennx  =  0. 


0 


=  -|[f(x~0)+f(x+ö)],  wennx>^,     |  ^*^ 


=  -^  f (ä  —  0),  wenn  x  =  ir. 


Ist  f(x)  DUr  einwerthig,  so  ist  f(x— 0)-}-f(x-}-0)  =  2f(x). 
Ganz  in  derselben  Weise  wird  man  nun  erhalten: 

iyf(z)Öz  +  iy£(z)cos/u(z+x)Öz=yf(z)[l+cos(z+ 
00  0 


+  c««ii(.+x)]8i  =  -^  I    f(.)^ r-rr-"-8«=/.f(2a-x)?i^^i^8u 


0 

=  /;C-«)'^<"°+'^°8— A!2.-x)'"'<"!'+'^>°e,. 

«/  sma  «/  sinn 

0  0 

Lässt  man  hier  wieder  u  =  QO  werden,  so  ist  abermals 

a)  f&rx  =  0:  erstes  Integral  =?  -^-^(O— x)=  -- f(+0),  sweites  =0, 

b)  fürxo^:  errtes  Integral  =  Yf(0—x),  zweites  « —f(0  —  x), 

c)  fürx=ir:  erstes  Integral  =  ~lf(0— Ä)+f (ff— 0)],   zweites  =  -^-fCO— ir). 

Demnach 

.  ir  IC 

,    /•  CD    r  jf 

— /fWÖz-h  2  /f(z)cosM(z+x)Öz  =  yf(+0),  wennx=0. 
u  0 

=  0,  wennx^    ,  ' 

=  —  f  (ä  —  0) ,  wenn  x  =  ir. 

Addirt  man   die  zwei  Gleichungen  (e)  und  (f)   und  beachtet,,   dass 
i'osjia(z  —  x)-}-cosju(z-}-x)  =  2cosjttzcosjUX,  so  erhält  man: 

f(z)8z+2  X  cosMx/f(z)cosiuzÖz  =  flrf(+0).  wennx  =  0,  1 

=  Y[f(x-0)+f(x+0)].  wennx>J,       ^  ^ 

=  ir  f (11 — 0),  wenn  x  =  ir. 

28* 


438  Beispiele  solcher  Reiben. 

2^  C  UltT  2  00    1  UltT 

CifiJf  c  1t   ^    fi  .  c 

Setzt  man  hier  fc  =  1 ,  2 ,  .  .  . ,  so  wird  also  die  unendliche  Reihe 
4   r.   Äx  ,    1    ,    3äx  ,    1    .    5äx   .  I 

immer  1  seyn  von  x  =  0  bis  x==c,  jedoch  mit  Ausschluss  dieser  Gränzeo.  (Sie  ist 
—  1  für  0>x>  — c). 

2.)  Man  soll  eine  Funktion  ron  x  bestimmen,  die  ron — c  bis-f-c  gleich  x  sej. 

In  derselben  Formel  setze  man  f(z)=:z,  so  wird  Bie  auch  ron  0  bis  -^c  für  z 
gclteji.     Alsdann  ist 

,  ,    .     filtZ  .  fi   ,    initz^  c' 

f(z)8m oz  =  /2sm öz= cos^jr, 

^      .      c  J  c  iiit 

0  0 

und  mithin 

2  00  c'  uitx 

2  —  cos^Äsin =  x,  —  c^kC  +  c 

C      X  ßft  c 

d.  h.  die  unendliche  Reihe 

2c  r  .    i«x       1    .    2flrx  ,    1    .    3irx  ;  T 

-|^sm-^~~sm— +  -sm---+ J 

ist  gleich  x ,  von  x^  —  c  bis  x=-|-c  mit  Ausschluss  dieser  Gränzen. 

Fig.  55.  .  3.)  In  dem  Trapez  ABCD  (FJg.  55)  ist  AE  -VY 

JB 1. C  =rBE  =  CF  =  r?,  BC  parallel  AD,  AD  =  c;  man  soll 

die  Gleichung  des  Umfangs  ABCD  aufstellen. 

Nimmt  man  AD  als  Abszissenaxe,   A  als  Anfangs- 

^      punkt,   so  ist  y=:x  die  Gleichung  der  Geraden  AB, 

^       B  F  y=«  die  von  BC,  y=c  —  x  die  von  CD,  90  dass  man 

also  eine  Funktion  y  von  x  zu  bestimmen  bat ,  die  von  x  ==  0  bis  x:=a  gleich  x. 

von  x=:;cc  bis  x=rc — a  gleich  a,  von  x  =  c — er  bis  x  =  c  gleich  c  —  x  ist.    Wählt 

man  dazu  wieder  die  zweite  Gleichung  (m),  so  ist 

/•*^                            /»«                        /.c-o  ^c 

f(8)8m~  -8z= /xsin^- — 02+ /  asm 81+ /  (c  — z)8in  - — 8« 

c*    r.    lian       .    r  fittaW 

Setzt  man  hier  nach  einander  /i  =  I,  2,  .  .  .,  so  ist  also  . 

4c  r  .    OTT  .    XÄ  ,    1    .    Salt  ,    3xÄ  ,     1     .    Sag  ,    5x«  .  1 

«•  L       c         c    '  3*  c  c      '    5*  c  c      '  J 

welche  Gleichung  (in  diesem  Falle)  auch  no6h  fiir  x^=0  und  x  =  c  gilt. 

Wollte  inan  überhaupt,  es  solle  y  =  g)^(x)  seyri  von  x  =  0  bis  x=aj, 
gleich  (p2  (x)  von  x  =  Ej  bis  x  =  a, ,  .  .  .  . ,  gleich^y^  (x)  von  x  ==  a^^  bi^ 
a  ,  so  wäre,  wenn  man  etwa  die  erste  Formel  (m)  benutzen  wurde: 

A         I      A  ^^i      A  2äX 

yssAo+AjCos |-AjC08 1- ,  . 

&  & 

B  n 


.*     wo 


Ao^  ^\j9tM^^+j9>t(^)^^-\-'^j9>J^)^^^. 


S-i 
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nnd  A  =:  —  I    7flPi(z)cos 8  z-J- /  9,  (z)  cös 8z-|--. +/ V  Wcos 8z  L 

r=l^  2,  .  .  .  .     Für  x  =  ai  ist  übrigens  y  =  i  [yi  (»i )  +  Vi  (»2 )] » » 

4.)  Das  bereits  in  §.  20,  I  gelöste  Problem  lässt  sieb  auch  mittelst  der  Formeln 

des  §.  96  leicht  lösen.     Man  hatte  dort: 

0                          '^    /a^r*  e 
X  =  i|>+— sinx,  tg^T=  V/  *gi*»  r  =  a--eco8x, 

und  sollte  x  als  Funktion  von  \p  bestimmen,  um  namentlich*  t  als  Funktion  von  if;  zu 
erhalten.     Man  setze  .      •         . 

T  —  ip  =  Ai  sini;/-|- A>  sin2vH"  •     .  •  • « 
so  wird  es  sich  um  die  Bestimmung  von  A  .handeln.     Nach  dem  Satze  (h)  ist  aber, 

wenn  v  —  i/;=f(i/;): 

{i^)  =  —  ^   iin  fiifi  /  {(z) sin fiiBz,  A   =  — /f(z)8innz8z. 

0  '  0 

Die  Grösse  f(z)  erhält  man,  wenn  man  in  y — i/;,  d.  h.  f(i^),  die  ip  durch  z  er- 
setzt, wo  der  Zusammenhang  zwischen  v  und  if;  durch  die  obigen  Gleichungen  ge- 
geben ist.     Man  sieht  leicht,  dass 


f(z)sinnx8z  =  /(t  —  ^)sinnifr8^, 
0  «/  0 


wo  der  Zusammenhang  zwischen  v  und  t/'  geradezu  aus  den  obigen  Formeln  ent- 
nommen werden  muss.     Setzt  man  hier  (behufs  Umformung) 


a 


8x  a 

und  da  die  Gränzen  von  x  auch  sind  0  und  n  ^  so  ist 


\/a  +  e      .  8t       Va*  — e»   ,^  ^, 

V    a  — e  *'  8x       a— ecosx 

8^    •      e 

-    =1 CO8X, 


y/                         6                                         6                              6 
f(z)sinnz  8«  =  /  (t — t-\ 8iDx)sinnfx 8inx](l co8x)8x. 
«/                  a                           a                    a 


0  0 

Aber  es  ist  (§.36): 


6  6 

(t — xH — 8inx)co8n[x sinx] 

a 


A  6  fi  *  a 

(t  —  xH 8inx)8UiDrx sinxlCl co8x)8x  = ■ — r— 

a  .       a  a  .  n 

H /|;r-— IH cosx  Icosnlx  —  —  sinxJSx, 

da  I  %mvL  Ix —  —  sin^c  j  |  1^  — cosx  J8xt= cosn  I  x sinx  1  ist.  Also 


da  för  x=rO,  y  =  0,  filr  x=:;r,  v  =  ä^: 


(▼— xH 8mx)8inn(x 8inx)(l co8x)8x  = 

_#■  ,z i-j cosx  I  co8n(x 8mx)8x  = 

T\J  l^a  —  e  cosx  a  J  a 


0 


440  Dm  Kepicr'sche  Problem. 


n     n 

G08d[x »nxioz /  (1 coszioosnfz sinzjcz. 

a — ecosi         *■         a  n./  a  -         a 

0  0 

/*  e  e  1 

und  da  letztere  Grösse  =0,  indem /(l cosx);co8n(x suix)8x:= —  iin  n 

«/  a  a  *  n 


(x sinz),  so  ist  endlich 

a 


#■ 

.        2VP=-,'ß'>'\:'  (?  -  frin  ,)]  8  , 

»  nn        »  a — ecosz 

Will  man  diesen  Werth  berechnen ,  so  setze  man  zuerst 

eo&(nz smx)  =  co8nzco8l  — smx  |4~nnDZftm  I  — smz  I , 

verwandele  dann  cos  I — sinxl,  sin  I — sinx  I  in  unendliche  Reihen  (§•  17),  so 

wird  man  Integrale  erhalten ,  die  nach  §.  45  bestimmt  werden  können. 
Setzt  man  eben  so 

r=:  B„+BiCos^  +  B,co82ifi+ 

so  ist  nach  der  Formel  (g)  in  §.  96 : 


it  n 


2  r  \  r 

B^=  — /rcosnif^d^,  B  = — /r8^. 


0 

Ganz  eben  so  wie  rorhin  ist  wieder 


2  /*  e  e  2   /*  e 

B   =  — /(a  — eiB08x)co8n(x sinz)  (1 co8z)8]^=  —  —  /sinn(z 8inz)esinx('x 

n       nj  a  a  tinj  a 

0  A  ^ 

•.     Ä  1t' 

2  e   /  e  1     /  e 

= /  sinz  sin  [n  (z sinz)]  8 x,  n  =  1 ,  2 , . . . . ;  B«  =  —  /  (a — e  cosz)(l co«i)^ 

nnj  a  n  j     .  a 


0 

n 


=  A/;,_±eos,)..8,=a(l+li;). 


0 

Anm.  Diese  Auflösung  rührt  Ton  Bessel  her.  Man  sehe  nZeitschrift  fQr  Astrono- 
mie etc."*  von  Lindenau  und  Bohnenberger,  5.  Band,  1818.  S.367.  Poisson  theilt  stein 
seiner  Mechanik  (ohne  Kennung  des  Urhebers)  I,  $.221  mit,  jedoch  in  etwas  lu  weitUnfig« 
Form. 

5.)  Dass  man  die  abgeleiteten  Formeln  zu  Reihensuinmirungen  benutzen 
kann ,  ist  leicht  ersichtlich. 


mx 


Setzt  man  etwa  In  der  Formel  (h):  f  (x)=e     ,  so  ergibt  sich  (§.  43): 

®"*+l  .  2(e"''~l)   .    ^      .  3(e"*''+l)  .    ,  «    »»    a^   /- 

^^sinz ^   ,  ,  ^    ^8in2z+         ,  .  q     siu3z~ =~e      ,  0<z<ir, 

m'4"l  .™  +4  m'+9  * 

während  die  Formel  (g)  gibt : 

2m*  m*  +  l  m*+4  m'+9  2n  <.  <- 

Setzt  man  in  derselben  Formel  f(x)  =:sinx ,  so  ist  wegen 


4       ,'■* 


'^.^     Ausdruck  von  f(x,y)  durch  aneudliche  periodische  Reihen.  44] 

./  V  'L.  fi+i  /*—! 

00 

siiizc08z8z  =  i   /siD2z8z  =  0,    /8inz8i  =  2i 

0  0  0  . 

^pcos2x  ,  cos4x  ,  cos6x  ,       .   "1       «    .         ^=     = 

' -HTX+xr+-6T-+ •  •  •  J=T  """•  V<'- 

Eine  Menge  solcher  Resultate  habe  ich  abgeleitet  in  Cr  eil  e^  Journal,  34.  Bd., 
S.  75—100.  ,  . 

Die  Formeln  des  §.  96  lassen  sich  leicht  auf  Funktionen  mehrerer  Ver- 
änderlichen  ausdehnen.  Ist  nämlich  f  (x,  y)  eine  belfebige  Funktion  der  zwei 
Veränderlichen  x  und  y ,  so  hat  man  nach  (m)  : 

e  .  c  ' 

f(x,  y)= — /f(u,y)8n-[ ^    cos /f(u,y)eos 8u 

£^  C     n=i  C  ^  C  " 


0 
c 


=  —    i     sin /f(n,  y)siD on 

c    n=i  c  J  c 


0 

.+0 


=  i  A«*y)8a+i""^'^  An.  y)cos  3L(ü^8u, 
ZC «/  C     11=1  %/  f  .       c 


während  nach  denselben  Formeln : 

f(u,y)=  ;J-/f(a,»)8T+  ^"~2     c«.!!^/f  (u,»)cet  2^8t, 

C  ^  C        A  ^=1  C     ^  C 


2»'^^   .   n'ny  r\      .   .    n'«v. 
=  — -     i      sm  — —  /  f  (u,  ▼)  sm  — —  8 
c'    n'=l  c*  J  c' 


C  _._^      «+c- 


=  2V/<-'^>«'+f ".4 /'(-•')  -  =V^«'- 


— c 


Setzt  mau  letztere  Werthe  in  jeden  der  ersten  ein,  so  ^hält  man  neuner- 
lei Ausdrücke  für  f(x, y),  die  sind: 


C  .      _  ^c       _c' 


^('•^>=i/«'^/<"'^>^^+cl  4?  ^""-?^^ 


H i     cos /  8u  /  f  (u,  ▼) 

cc  11=1       c  y    J 


0        0 
nirn 

cos-: 8t 

c 

0  0 

c        _c' 


H 7    ^         ^     cos cos — ;^/8u  /f(u,y)cos oot — -^^ . 

OC'    B=I       a'=l  C  C    J         J  C  C 


0  0 

O^x^c.O^y^C, 
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•in = 

•         0 


, ^.  c        ^  e' 


^n'  =  QOiu=:ao        „^         ■'*y/l'    Z,!^     V       nirn  .  n'«T^ 
— -     i         S    cot «n — -^/8u /f(a.T)c<»-^-iin br 

CC'    n'=l       n=l  C  t'  J         J     ^        '  C  C' 

0  A 

O^x^c;  0<y<c' 

u.  s.  w. 

Man  sieht,  dass  ni.in  hiedorch  unendliche  Doppelreihen  erhält,  deren 
Glieder  von  def  Form 

sin  Dirx  sin  n'ffy 

A         — — 

cos     c      cos     c 

sind.     Gesetzt  also  etwa,  man  solle  f  (x,  y)  als  eine  unendliche  Doppelreihe 
ausdrücken,  deren  allgemeines  Glied 

.   "Äx  .    n'jTy 

A     ,sin EID — —  ,  > 

fl,a  c  c' 

wo  n  und  n'  von  1  bis  oo  gehen  können,  so  ist,  dem  Vorstehenden  gemä^^s 

c  c' 

A     ,=^— /  8u  /  f(u,  v)  sin ain — —  8v. 

».-*      ccV       J  c  c' 

0  0 

Ganz  in  derselben  Weise  wird  mau  eine  Funktion  dreier  Veränderlichen 
im  Ganzen  in  27  verschiedenen  Weisen,  durch  dreifach  unendliche  tteiben 
ausdrücken.  Gesetzt  etwa,  man  solle  f(x,  y,z)  als  eine  solche  Reihe  finden, 
deren  allgemeines  Glied  ist 

n»rx  .    n'Äy  .    n*'it% 

A      ,    ..  cos sin sin  — -— , 

n,  n,n"  c  C  c" 

wobei  n,  n^  n^^  von  1  bis  oo  gehen  können,  so  dass  eine  dreifach  unendliche 
Reihe  entsteht,  so  wird  man  nach  einander  haben: 

e  _  c 


f(x,y,z)= — /  f(n,y,z)8u-| ^     cos /f(a,y,z)cog 8n,  0 

c»r  c    a=i  c  y  c 

0  0 

#/         ^2"    ^    .   n'ify  /l,  .    .    n'«T 

f(».y.«)=-T      ^     sm— ;-/f(n,v.x)sm — --br,  0<y<c'. 

C     -n'szl  C     y  C 


0 

tf" 


f(n,v,«)=-7:     ^      "« — JT" /f(u,v,w)sui — ;7-8w,  a<z<c", 

0 

woraus  uun,  indem  man  substituirt; 


Q     n=a)  »=00  n''=QO         „^^        ^.  n^Äz/;''     /;"'   ^J"       ,.   DCO 

-\ --—     2t         2,  2t      cos sin — --isin — -- /  8  n  /  8  t  7  f(n,T,w)sin — 

cc'c"  ii=3i     ii'=i       ii"=i  c  c'  fi"  J       J-       J    ^         '       t 

0  0  0 

.   n'«T  .    n"ÄW- 
sm — j-sin. — n-Qw, 
c'  c" 

O^x  ^c,  0<y<c',  0<z<c". 
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Wiß  man  eben  so  für  Funktionen  .von  vier  oder  mehr  Veränderlichen 
verfahren  kann ,  ist  hiemach  klar.     So  wären  also  etwa 

f  (x,  y,  z,  s)  =  — T-^TTTTi     ^         ^  ^^        ^      sin sin  : — ~  sm -- 

.   n"*it%r      r      r      r                  .  ii«q  .    n'^T  .    n^^rw  .   n'"irt^ 
sin — —- 1  du  /  cy  /  8  w /  f (o,  ▼,  w,  t)  sm sin sm sin 8t, 

0000  ' 

0<x<c,  0<y<c'.  0<i<c".  0<9<c'", 

II.  s.  w.  • 

§.98. 
Wir  wollen  in  den  Formeln  (i)  des  §.  96  annehmen ,  es  sey  y  (x)  von 
x=0  bis  x  =  a  gleich  einer  bestimmten  Funktion  F(\),  dagegen  Null  von 
X  =  a  bis  X  =  c ,  wo  a>0^c > a  sey ;  alsdann  ist 

y,(»)co.^8r=/F(»)cos^^'8«+y0.cos?^ez=yFWco.^J-'8*,  *. 

0  0  ,a  0  • 

und  es  ist  also 

/,»  *  (F(x),  wenii0^x<a, 

F(z)8z^- ^  cos^''/F(z)co8^-'8z-^i  F(a).  wenn  x=  a, 
Cl  c  J  c  )'  _ 


(0,   wenna<^x^c 


0  |v,     -rn^^iu.  «-»N^*  ^^v,  y   /    \ 

c>a>0.>^"> 
—  S  sin^- — /F(z)sin- — ez={iF(a),  j[  =a, 

rv.   'i     .  "=     (0. «<x<c. 

Setzen  wir  eben  so  in  der  Formel  (1)  des  §.96  voraus,  f(x)  sey  gleich 
F(x)  von  x  =  —  a  bis  x=i^-|-a,  Null  von  x^^^  —  c  bis  x=;  —  a,  und  von 
x  =  -j-a  bis  x  =  -f-c,  so  erhält  man: 

L  rr    -  -^' 

2cy 

Die  Sätze  (n)  und  (u')  bestehen  fiir  jedes  c,  also  auch  noch,  wenn  c 
unbegränzt  wächst.     Setzt  man  nun  —  r:^^,  so  wird  ä  mit  unbegränzt  wach- 

C 

sondern  c  unbegränzt  abnehmen,  und  da  hiernacfi  c-:^— ,  so  ist,  wenn  Gr. 
sich  auf  ein  unendliches  Abnehmen  von  e  bezieht  ($.  2)  : 

Gr.r— /f(z)8zH — -  2  cos^«x/F(z)co8^ez8z  |  =  F(x),0^x<au. 

Aber  es  ist  die  erste  Seite  gleich 


^  /fW8x+—  S  /F(i)coi^^^— '8r.  =  aF(x).  x  =  ±a.  c>a>0.  (n') 

2cy  c    i/  c  U.-c<x<-a.+a<x<+c.) 


s  w. 


Gr.  — I  I  — --|-co8«xcos«z4"C082«xco82dz-t- 1  FW^j 


2«  r 

=  Gr. —  /[l-|-co8ezpo8«z-|^co82«zcos2«z  -^ ]  F(z)8z, 
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indem  Gr.  —  =  0,  man  also  immer —in  den  Klammern  zuf&gen  kann.  Diese 
Grösse  ist  aber  (§.  48) : 


4/-/ 


(p) 


008  (n  x)  cos  (u  z)  F^k)  d  a  • 

0 

so  dass  man  aus  den  Gleichungen  (n)  und  (n')  zieht 

2   r^    /•*  l  F(x).  0  =  x<a, 

— /ön    /cos(ux)co8(u«)F(z)8«=  <ip(jj)-  j^a^ 
'o         0  '  0,  a<x<QO  . 

0  r^    r"^  {  FW.  0<x<a, 
— /8u  /8iu(ux)sm(a2)F(z)Ö7.=  aF(x),  x  =  a, 

0         0  (O,  a<x<QO. 

1  /-*    Z-"^'  (  F(x),  -;a<x<-ha. 
'      — /8u  /  co8u(z-x)F(z)8x  =  (^F(x)f  x=±a, 

"*•;     :  %  '  0.  -  X  <x<-a,  +»<x<  i-QC  . 

In  diesen  Gleichungen  ist  a  ganz  beliebig.  Lässt  man  nun  a  unbegränzt 
wachsen ,  so  erhält  man : 

f-QC 

^/ /cos(ux)cos(uz)F(z)8n8z=F(x).  D^x<'X  ; 


f//- 


8in(ux)8in(uz)F(z)8u8z=:F(x),  0<x<X  ;      >  ~(q) 


CC      ^-j-OD 


— /8u  /co8n(z— x)F*(z)8z=F(x),  —  X  <i<-f  00  , 
0         —cc  ' 

von  welchen  Formeln  die  letzte  auch  gibt  (§.49,  VII): 

^/yco8u(z-x)F(z).8n8x  =  F(x),  — X<x<-fX;  (r) 
00 

Es  versteht  sich  ganz  von  selbst,  dass  in  all  diesen  Formeln  F  (z)  inoer- 
halb  der  Integrationsgränzen  endlich  seyd  muss.  Wir  wollen  diese  Ergeb- 
nisse nun  auf  einige.  Beispiele  anwenden. 

1.)  Sey  in  der  Formel  (q)  F(z)  =  e~*,  so  ist  (§.  50,  III):  /     e"' Co«(uz)8z= 

0 

:;-; — 5,/     e~"*siii(uz)8z  =  -r-^,  so  dass 
1-t-u'  J  l-f-u' 

0  . 

/X  X 

co8(qx).         ä    —X   -'=     ^^     /n8in(ux)^        %    — «  ^  ^     ^ 
-j^.-8u=-e     .0<,x<oo,y--jy8«=-.     .0<x<«. 

0  0 

welche  Formeln  schon  in  §.63,  II  gefunden  wurden. 

f(y)e       8y,  so  erhält  man  aus  denselben  Formeln  (q): 

— /eu  /8z   /co8(ux)co8(uz)f(r)e"~*^8T= /f(v)e'"*^8T,  0^x<X  , 
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00        00        jy  b    ■  .  . 

— /äu  /ez    /8in(ux)8in<uz)f(T)-o~'''8v=  /f(T)e~~*^ev.  0<x<00  . 

0  0  0  0 

Nun  ist  aber  (§.  50,  III) : 

QC  OC 

J  e-'^oK" «)  e 2  =  ^,^^»»  J  e"'%in  (u«)ez  =^y-^, 
0  0 

so  dass  also 

X        b  b  • 

.00      ^b  •  ^b  }   W 


▼)e       8v. 


Oft  « 

Beide  Formeln  yerlangen,  dass  x^O  sey;  die  erste  gilt  noch  filr  x=0,  d.  h. 
man  hat: 

0           a                                    ft 
Setzt  man  in  der  Formel  («')  etwa  f  (t)  r=  - — ,  nimmt  a=  0,  b  =  1,  »o-  ist 

Vi— ▼' 

/8t   #      n 

0 

X      .1 


0  0  '        '   ^  i     ' 

Ah  /•        ^8^         _       1      j^VT+^^-Vn^'^ 

y  («*+▼*)  Vr:^    2VT+7«  vvrf^»+vfir7i7' 

•/(u*+T»)vr^»  2vrw  V^vi+u'-iJ' 


0 

so  dass  endlich 


/o 


Setzt  man  in  diesem  Inte^ale  u=tflfx,  also   Vl  +  u'= — — .  s— =  — r- ,  so 

o  o     »  •^       •  cosx   8x      cos'x* 


n 
sind  die  4Sränzen  von  x  :  0  und  -^ ,  so  dass 


y        VI— cosxj  cosx       2      y         V      *^  2  7  cosx       4 


0 

3.)  Aus  der  Gleichung 


Je    "cos(bx)bx=j^^-p^,.  b>0.  8>0, 


0 
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in  §.  50  folgt  nach  §.  61 ,  wenn  z^O : 


/eb/e   "'c„s(b,)»x  =  a/^ 


0 

s 


Daaber /cos(bx)8b==:  —  8in(xz),  /j^jq-^==~arer^^  so  ist  also 


0 

^00  __ax 


0 

wie  schon  aus  der  Formel  (c)  in  §.61  folgt,  wenn  man  dort  |J=r.ac,  x  =  a,  b  =  z 
setzt  und  beachtet,  dass  dann  die  zweite  Seite  = 


arc  (tg=  QO)--arcltg=  —  1  =  -^  —  arci  tg  =  —  liit. 

— ^8v=arcl  tg=-  1, 


80  ist 
2 


:  rrr        «       cos(ux)co8(nz)gin(av)^    ^    ^  f  a\-=^ 


*-  -  -    , 


2  rrr        ©       «in(ux)8in(ui)8in(av)^    _.  f  a"\^^^ 

—  j  I  I         ' -^ —  -eu888v  =  arc  I  tg  =  — I,  %<s<« 

Aber  es  ist  . 

e      co8(n«)8E=^jq3^,,y  e      8in(az)8z=  ^np^. 

0  ^  0  . 

so  dass : 

/  /  co8<uz)8m(aT).    ^         n        f         a^*v=^ 

/'/*8in(ui)8in(aT)    u  ^    ^        n        f        a"\  ^^  ' ^       I 

yy^-VT^;T«''«'=2-»"l'«=i>'^'<«-' 

4.)  Will  man  diejenige  Funktion  f(u)  svchen,  für  welche  von  x=0  bis  x=X  : 

/co8(ax)f(u)8u=F(x), 
so  ist  dieselbe,  gemäss  (q): 

00 
f(u)=— /co8(uz)F(z)ez. 

0 

Eben  so,  wenn  von  x]>0  bis  x<^0C  : 

/.QO  X 

8in(ux)f(u)eu  =  F(x)  :  f(u)  =  ~-/8in(uz)F(z)8z. 

0  0 

piM&  der  Formel  (r)  folgt 
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F(u.y)=^  /7f(u,t)cos/?(v  — y)8|98T,      / 

^ f-oo 

&lso  F(x,y)=  g— ^y  /  / /F(u,v)coso(n  — x)co8/9(v--y)eu8v8«Ö/?.  (r') 

Eben  so ,  wenn  n  die  Anzahl  der  Veränderlichen : 

F(x,  y, «, .  .  .)= /  /... /F(ui,u,,...,  n  )  cosäj  (u^ — x)  (»so,  (u, — y) 


da  (§.  49) 


//• 


8ui8u,...8u   8oj...8a  (r") 

n  n 

siiia(Q — x)8a8a==0, 

00 


.+  0C  -x--;.+  00 


so  ist 


//e"  F(u)8uea=   / /co8o(u  ~x)F(u)8uea, 


QC  -^ 00 


so  da»  auch  2~  /  /  ®  "  F(u)8a8u  =  F(x),     .        (s) 

-OD 


woraus 


-u+oo 


F(x,y,  !,...)= zrl"'/^  F(ni,u,,...,  u  )  8ai  .  .  .  8a 

8u4  .  .  .  8u  .  (s') 


Diese  Formel.kommt  auf 


F(x,y,  z,  ...)  = /  /.../co8[fl4(Ui  — x)  +  ««(a»  — y)+- JFK»  •-./  u  )^a^»,fhtr 

zurück,  die  jedoch  mit  (r")  übereinstimmt ,  wenn  man  C08[a|(n^ — x)  -|- 
^(jh — 7)~h*-J  entwickelt  und  beachtet,  dass  alle  Glieder,  die  einen  Sinus 
enthalten,  von  selbst  wegfallen.  Dass  in  allen  diesen  Formeln  die  Grösse 
unter  den  Integralzeichen  innerhalb  der  Integrationsgränzen  endlich  seyn 
muss,  versteht  sich  von  selbst.  Diese  Formehi  zeigen ,  in  welcher.  Weise 
Funktionen  durch  bestimmte  Integrale  auszudrücken  sind,  und  sind  in  den 
Anwendungen  auf  mathematische  Physik  von  ausgedehnter  Anwendung ,  wie 
wir  diess  an  einem  Beispiele  erläutern  wollen. 

In  §.  34 ,  n  haben  wir  fär  die  Bewegung  der  Wärme'  in  einem  dünnen  Stabe 
oder  Ringe  die  DÜTerentialgleiohung : 

8v_  Jt^  8*v       wy 

8t"".cp  8x'      cmg 

k               wy  8t.        8'v 

gefunden.     Setzt  man  zur  Abkürzung  —  =a,  =  b,  so  ist  sie:    r-  =a  r—^  — 

u        *    j  j  — bt  .  .     '  ■,  •  *  8t'  ,    — bt      I      -jbt  8n 

br,  und  wenn  dann  T  =  e       u  gesetzt  wird,    so  ist  ^-  =  —  be       u+  e  ^     — , 

0  t  0  t 

also  : 

— bt    ,    — bt  8u  --bt8*u      ^    — bt      ,  .    8u        8*u 

^be       u+e        -=ae-       ^z^he       u^.h. -  =  a— ,. 
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Diese  Gleichung  bestimmt  nun  u,  d.h.y;  somit  mqiB  u  ^o  beschaffen  sejrn, 
dass  sein  Werth  dieser  Gleichung  genügt,  uiid  fiberdiets  muM  für  ts=0  dann  durch 
u  (d.  h.  y)  der  anfangliche,  als  gegeben  anzusehende  Zustand  des  Stabes  dargestellt 
sejn.  Wir  wollen,  um  die  Betrachtung  zu  erl,eichtern ,  fipnefamßu,  ea  handle  sich 
um  einen  geschlossenea  zylindrischen  Ring,  der  dfinn  genug  jiey,  damit  dieselben 
Gleichungen  für  ihn  gelten ,  wie  für  einen  Stab.  Derselbe  ist  anfÜbglieh  willkür- 
lich erwärmt  worden,  und  wurde  dann  sich  selbst  Überlassen,  indem  er  in  einen 
Raum  von  der  Temperatur  0^  gebracht  wurde.  Sey  x  der  4hstand  eines  Punktes 
des  Ringes  (seiner  Mittellinie)  Yon  einem  beliebig  gewählten  Änfi&ngspunkte ,  f(x) 
die  Temperatur  zu  Anfang  der  Zeit  in  diesem  Punkte,  ^  die  Länge  des  Ringes,  t  die 
Temperatur  zur  Zeit  t  in  dem  Punkte  n.     Man  erhält  aus  der  Differentialgleichung, 

wenn  man  u=:e  setzt:  n^=am%  so  dass  ihr  also  u==e  genügen 

wird.    Natürlich  genügt  ihr  eben  so  u  =  Ae  ,  wenn  A  eine  beliebige  Kon- 

stante i.^t.  Eben  so  wird  ihr  eine  Summe  ähnlicher  Grössen  genügen ,  so  dass  all- 
gemein 

u  =  A|e  +A,  e  +.... 

— bt     ■ 

aeyn  kann.  Da  v =ue  ,  so  kennt  man  y  aus  u.  Wären  die  Grossen  mj  ^  m2  ^ . . . 
positiv,  so  würde  mit  sehr  grossem  t  die  GrOsse  u  sicher  bedeutend  gross  werden; 
ferner  muss  für  x»=  0  und  x  =  A  nothwendig ,  was  auch  t  sey ,  derselbe  Werth  von 
u  herauskomme,  da  ja  auch  derselbe  Werth  von  v  dann  gilt.  Dies  ist  aber  nicht 
der  Fall,  wenn  m^,  m2,  .  .  .  reell,  sondern  nur,  wenn  sie  imaginär  sind.  Man  setze 
also  m|  if  mj  i «  .  •  .  für  m^,  m2,  .  .  . ,  so  ist 

n  =  A^e  t<^osD\x-t-isinniixJ+Aj  e  [cosm,  x-f-i sin m^  x] -[-..,  ♦ 

e       *    cosm(X,  e        *  cos  m^x  fiir  sieh  derDiflbreutialgleichung  genügen: 


.^■;-  u=A-t-Äie  cosmjX-f'A, e  co8m|X-f-. . . , 

+  Bje  sinmj  «4-8,6  siqm,  x^** 

Nun  ^muss  aber  für  x  =  0  und  x=A  derselbe  Werth  von  u  herauskommen; 

2it  2n' 

demnach  müssen  m|,  m,,  ...  Vielfache  von  -r-  seyn,  so  daJs»  etwa  m|  =  ~t-  ,    03  = 

— ,  m,  =  -r-,  .'.  .  .  -Femer  muss  für  t=0  :  v  =  f(x),  d.  h.  da  für  t=0  auch  v:^u: 

u  =  f  (x)  seyn ,  so.  dass  also 

f{l)  =  A  +  AiC08miX-(-A,co8m,x-(-.. .  .rj-Bi.8inm^X'|~B|Sinmjx4~  •  •  •  • 
seyn  wird.     Vergleicht  man  dies  mit  den  Formeln  (m)  in  §.  96,  d.h.  mit 

fU)  =  *^   /f(z)8«H ^   /  ((zjIcos^-'—co&- — +sin^- — sin- — |8z. 

2c«/  c  i  J         L         c  c*  JC  cj 

— c  — c 

.so  ist  c  =  iA,  und  dann 

A  =  — /f(z)8z,  Ai  =  Y/fW^^os  —  8z,...,A^=  -— /f(s)cos — ^ — 8x,  ... 

>iA  -h^A 

2   /*,,,.    2itz^  „       2    /* .  ,  .    2n9rz^ 

Bi  ~  ~r- 1  f(z),8m  — r-  8z ^n^Y  /  f(*)"n  — \ — 81,  .... 

— 7^  — *"• 
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Nun  muM  aber  f(z)  Ton  x=0  bis  — ^X  dieselben  Werthe  haben,  wie  von  x 
bis  x=^X,  sbilass,  vie  mah  leicht  sieht-' 

1    /^/v^       *  2  /^/ V       2nÄZo      «         2  /*,  ^  .    2nnz^ 

A  =  -j-/f(z)Öz,  A^  =  ^f(z)co8-Y-8«,  B^=.-  — /f(z)sin— ^8z. 

0  0  0 

Demnadi  ist  endlich 

lr=r' '[/f (X) 8 , 4-2 e    '^  ^  '^   /f (.) cos ^^^^ 8 z 


0  0 


+  2e  /f(z)co8 — ^— — ^8i+ I. 

0 

Ist  der  Ring  ein  Kreis  vom  Halbmesser  r,  so  ist  A=2r;r.  Diese  Gleichung 
drückt  nun  den  Zustand '  der  Temperatur  im  Ringe  zu  der  Zeit  t  aus.  Sie  genügt 
der  Differentialgleichung  und  stellt  auch  für  t  =  0  den  anföngll6hen  Zustand  dar. 

Sey-etwa  f(x)  =  Tco8  -y-,  wo  T  die  Temperatur  im  Punkte  x=0  zu  Anfong  der 
Zeit  vorstellt,  so  ist  /f(z)co8 — - —  8z  =  0,  wenn  n>l,  aber  =jTi,  wenn  n=I; 

0 

/f(z)sin  — 5-?— 8z-=0,  so  dass  jetzt  wegen  /f(z)8z  =  0: 

Av  =  TAe       e        *       cos— r- ,  d,h.  ▼  =  Te     ■•       *    •■  co» -— -^        «,: 
welche  einfache  Gleichung  zu  jeder  Zeit  den  Zustand  der  Wärme  im  Ringe 


Siebzehnter  Abschnitt 

Die  elliptischen  Integrale. 

§.  99. 

Wir  haben  in  §.40  gesehen,  dass  Integrale,  in  denen  Vä+bz+cx' 


vorkommt,  bestimmt  werden  können;  kömmt  aber  V»  +  bx  +  cx'+dx'+ex* 
vor,  ^0  kann  in  der  dortigen  Weise  eine  Bestimmung  nicht  durchgeführt 
werden.  Wir  werden  nun  aber  sehen,  dass  alle  solche  Integrale  auf  eines 
der  drei  folgenden  zurückgeführt  werden  können : 

•/  Vi  — e»8in»x    J  ^  (l+a8in»x)Vl  — e»8in»x 

welche  drei  wir  mm  zunächst  weiter  untersuchen  wollen.  Dabei  setzen  wir 
e^^  1  voraus,  und  werden  nicht  nöthig  haben,  x  über  -r-  hinausgehen  zu 
lassen.     Ferner  werden  wir  setzen 

1)  i  e  n  ;  •  r ,  Differential-  u.  lateg nU-RecliBiing.  29 


ex 


450  .  Die  drei  Arten  elliptischer  Integrale. 

f—=J^=  =  F(»),e).  /Vl~e'5in*xeT  =  E(flP. e).  / ^  ^ 

•/Vl-e'rin*!  •/  *{  (l-|-a8in*x)  Vi— e*»ifl'x 

U  0  •  0 

=  n(9).a,e),  (b) 

was  man  auch  in  folgender  Form  schreiben  kann : 

f—=M=  =  F(^,  e).  /V  l^^^sii^  e  f'  =  E  (^,  e),  /— ^l    -,:== 

J  Vi— e*sin*«i  J  J  (l-j-aMii'flp)  Vl  —  e-*in'«f 

0  0  0 

=  n(g>,  a,e),  0.') 

SO  dass  (§-61) 

eg»  Vi— e*sin*v  Ö9 

6n(y.a,e)      1 

8*>        ~  (l  +  asin'^)Vl  — e=6in'»»' 

Die  allgemeinen  Grössen  in  (a)  sind  nun  offenbar  (§.  49): 

F(x.e)  +  C.  E(x,e)-|-C,  n(x.a,c)  +  C, 

wenn  C  eine  willkürliche  Konstante  bedeutet. 

Für  den  Fall,  dass  e  =  0  ist ,  folgt  ans  (b)         

F(9.0)  =  v,  E(v.O)  =  »..  n(y, a. 0)  =  "^^^ "  VjTatgj^)  ^^j 

Vl  +  a 

von  welchen  Grössen  die  letzte  aus  §.  44  folgt,  indem  man  sm^x= ^  - 

setzt»  also  

EUne  näherungsweise  Berechnung  der  Grössen  (b)  lässt  sich  immer  mit- 
telst unendlicher  Reihen  ausführen.     Man  hat  nämlich 

8x  +  ye*/sin«x8x+^~  e»y8in*x8xTh  . 

0  0  ^(^^ 

E(g).e)==  /ex-^e' /sin«x8x~-i-.|^e*/sin*xex— \ 

00  *       0 

WO  nun  die  Integrale  nach  §.42  ernaittelt  werden  können.  Da  dabei  e'<l, 
80  konvergiren  diese  Reihen  ziemlich  rasch.  Was  dife  dritte  Grösse  in  (b) 
anbelangt,  so  müssen  wir  in  Bezug  auf  dieselbe  noch  das  Folgende  benierkeD. 
Wir  wollen  nämlich  in  Bezug  auf  a  folgende  Voraussetzungen  m<ichen  : 

1)  a  zwischen  — 00  und  —  1. 
Man  setze 

1 — e^fiin'a         ^  a  +  1  n 

a  = ,  sin'  a  =  — ; — - ,  «  zwischen  0  und  -zr  . 

co8*o  a+e*  '2 

SO  wird  wirklich,  wenn  a  von  0  bis  ^  geht,  a  von  — 1  bis  —00  gehen. 

Man  hat  aber  für  jedes  a: 
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r sin^xax 1^1  r      gx r  ex  -1^ 

*^  (l-f-asin-x)  Vi  — e*""*«"  ^"^«^  Vi  -e'sin'x     */  (l+a«n*x)Vl— e»8in*xJ 


0 
F{y,e)--n(y,  a.  e) 

a 


r                co8»x8x                       /*           (l-sm«x)ex  »+a  „,  A 

/ ■    ■■  =  / ^ —   =  — «J —  n  (o ,  a ,  e) )m 

./  (l+asin»x)  Vl-e'sin»x     •/  (1 4-asin*x)  Vi— e*sSn*x  »  V 

-— F(g).e). 
a 


(l-e*sin«x)8x  »+e'  e» 

li  (9.  a.  e) F  (v,  e). 


{l+a«in*x)  Vi— «*""'»  *  *. 

Ferner  ist  identisch 

(1  —  e*)8in*x .        l—e'iin'x 


cos'a  —  (1  —  e*slu*«)»in*x       I — e'sin'asin^x 
C08*  a  f  1  -=—  e*sin'x  —  e'sin*  x  co8*x] 
""  cos'a  —  Rin*x  +  e'8in*osin*x4-e*sin'a8in*x(l  — e^sin'a) 
cos*a[l — e'fiin'x  —  e'8m*xco8*x] 
~  co8*aco8*x4-co8*tt8in*x — 8in*x-f-  c*sin*«sm*x+e*sin"o8in*x(l — e'sin'a) 
_  cos'aO  —  e'sin*x  —  e'sin*xcos*x) 

.    ""  co8*acos*x — 8in'a8in^x(l  —  e'^8iD'a;(l  —  e*sio*x)' 

woraus  unmittelbar  folgt: 

\  —  e^r 8in*x8x P  (1  ~-e»sm»i)8x 

^^^'^^  V  [x  ^  ^  -"*^*"°'^rin»x1Vl-e»8in«x     J  (l-e»8in'a8in»x)Vr^^^5?i 
^    L  C08*a  J  0 


^/; 


I — e*8in*x  —  e'RiD^xooB^x  Öx 


co8*x  — tg*08ih*x(l  —  e*ßin*a)(l  —  e*8in*x)  Vi  —  e*8in*x 

0  ^ 

Die  zwei  ersten  Integrale  werden  nach  den  Formeln  (f)  bestimmt;  was 
dai^  letzte  anklangt,  so  ist  das  unbestimmte  Integral  gleich 

/l  —  e'sin'x — e'sin'xcDs'x      8x 
co8*x  VJ^o*^in*x           1  —  tg»atg*x(l  —  e»sm»x)(l  —  e*8in»a) 
Ayr^^i^    .        eMn'x       'A  8»             
'      co8*x              Vr~i^5^>'  l-tg»atg»x(l-e»8in*x)(l— e*8in»a) 


/ 


Wtgx  Vi— c's»"*')     ^ 


X 


8x  1— tg*atg'-x(l— e»8i«»x)(l  — e*8in*a)' 

Man  setze  also 

\/. .  .\  ,^. ,  .  .  ^  8(tffxVl — e*8in'x)  cotga 

tg«tiafxV(l-e»8in»«)(l-e»8in»x)  =  u,     '  *^     ^  ^^ ^  =  — =^==. 

so  ist  dasselbe  gleich  (§.  36) 

8(tgxVl— e'"p'») 

8 u  8 X      8u     _  f       cotgg 8tt 

8Ü*  1— u«     J  Vi— e*8ui»a  I— «>* 


8x 


29» 
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2V 


cotgg  j  ri+n'\ 

l-e»8in*a    Vi— nj 


.9 


r  1 — e'rin'x  —  e*sin*xco>*x Cx 

J  cof*x  —  tg'aiin-x(l  —  e*8in*a)(l  — e'wn'x)*  V/j  —  e'tin*x 

0  _; \ 

cotgtt  i^l+tggtgf)  V(l-~<»iin»a)  (1  — e'iin'y)^ 

~^  Vi  -e*«in*a    V.1— tgatgy  V(l —«*»«>*«)  (1 —«*«n»9»)>' 

Setzt  man  nun  noch  die  Werthe  ans  (f)  in  die  obige  Gleichuag  ein,  so 
ergibt  sich  leicht : 

--.  1— e*sin*a      ,       1— e*sin*a         »    «/  i«   i       \      cotg*a„. 

cos'«  1  —  e*  1  —  e 

Vl-e»MD»a^^^  ^j  i^l  -h tgatgy  V(l  -^e»gin»a)(l  —  e'rin«»)^ 
''"      2(1-6«)     '^°^''    Li  -tgatgv  V(l  -e»tln«a)  (1  - e*«üi"^) J  '         ^ 

vermittelst  welcher  Formel  die  Integrale  //(g^^a^e),  für  welche  a  zwischen 

—  X  und  — 1  liegt,  auf  solche  zurückgefiihrt  werden,  för  die  a  zwischen 

—  1  und  0  liegt,  da  e' sin 'er  zwischen  0  and  1  (genauer  0  und  e'). 

2)  a  zwischen  0  und  ao  . 
Man  setze 

a  =  e*tg-a,  tg*«  =  -^, 

SO  wird  a  von  0  bis  y  gehen,  wenn  a  von  0  bisx  geht.  Man  hat  aber  jetzt : 

(1 — e')cos*ttsin'x  1 — e'iin'x 

1  --(cos»a-|-e*sin*a)Mn*x  ■   l  +  e*tg*aMn*x 
1  —  e*sm*x  —  e'sin'xcof^x 


e" 


1— cof*asin*x+8m-atin*x[-  e*H -. fe'siii'x  —  e*tff*ashi*xl 

1 — e*8in-x — e'iin'xcos'x 


c<n'x-|-»m'asin»x[l-+-e*tg*a  — e*8in*x— e*tg*afln*x] 
1  —  e'sin'x — e'iip'xcos'x 

'"  co8U+sin*«8ln*x(l+e»tg»a)  (1  — e'sin'x)' 

woraus,  wenn  man  mit  Vi  — e*s]n«x  beiderseitig  dividirt  und  bVhcfatot,  das^s 

/l 1  — e^siti^x  —  e^gjn^xcos'x 6x 

C08'x-H»in^8in'x(l  +  eHg»a)  (1  -e*sln*x)  Vi  —  e'rin^ 

TT-  *'<^ (*i^  =  "° « ^8 *  V(l+e»tg*a)(l  — e'fin'x)) , 


«in«  Vi -f-e^tg'a 
durch  Integration  zwischen  den'Gränzen  0  und  if  folgt:' 

L  — (cos'«  +  e'sin»o)  J^     e'tg'o      «.l».  e«g«.«; 

—  cotg'aF(»»,e)= >rc(tg=  sincrtg»  VO-H*tg*«)(l  — e»>in»), 

8iDa  V14"ö  'g  « 

und  hieraus: 


n(.,e'tg««.e)=-li^-?n[.,-(cos««+eW«).e]+^^ 


-^^/riT-T—^fcCtg^gmgtg»  V(l+e*tg»a)(l-e>>in«»)),  (h) 

V  1  -f-  e'tg*a 

vermittelst  welcher  Foiiiiel  man  die  Grössen  /7(y,a,e),  für  welche  a  zwi- 
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sehen  0  und  oo  liegt,  aasdrücken  kann  durch* solche ,  Rir  die  a  wieder  zwi- 
schen 0  und  — 1  liegt. 

Daraus  folgt  nun,  dass  man  in  dem  dritten  Integrale  (b)  a  als  zwischen 
0  und  —  1  liegend  ansehen  kann.  Will  man  für  diesen  Fall  nun  Reihen- 
entwicklungen haben ,  so  hat  man : 

J    Vl-e»im»x  y  Vl-eWi       J  Vi  -e»8in»x 


0) 


,      .  f     8in*x8x 

0 

•/        l-p-a8in*x  J  l-+-atin*x      2      ./  l-|-asin'x 

0  0  0 

1.8       /!in*x8x 
^2.4     y  l+asin'x^ 

0 

in  welchen  Formeln  wir  die  Integrale  der  zweiten  Seiten  in  §.  100  bestimmen 
werden. 

Die  bis  JQtzt  dargestellten  Formeln  dienen  dazu ,  die  drei  Grössen  (b) ,  welche 
elliptische  Integrale,  bezüglich  der  ersten,    zweiten,    dritten  Art  heis- 

sen ,  für  ein  gegebenes  <f ,  das  wir  nicht  über  -r-  Yoranszusetzen  brauchen ,   zu  be- 

it 
rechnen.     Für  qp = -^  heissen  sie  gewöhnlich  vo  11  ständige  elliptische  Integrale. 

£s  lassen  »ich  jedoch  auch  noch  andere  Wege  finden ,  um  diese  Berechnung  durch- 
zuführen.    Man  setze  nämlich 

■_     sin  2  z 

^*"~e  +  ooa2E* 
woraus  nach  einander: 

1  ,        l+2ecos2g  +  e*       1      8x      2(ecoi2z+l  i  8x      2(eco&2g-i-l) 

cos'x^    "^^^-^      (e+cos2z)»      •co8*x8z""    (e+co82z)»   '  öz  ~  l+2eco82z+e** 

tg*x  8in'2z  ,        ,.,  (l-|-eco82z)*        \/- =-rT 

wnx=  -— ^--— =  -— — — ;  — ,     1  — ©«sln*x- -Vd s— 7  ".»     Vi  — e*sin*x 

l-f-tg»x      l+2ecos2z+e*  1 -|-2eco82z-|-c*' 

l-|~ocos2z  l-|-eco82z  l-f-ecos2z 


Vl-|-2eco82E-he»      Vl-f-e»-|-2e(l  — 28in»~f.)      V(l +e)'«— 4osin*z 

l-4'ecö«2s    . 


(1  +  e)  \/l  —  /,  r.x»»iP'g 


4e 

Die  Gränzen  von  z  sind,  wenn  die  von  x  Null  und  <f)  sind:  0  und  <)r, .  wo 

8iD29>(  ...        «     \       .   «      • 

tg9  =  — r n      »  sin9(e-i-coi29j  =  sm2«P4Cos9, 

c  -t"  cos  A  g>i 

8]n9>co829t  — sin 2 9),  cos 9  =  — esinf),  8iii(29i  —  q>)  —  esita9>, 
so  dass  2g)|  —  <p<C()P,  <rt'*^9»  ^^^  *1*® 
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*+V\/;  4e       .  ,        H® 


wenn  '  e.  = 


2Vo 


»~l-he' 
Man  schliesst  hieraus  leicht  das  Folgende:  Man  bestimme  die  zwischen  ()  und 

-^  liegenden  Wiukel  <|Pi,  <|P2,  .  .  .,  (f^t  ferner  o^ ,  o^ ,  .  .  .,  e^  und  k,  kj ,  ....  ^^_^^ 

so  dass 

8in(29>. — 9>)=efiD9>.  8in(29>2  —  «>i)  =  Ct8in9>i,  .  .  .  .,  8in(29>  — v*       )=re        <\n^ 

■  '  n  n— 1  n— 1  n— 1 

2i/e            2i/et  _  ^^\-i 

®*"l  +  e'    **-l+e» ^~l+e        ' 

D — 1 

2^2  _        2 


so  hat  man 
F(sP,e)  =  kF(»>4,eJ,  F(9i.ej)  =  k,F(»>„e,) F(f.       ,e       )=:rk        F(g>  .  e  ;. 

F(9>.  e)  =  kk,  .  .  .  .  k        F(f)-.e). 

n — 1  n       n 

Da  e<Cl ,  so  ist  e|  >'c, *  ^2 ^^t  f  .  .  .  . ,  so  dass  wenn  n  ziemlich  gross  ist,  e^ 
nahezu  =:!  seyn  wird,  da  die  e^,  e2, . . . .  immer  noch  unter  1  sind;  alsdann  ist  aber 

F(^  ,  e  )=f—d^==  /-^  =  ltgr|^\+  ^-1  «.42>. 

0    '^  0 

SO  dass  also 

Veimittelst  dieser  Formel  lässt  sichF((p,  e)  nun  ebenfalls  bereehneii.  Ferner  i.^t 

•  1  -t /-. ,  .  ,  e*+2ecoa2»  +  l         -vr — :: :; — ; — ?- 

ecosx+V^  — e'»in*x=^  ,_!— _j=j=  =  Vl-t-2eco82z  +  e' 

Ve*+2eco82«  +  l 

/i_i_\l/l i^-r     Öz      l+2ecos2«+e^ 

=  (l+e)Vl^r^8m*z.    8^=    2(l  +  eco82.)     ' 

/  _i_t/1 j-T-^-r  l+2ecot2»-|-e*      ,,   ,     ^t/; «":"»-** 

(eco.,+Vl-e'..n',)     2^1+eeo»2»)  '  =  ^'+"^^^~''  '""  äl' 

d.  h.  da  die  erste  Seite  = 


/  I    \/~t rTT' ^  \ /rir-T — ; — :  \/l -h2eco»2i-he* 

(eco8i  + Vi— «  «n  x) Vl+2ecos2z4-e''.--~r-i jr-z — 

,  2(14"eco82«) 

_  (eco8x+ Vi— e'sJB'x)*     e*co8*x+2eco8x.Vl  — e*8in*x-t-l--e*sin'i 

~  2Vl  — e»«in»x         "  2Vl  —  e*im*i 

e»+l-2e'8in'x  .    ^/- rn-  .  e»-l         .     1 

=:eC08X-f =-:rr    =6  008X4"    yl  —  e*»iu*Z'\ -—===== 

2VT^^e»iin»x  2      Vl-e«sin»x 

(1+e)  Vi— e/8in»z"  ^  =  ecosxi- Vi -e'sin'x-f-  ®  ""^  ^ 


e^  2     Vi— o'mo*^ 


«  Manhat  (l+e)ei  =  2i/e,  d.h.  da  l+e<2  :  2ei>2|/e,  ej>i/e,  und  da  V  * 
>e.  soi8tei>e.  Da  ferner  (1 —e)*=  1— 2e4-e»^  seist  l  +  6'>2e,  also  l-|-2e-r** 
>4e.  d.h.  (l  +  e)*>4e,  lH-e>2i/e.  also  ei<l. 
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(1-fe)  /Vl-e»*sk»z  ^'8x  =  e8inx+  A/l -A»«n«TaT+?^/_     .^^ 

J  ^»  y  2   y  \/l_e»«in»x 

oder  da  die  erste  Seite  ±r,(\-\-e)  1  Vi  — e, »sin'z  8-z  (§.  36): 

(i  +  e)/Vl~ei'»ii^'zgz  =  e8in»  +  /Vl~e»gin»i8i  +  ^^^ 

0  0  s  . 

e» 1 

d.  h.  (1  +e) E(q>^,  ej  =  E(g>. e)+  — ^—  F(9>. e)  +  esing), 

so  dass  man  hat: 

1  — e' 

E(f).e)=.(l4-e)E(9)i,fei)+— 2~F(y.e)— eslny. 

1 e  * 

E  (»>i » e J  =.(l  4-  e^)  E  (f)„  e,)  -\ ^  F  (»>i ,  ej  —  e^  «in  ^^ , 

1 g  » 

E(g>„  e,)  =  (l  +  e,)E(9»„  «i)  + — a-^F(9f  e,) —  e,  sinflp, , 

Vi — 8in^z8z=  / cos z 8z  =  sing)  ,    so  kann 

0  0 

man  hiernach  £(<p,  e)  ebenfalls  berechnen. 

Anm.    8tatt  der  Formeln  (g)  und  (h),  die  zur  Reduktion  der  elliptischen  Integrale  drit- 

tffZ 

ter  Art  dienen,  kann  man  anch  folffende Redaktionsformel  aufstellen:  Sey  «=^  , . 

Vl-e»sinV 

so  ist  fUr  k  =  (1  -f-a)  C\  +  ^-  j ,  wie  man  leicht  findet: 

1        8z  1  l 


l+k.«8x"(i^asin»x)Vl-^e»sin»i      fi  l^. -^*sin^J  VlZZ^r,: 


sm'z 


Vi— e*sin*x* 
▼oraas 


9> 

f'nnin  l-  «x  =  »(»-. ». «)+  n(9>.  -'-. «)  -  f(».  «). 

♦/  l-t"kz    8x  a 


-t-ki 


d.  h.  da  /  rTT-i  q"  8  »  =  / ,  .  f   »»  es  ist.  wenn  man  g  ans  derGleichung  g  --  — .^ ^^ 

y  1+kz*  8x  y  1+kz*  VI— e*8in*9 

bestimmt : 

Q  . 

n (f>,  a.  e)+n(f>.-^  ,  e)  =  F(v,  ?)+y f^f^r 


e» 


0 

Ist  nun  a,  seinem  Werthe  naeh,  Ober  e,  so  isC  "  -  unter  e;  mithin  ist  das  elliptische  In- 

a 

tegral  der  dritten  Art  auf  ein  anderes  dentlben  Art  redusirt,  in  dem  a  zwischen  —  e  und  +  e 

/•^8z 
liegt.     Das  Integral  /  ,  ist  immer  leldit  zu  bestimmen. 

0 

§,  100. 
Wir  wollen  nun  vorerst  die  Integrale ,  welche  in  den  zweiten  Seiten  der  Gici- 


r     ^°8x 
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J   \\  —  e*fin*x 

chungen  (i)  vorkommen ,   bestimmen.     Zunächst  lassen  sich  die  der  zweiten  jener 
Formeln  sehr  leicht  reduziren.     Man  hat  dazu : 

/^  2n-|-2    ^                  ,      /•*'   2a     .  /»'' 

sin         xBi             1    Ain     x8x    ,    1     /^ .  2«   ^ 
T~r — :"T~  =  "~T/7~r — r-i   H /  «n    x8x, 
l+asm*^             ay  l+asm'x       %J 

0  0  0         . 

/8x 
;— ; r-r-  fiflirt,  welchcs  Inteoral  bereits  in  §.99 
l-f-a»in*x  *  ^ 

0  

bestimmt  und  gleich  arc(tg=  Vl-j-a^^y) 

gefunden  wurde.     Um  nun  aber  auch  die  in  der  ersten  Formel  (i)  vorkommenden  In- 
tegrale ,  deren  allgemeine  Form  ist 

/'    sin    x8x 
Vi  — e*sib*x 
zu  bestimmen,  wollen  wir  etwas  allgemeinere üeduktionsformeln  aufstellen.     Zu 
dem  Ende  bezeichnen  wir  durch  ^  eine  der  drei  Grössen  sinx.  cosx,  tgx  und  be- 
haupten ,  es  sejr  immer :       . 

Vi  -  e*«n>x  y  =  ±  Va  +  b^»  4-  ci*. 
wo  A,  b,  0  bestinmite  Grössen  sind.     Um  dies  zu  rechtfertigen,  sey 

1)  ^  =  8inx,  also  Vi  — «»si^  ^=.VJI  -  e* sin»» cosx =V^ -^e'siii'x  Vl^»in»f  = 

Vl-(l  +  e*)8in*x+e-8in*x, 
a  =  1 ,  b  =  —  (1  +0*) »  c  =  e*,  und  das  obere  Zeichen  gilt; 

2)  ^=co8x.  Vi— e*sin»x  |-^  =  —sinx  Vi  ~e«sin»x  =  —  V(l— co8»x)(l— e^-fe'cos^) 

ox 

»  ^ ^  ■ 

=— V(l— e»)— (1  — 2e»)co8»x  — e»cos*x, 
a=l  —  e',  b  =  — l-|-2e*,  c  =  — e',  das  untere  Zeichen. gilt; 

<i\  t     .        \/\ rr-T-  Ö^      Vi  — e'sin'x      (\  /;         e»tg«x    ^  ,,   ,      _ 

3)  ^  =  tgx.  Vl-e«8,n*x  e^=         ,,,,^         =  l  V  ^  ~  H^J  <*  +'«'^^ 

Vl+(2-e^tg*x+(l-e*)tg*x, 
a  =  1 ,  b  =  2  —  e*,  c  =  1  —  e*,  das  obere  Zeichen  gHt. 
Sey  nun* 

y  =  i'"^VM^^bFT^. 

60  ist 

8y_8(jl'"'Va-hh^^-^^^d^^_^(n~3)a^°~^4-(n--2)b^''"'V(n-l)c|'8l 
8x  U  8x  ViTbFf^  ^* 

^  ^  r(n-^  g)a^''"*+(n-2)b^°"V(n-  l)c^'  T 

~L  Vl-e»riii»i  J' 

80  dass  also,  wenn  man  nach  x  integrirt: 

±f-Va+bf«+,f«=(-3)./;  ,*"'^;' ,  +(p-a»b/;/"'«'  ^ 

y  Vi  —  •••lii*x  yVl  —  e*an'^ 

Setzt  man  hier  £=:sinx,  cosx,  tgx  und  beachtet  die  obeU  gefundenen  Wertbe 
von  a,  b,  o,  so  hat  man : 
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yl  —  e*siii*x 


■—2    ^  -    ■     _      .   n--4 


/'     rin  idx  n— 2  1+e'    /*   sin       i^x  n"-3      /*  sin       »8x 

Vi  — e>sm»x''n— 1      •*    /  Vl^e'wn'x^C^— 1)«V  Vi— e»»in*x 

+  (^lxJVl-(l+e«)*in»x+e».in*"x, 

/*    cot'^x8x  n— 2  2e*— 1  /*  cog"~"x8'x         n— '3  1  — e*  r  cos'     x8x  ^| 

Vi— e»»iii»x~»  — 1       eV  y  Vi  — e'iin'x      «^^     e* ./ Vi— t>»»lii»x' >  n^) 

+(^iri)P  V(l-e')-(l-2e»)co«'i-o'coi«x. 

/'      tg'x8i       _     0—22—6*  r    tg'~  »8i        n  — 3      1      /•   tg'     »6i      ! 
Vi— •••to'x"     a— 11- ey  yi_e»,ia«,     n-1 1— e»/ y i_et,in«, 

+(,-C-.')  Vl+(2-eV«g'x+(l— '„g«,. 

in  welchen  Fonneln  die  letzten  Glieder  auch  heissen : 

IIP       »cosxVl — e*ain*x      co«       xsinxVl — e'sin'x      tg       xVIt"^**'"'^ 
(n— l)e*  •  (n  — l)e*  '    (n— l)(i— ^)co8»x  * 

Dabei  setzen  wir  nun  n  als  positive  ganze  Zahl  Toraus,  obgleich  die  Formeln 
unbedingt  gelten.     Alsdann  fuhren  dieselben  schliesslich  auf 

y8x  r        |8x  P       ^'8x 

Vl-e»8in»x'  y  Vl-e*«n^'   y  Vi— «'«in'x 
Das  efste  dieser  Integrale  gehört  zu  den  unmittelbaren  elliptischen  Integralen ; 
das  zweite  lässt  sich  nach  §.  40  bestimmen ,  *  während  für  das  dritte  matf  hat : 

/'     sin»x8x             1    r         8x                 1     Ay- r-T  u 
—  =~t                      — i  Vi  -e*8m»x8x. 
Vi  — e»8in»x      «V  Vl  —  e^ün'ii      «V 
/'     cos*x8x             r         dx r     8in*x8x 
Vl—«'«n»x     y  Vi— e»8in»x     y  Vi— **si^»^* 
/-      tg'x8x                   1       A,,— ,:^,_          1       Al-^o»8in»x-e»8in»xea8>x),, 

yVl-e»8in»x         l-ey  1-«!/        cos^Vl -e»8lli»x 

=  — -^,  /Vl-e*8in«x8x  +  --J— ,tgx  Vi  — e*8in*x. 

Die  Reduktionsformeln  (k)  gelten  natürlich  auch  für  ein  negatives  n.  Setzt 
man,  um  dies  klarer  hervortreten  zu  lassen,  — n*^-4  an  die  Stelle  von  n,  so  zieht 
man  leicht  aus  denselben : 

f-^—^ =  "— ?(l+e«)  /    ,    ,^'    

J  sin  xVl-e*"n*«      '''"  ^  "^       xVl      e'sin'x 

^n— 3   ,    /* 8x  cosxVl— ^*»hi*' 

""^^^Vgin'^-^xVl^^^VÜi*"^"    (n-l)sin'""*x 

/'       .      8x ^      »—2  2©»— 1  /* 8x 
COi-xVl-***i*«"         '"^    ^-«V   C08*'"'xVi;^riPi 

n  — 3     e*.     /^ Ol 8inxVl— e^»ln'' 

—  s» 

*  Man  setz«  za  dem  Ende  fOr  ^  =  sinz  :  cosx  =^s,  für  {  =  eosz  :  sinx  =  z,  fQr  ^=tgx : 
cos  X  =  z. 
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Reduktion  too  /^,  wenn  i  =  A+Bx-|-Cx»+Di»-|-E«*. 


so 

2 
f 
1 


im  Produkte  der  zwei  letzten  Faktoren  enthaltene  Glied  mit  z  ausfalle,  wozu 
nothwendig  ist,  dass 

(._h)(._c)_„.(b-d)(c-d)=0..'=^=^^, 

dann  ist  jenes  Produkt 

(a-b)  (a~c)  (l-|-x*)+«  [(c-d)  (a-b)+(a-o)  (b-d)]  .(1  -i»)4-4i»(b— d)  (c-d) 
(1  H-  z»)  =  2  (a  -b)  (a-cj  (1+x»)  +  a  [(c-^d)  (a-b)  +  (a-c)  <b-d)]  (I  —  •*)  =   ' 
2(a-b)(a-c)+a[(c-d)(a-b)-|-(a     c)(b-d)]+[2(a— b)(a-je) 
-«  j(c-d)(a-b)  +  (a-c)(b-d){]E». 

Die  Grössen  (a  — b)  (a— c),  (c  — d)(a--b),  (a — c)(b  — d)  sind  alle 

positiv;  setzt  man  also  a  auch  positiv  voraus,  d.  h.  =  \/  rv Z!d^  /* Z d  ' 

ist  

2(a-b)(a-c)+a  [(c-d)(a  -b)+(a-c)<b-d)]=a  WW^i^^i+V^^iF^) 
2(a-b)(a-c)-a[(c-dXa-b)+(a-c)(b-d)]  =  -  a[^  V(«-  d}(a-b)+VJt^jOl^); 
80  dass,  wenn  zur  Abkürzung  .  '      • 

^   .^y(^:^dr^::=^)^Y^c)(b-'d) __     (a-c)(b-d)-(c-d)(a'S) 

y(c_d)(a-b)+V(»-c)(b-d)     [V(c-d)(a-b)+V(a--€)(b^]' 

=  (a:--d)(b  — c) 

LV(c-7d)(a~b)+V(a-c)(b-.d)J' 
gesetzt  wird,  wo  also  e  positiv  und  <  1,  man  hat: 

A  +  Bx  +  Cx«+Dx»  +  Ex*l8«J   ~  eL  V(c- d)  (a-b)+ V(a-c)  (b -d)]* 

1  _  4e    1  ^ 

•  (l-x*)(l      eV)""E(ä— d)(b-c)*(l-t»)(l— e*!»)' 

und  man  hat  daher  das  folgende  Schema: 

x-a^^l— z  \A^  -  a)  (c  -  a)    ^      V(c->a)  (d  — b)-^  V(d~c)  (b  — aj 

x  —  d"""l+z'"~  V  (d-b)(d  — c)'®~  \/(c-a)fd      b)+V(d-c)(b--a)' 

r 8x ^  2|/e  /*  &i 

y  VA  +  Bx-t-Cx«+Dx»+Ex*      VE(d— a)(c-bj /  Vd  — »•)(!— e»l^' 

Was  die  Gränzen  von  z  anbelangt,  so  wird.,  wenn  x  geht  von  — od  bis 
a,  z  gehen  von  0  bis  1 ,  und  wenn  x  geht  von  d  bis  -^  oo  ,  z  von  —  1  bis  0. 

2)  X  liege  zwischen  a  und  b.  In  diesem  Falle  ist  (x — a)(x — b)(x— c) 
(.\  —  d)  nothwendig  negativ,  also  muss  £  negativ  seyn.     Man  setze  nun 

b— X         l-x          b+aa+(b  — aö)!      8x  2a(b  — a) 

=  a- ,x  = 


X  — a~     1  — z'  l-|-cH-(l-a)i    •    8z  ~  [!+«  +  (! —a)«!-» 

woraus  nun 

__         (b-aXl  +  z)  c(b-a)<l.->z) 

(b~c)(l+z)  +  «(*-c)(l^i)  ,^(b-d)(l.+z)+a(a-^d)(l-i) 

*  l-|-a-h(l  -a)z  '  lHr«+(l— «)a 

80  dass,  wenn  wieder  a  so  bestimmt  wird  aus 

(b-c>(b-d)-«'(a-c)(a-d)  =  0,«=\/p^^5S^' 

w    (c — a;(d— .a> 

man  zugleich  beachtet,  dass  dann    . 
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(b— c)(b— d)4ft[(a-c)(b--d)+(b~()(a— d)]+a»(a-^c)(a— d) 

=  «LV(a-c)(b-d)  +  V(b-c)(a-d)]^ 
(b-c)(b— d)-tt[(a— c)(b-.-d)  +  (b-c)(a~d)]  +  tt^(a^c)(a~d)=: 

-.«LVla-c)(b-d)-V(b~c)(a~d)]', 
und  man  setzt: 

^^  V(a— c)  (b-d)  — V(b"~c)  (a—d) 

V(a~c)  (b-d)4-  V(b~c)(a-d) ' 
man  haben  wd: 

.   (x-^a)(x— b)(x-e)(x- d)=-^a(b--a)'(l —»')«[ V(a-c)(b—d) 

+V<b-e)(a-d)J'(l-e»«'), 
und  da  auch 

(d— c)(b— a) 


e  = 


[V(a-c)(b~d)  +  V(b-c)(a-d)jV 
so  erhält  man  jetzt  folgendes  Schema : 

b-x^^l->i     ^^\Ac-h)(d-~.\>)     ^      V(c--a)(d^:ib)-V(^b)(d~a) 

^-»        H-«'  ^   (c-a)(d-a)'  V(c-a)  (d-b)+ V(c-b)  ^d-a)' 

y8x 2V/e  ^_    /• Öx 
Va+Bx+Cx»+Dx»+Ex*""  V-E(<J-c)(b-a)y  V(l  — O  U— e»x»/ 

Dabei  liegt  z  immer  zwischen  —  1  und  +  1 ,  -e  <  1 . 

3)  X  liege  zwischen  b  und  c.     Jetzt  muss  E  positiv  seyn  und  man  er- 
hält ganz  in  derselben  Weise :  

c^lf^^lzii  ^^\/(d--c)(c-a)  V(d-b)  (c'^rr)^  V(Tr-c)  (b-a) 

,-b        l  +  x'  V   (d-b)(b-a)'^        V(d-b)  (c-a)+V(d-c)  (b-a)' 

/; 8x 2v;e p 8  £ 
VA-fBx+Cx»+Dx*+Ex*"   VE(d-a)  (c-b)  J  V(l  —«0  (1  -e*z*) ' 

z  zwischen  — 1  und  +1»  e<  1. 

4)  X  liege  zwischen  c  und  d.  Jetzt  muss  E<0  seyn  und  man  hat: 
d  — x^^l  — g  ^^-4  /(T^a)(d— b)  V(c-~a)  (d— b)  — V(d>-a)  (c  -  b) 
»-«"""l-«.'''"' ^  (c  — a)(c  — b)'  ®~y(c-.a)(d-b)+V(d-a)(c-b)' 

/; 8x iye r ex 
VA4-Bx  +  Cx»+Dx»+Ex*""  V-E(b—a)(d  — cjy  V(l— «*)  0— •*«*) 

IL   Die  Gleichung  A  +  Bx  +  Cx'  +  Dx'  +  Ex*=0  hat  hur  zwei 
reelle  Wurzeln:  'a<b,  und  zwei  imaginäre:  m+\ii,  so  dass. 

A+Bx+Cx»-t-Dx»4-Ex*=E(x— a)(x— b)[(x-m)»+ii»], 

wo  natürlich  n '  >  0.     Man  hat  nun  folgende  Fälle  zu  unterscheiden : 

l)  x<a  oder  > b,  so  ist  E  >  0,  und  man  setze  wieder 

X— a  .     1  — X  a  — gb+(a+«b)x   8x 2g(b— a) 

X— ^■""l-f-«'*""    l-a+(l-h«)x   *8x"'[l^a  +  tl+a)x]=' 

so  ist» 

XXI     1      [a--ab  —  m+ma  +  (a-hab  —  m~-mtt)z]'+p'U  -«  +  (>+«)»]' 
(X  —  ni)*-t-n  = =- \  /^  _L_  X  ii '* 

80  dass  wenn  a  aus  der  Gleichung 

(a  —  ab  — m-|-ma)(a+ob— m  — ina)-{-n*(l— «*)  =  Ö 

bestimmt  wird^  aus  der  folgt 


/«     _«.\»_L-«: 
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Reduktion  tob  I ~^,  wenn  I- A+Bx+Cx*+Ds>-|-Ex*. 


und  man  zur  Abkürzung  setzt : 

(a  — ab  — m+ma)*+n«(l— a)*=:j9*,  (a  +  ab  — m— nia)!+n»(l +«)»= /, 

man  hat 

[1  — of  +  (l+a)x]* 

SO  dass  also  hier: 

»— a_^l--z    ^^-|  /(ä  — in)*+p'       /*        8x 

X— b      "l  +  z*  '^'^  V  (b-m)*+n*'  J  Va-|- Bx  +  Cx"+Dx»+ix* 

-  ^ll?  /*  8z 

z  zwischen  —  1  und  +1. 

2)  X  liege  zwischen  a  und  b.  Ganz  wie  so  eben  hat  man,  da  jetzt  E<(): 

Va+Bx+Cx^+Dx^  +  Ex*"  V^^J  V(1— «'Xr^'+r*!^ 

III.  Die  Gleichung  A  +  Bx  +  Cx'  +  Dx«+Ex*=Ö  habe  die  vier 

imaginären  Wurzeln:  ni+ni,  m'+n'i,  so  dass 

A+Bx4-Cx*+Dx»-fEx*=E[(x— ni)»4-n*l[(x  — in')'+n"],.E>0. 

Man  setze 

X — n>_14"«z  n(l +«»)+"(« ~»)     8x     nQ-j-c*) 

n     ""  a  —  z  '     "  a — z  *    Öz""  («  — i)*  ' 

.          .,  ,     ,     n»[(«-z)^+(J-haz)«]      n»a+tt»)(l+«') 
so  .st  (x-m)  +n»= ^j^-^p =  («_.)« ' 

_     A«V    ,,     [n+ma~m*a-Hm'+P«— 'P)«]'+n**(«~^* 
\x      m;  -t-n    -  (a— z)» 

so  dass ,  wenn  a  ans  der  Gleichung 

(n-fma — ni'a)(m'  +  na — m) — <i'*a  =  0 

bestimmt  wird,  man  hat 

(x— m')'+n'»=Ct31l',  /?«=(n-fma— m'a)»+n'*a»,  y*  =  (m'+no'— in)«+n'*. 

(a — z; 

Was  a  anbelangt,  so  gibt  obige  Gleichung ■ 

n^»-f(n,-,m^)»_n»+V4n»(ro  — mV»+[n'»+(m^m;)»— ny 

Setzt  mafi  nnn  die  angeführten  Werthe  ein,  so  ergibt  steh  (wo  die 
Wurzelgrösse  positiv  zu  nehmen  ist): 

J  Va  +  Bx+Cx*  +  J)x'+Ex*~  ^       E    y  V(l  +  jt»)(^»-|-y»,«) 

Was  /?'  lind  y'  afibelangt,  so  ist 

/*»-y»=[n*— (m— m')»— n"](l— a»)+4n(m-m')«  =  [n»— (m— ra')'— V«](f+«-; 
-♦-2  [n'»-|-  (m  — m')'  — ö*]  a*  +  4n(m  —  m)a  =  [n»  —  (m  —  mO*  — n**]  (1 +«»)-f 
2nCm  — niOa(a»— l)+4n(m— m)a*=  [n*— (m  — mO*— n'»]  (l+a«)+2n(ni  — ui'b 
(l+a*)  =  (l  +  ««)[n«— (m  — mO*-n'*+2n(ni  — m^ol. 

*  Die  Gleichong.  welche  a  besiimmt,  ist 

In'— (m  — m')»— n'*]a-i-n(m  — m')«*  — (in  — ntOn==0. 
woraus  folgt  rn'*4-(ni  — m')*— nna  =  n(in  — m')(a*— 1), 

[n'*-+-(m— m')'  — n^«'=n(m  — ni')a(a*— J). 
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Kun  ist  aber  l+a*>0;  ferner,  wenn  man  obigeR.Werth  von  a  ein- 
setzt : 

n*  — (m  — m')  — n*+2n(m--m')«  =  V4ii-(ni  — m')'+[n'»-|-(m  — m')*— n*]», 
also  auch  positiv,  mithin  /?*«—/' >0,  d.h.  ß'^>y^. 

~ 

VA4-Bx  +  Cx»+Dx' 

Man  wird  leicht  beachten,  dass  es  im  Vorstehenden  in  Wahrheit  nur 
darauf  ankam ,  die  Integrale 

/; ex r ex 
V±(x-~*)U-b)(x~c>(x-d) '  J  V±(x~a)(x-b)[{x~iii)»+n 


A 


] 

ex 


V[(x-in)«-H-liT  [(x-m')Hii'*]. 

umzuformen.     Femer  ist  klar,  dass  wenn  man  in  dem  Ausdruck  ' 

E(x-a)(x-b)(x  — c)(x  — d) 
1 

setzt  E  =  6,  a  =  - und  dann  e  zu  Null  werden  lässt,  derselbe  zu 

(ex+l)(x-b)(x~c)(x-d)  =  (x-b)(x-c)(x-d) 

wird.   Je  nachdem  nun  die  Wurzeln  von  A+Bx-|-Cx'+^^*'  =  ö  beschaf- 
fen sind ,  wird  man  haben 

A+Bx-hCx»+Dx»  =  D(x— b)(x  — c)(x— d)oder  =D(x  — b)[(x— iii)»+n»]. 

und  man  wird  für  E  =  «  und  a  = diese  Grössen ,  in  denen  D  wegge- 

lassen  ist,  unmittelbar  aus  dem  Frühern  enthalten,  wenn  man  e  =  0  setzt. 
Daraus  folgt  nun  leicht :  . 

IV.  Die  Gleichung  A+BxH-Cx^+Dx«  =  0  habe  drei  reelle  Wur- 
zeln: b<c<d;  sodass 

A  +  Bx4-Cx»+Dx»=.D(x  — b)(x— c)(x  — d).    . 

Dabei  sind  nun  folgende  Fälle  zu  unterscheiden  : 

1)  X  sey  immer  grösser  als  d,  ^o  dass  D>0.   Setzt  man  in  I.  1):  E 

=:e,  a  = and  lässt  dann  6  =  0  werden,  so  ergibt  sich  das  folgende 

Schema,  wenn  man  statt  des  Faktors  x  —  a  geradezu  l  setzt,  oder  statt 

a 

a  :  — : 

8 


_l 1  —  1  1  Vd  — b-^Vd  —  c  c— b 

*-d""l  +  «'""  V(d-b)(d-.c)'''~Vd3b+Vd^''lVä=b+\/d="cJ'' 

/; 8x 2Ve r  ez 

VA-|-Bx+Cx«+Dx» ""  VD(c-b)y  V(l— x»)(l  — e»f»)* 
2)  X  sey  kleiner  als  b,  also  D<0.     In  derselben  Weise  erhält  man 
aus  den  Formeln  in  L  2) : 

b  — x  =  ar---— ,  «=  V(c-~b)  (d      b),  e=  — 


14.,—  r.^      "/v-      "''^-   Vd=^+V^^=^     [Vd=b-hV^=bJ* 

/; dx 2ve        f  e« 

Va+Bx+Cx»4-Dx"»  ~  V-I>(<*  — c)/  V(l— «»)(1— e»x')' 
3)  X  liege  zwischen  b  und  c,  also  D>0.     Aus  den  Formeln  in  I.  3) 
folgt : 
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c— »        l~g  .^/d~c  Vd  — b  — Vd  —  c  < 

x-b-"i+z' ''-  V  d-b' """  virrb+Vd^=^"rvd:^ 


Vd-b+Vii^=^    [yTTb+Vd^]'' 

Va  +  Bx+Cx«+Dx" ""  VD(^-^ y  V(l -*«)(!      e«i«)' 
4)  X  liege  zwischen  c  und  d ,  also  D  <  0.     Aus  I.  4)  folgt  : 
d— X        1—1       _\  /d— b  Vd  — b— Vc  — b 

7r^-«l  +  x'"-   V  c~b'  "^  Vd-b+Vc-b* 

Va+Bx+Cx*+Dx» "  V-D(d-c) y  V(l-i»)(l— e«,«/ 
V.  Die  Gleichung  A+Bx4-Cx'+Dx»  =  0  habe  nur  eine  reelle  Wur- 
zel b.     Alsdann  ist 

A+Bx  +  Cx»+Dx»  =  D(x-b)t(x-iD)*+n']. 

*    1)  Sey  x>b,  also  D>0,  so  folgt  aus  11,  1): 

-^  =  «rX7,«=^. L==.  /?»  =  2[l-ftt(b~m)],y»  =  2[l~a(b-i»»)], 

Va+bx4-Cx*+Dx»  ~".  vT>y  V(i-«')Q»*+r*«^' 

2)  x<b,  also  D<0,  wo  nun  aus  IL  2)  folgt: 

b— x  =  oi^,a=  V(b  — m)*+n*.  /?«  =  2o*-2o(b  — m),  y*  =  2a»  +  2a(b-ni). 

/' 8x 2Ve      r  .8i  ^ 

Va+Bx+Cx»+Dx» ""  V- D y  V(l  — a»)0>»+y»«?)* 
Aum.    Man  kann  sich  leicht  üborzengen,  dass  die  in  IV.  und  Y.  behandelten  FMe  ridi- 
tig  gel08t  find»  wenn  man  direkt  lobstitnirt,  lind  wir  woUen  dies^nm  kein^ei  Unklaifaeit  xo 
▼enirsachen,  doch  noch  knrz  andeuten.^ 

1)  x  =  — — ' — r+d,  r-  =  -7^ Ti.  X— b=    /,    .  ,x+d  — b>  »^e=--jr r-hd-c. 

a(l  — i)  8  z      «(1  —  %y  «(1+x)  a(l  —  i) 

nr,    M^    nw,    A\    T,n+«tf-b)+(i-i»(d-b))«][l+c(d-^y+(l~-«(d--c)M(l^) 

D  (x—b)  (x— c^  (x— d)  =  D a}{\—'%y 

J\ 4-(Vd^b-Vd~c)x](i-«') _2 

Vd^^  Vi-b.a»(l-i)* 


D(Vd— c-t-Vd  — b)Hl— e»)(l+ez)(l  — 1»)       D(c— b)(l  — e»x«)(l— i«) 

yjri^yfirb.«»(i— z)*  ~  «*e(i— »)* 

2)  x  =  b^^^^^~^;  D(x-b)(x-c)(x-d) 
a(l~«)[b— c— a+(b  — c+«)zl[b--d— a+(b— d+a)ij 

jDtt(l  — »')Vc^Vd— b[--Vc— b~Vd— b-KVd^~  Vc— b)«Jj 

_\ [_yd~b—  Vc— b+(Vc— b— Vd—b)  z] ] 

(l+z)* 


Dg'd  — z»)[Vc-b+ Vd~b]H--l+ez)(— I— ei) 
Da»(l~z»)(l— e'z'K,        ,      8x  2a 


(d-c).    -  = 


e(l-f-z)*  '        "'*    8z~(l  +  i)»" 


>^  .•  '  Redoktioo  tob  /-j2=t  Mf  ^Hptkebe  Integrale.  4g5 

c+ab-l-(c  — ab)i     ,        ...         .,        ., 

tt(c— b)»(l  — z»)[c— d4-a(b—d)^[c  — d-o(b  — d)j  i] 

a(c~b)«(l— 1»)  [«»+«+(<»»>-«)  a]  (d-b)     a»(c— b)^(d->b)  (\—z*)  [(1+a)»— (1— a)»a«J 
[l+«+(l-«),p.  -  |;i4-«-^(l_«),]4 

a>0"bg)*(d~b)(c~b)»(l->2»)(l-~eV)      a'(c-b)»(l~g')<l— eV) 
•[l+«  +  (l~a)z]*                    -        e[l+«  +  (l.-«)z]«       • 
8x  _  2tt(c— b) 

8«'"H+i«+(l-a)z]'' 
4)  Wie  unter  Nr.  3.  • 

5)  *  =  ii~)+^'  (x-b)[(i-m)»+ii»] 

_(l+')[(l+«+«(b-m)(l-E))»+D'tt»(l-z)^] 
"  '      «»(I— z)» 

(j'-a«)[(l+z)»4-2n(b-m)(l-z»)  +  (l-»n      0 -Or/g'+y'z«]    £x  2 

«»(1— z)*  ^""         «*(l-z)*^       '  8«-o"(l-z)'* 

>•  Hieraus  ergibt  stth,  dass  das  Iptegral/^  .  ^  ,  ,  so 

k  6  ».  .  6     y  yA^Bx+Cx»  +  Dx»+Ex* 

wie .  I  ^  /       —  ilnmer  auf  eine  der  drei  Formen 

J  Va+Bx+Cx»+Dx» 

r  '   ^'        e'<i.  r       ^'   •  ^»  /    .  e» 

zurückgeführt  werden  kann.     Die  zwei  letzten  kann  man  dadurch,  dass  man 

/?' als  gemeinschaftlichen  Faktor  heraussetzt,  d.K.  /^'+y'z'  =  /9'ri-|-|ji'J 

schreibt,  noch  etwas  vereinfachen,  so  dass  man  schliesslich  nur  die  Integrale 
öz r  8z  f 8* i 

V(l-z*;(l-e*z«/  y  V(l-i»)(l+k»z«)'  y  VO +  «*>(! +e»««)' 

in  denen  e'  <  1  ist ,  zu  betrachten  hat.  Dabei  liegt  für  die  zwei  ersten  z 
zwischen  ~,1  und  -|~  1>  ^*  b.  da  dieselben  nur  z'  enthalten,  z  zwischen  0  und 
1  (§.49,  yil),  tür  das  letzte  kann  z  alle  möglichen  Weräie  haben.  Um 
nun  diese  Integrale  ^uf  elliptische  zu  redüziren ,  setze  man  in  denselben  be- 
züglich 

z  =  sin9,  i  =  eof9>  x  =  tg9 

und  hat 

V(l— z»)(l  — e^z»)     y  cot9»Vl  — eMn«9 ""y  Vi— e*im»9»' 

/; 8z r        -~gin»89> /*  8y 

V(l— z*)(4+k»z»)'"y8ln9Vl+k«cos»9""      y  Vl+k»— k»ito*f) 

-1         ^  8y 

Di«Of  »r,  DUTerential- tt.  iBtefral-RecliBiiBf.  80 
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f     _      ^9 

welche  drei  Integrale,  in  denen  y  zwischen  0  und  y  liegt,    zu  den  ellipti- 

sehen  Integralen  der  ersten  Art  gehören,  da  e',  fXY»'  ^  — ^*  ^'^i°^r  **s 
1  und  positiv  sind. 

§.  102. 
Gesetzt  nun ,  man  habe  das  Integral 

f(x)8x 


Jv^ 


(a) 


Va  +  Bx  +  Cx*4-Dx'+^x* 

in  welchem  E  auqh  =0  seyn  kann,  und  wo  f(x)  eine  rationale  Funktion  vou 
X  ist  von  der  Form  der  in  §.  37  betrachteten  Brüche,  also 

tt  \ _ &+bx+cx>+.... 
'^'^-«+^x+yx^+....' 

80  ersetze  man  x  durch  z,  wie  es§.  101  verlangen  würde,  damit  VX+TT+Ex* 
auf  die  Form  V(l±z*)U±e*«*;  reduzirt  werde,  so  wird  *f (x)  immer  noch 
eine  rationale  gebrochene  Funktion  von  z  seyn ;  alsdann  ersetze  man  z  durch 
siny,  cosy,  tgy,  je  nachdem  es  V(>±«')Oi'e'**)  verlangt,  so  wird  das 
Integral  (a)  auf  das  folgende  reduzirt  seyn : 

,y  vi-e*8iiiV     ^ ' 

wo  F  eine  rationale  gebrochene  Funktion  von  sing),  oder  cos 9^,  oder  tgy 
ist.  Zerfallt  man  dieselbe  nach  §.37  in  Partialbrüche,  so  wird  man  die 
Integrale 

/'    gJn'^ySx             r      coa'y8y            /*    tg°'f)8f)  P 8» 

Vi— •*«n'i'  y  Vi— e»iiü»7'  y  Vi^e*sin*9'   y  (a+sin^^'Vl  — e'«n'f 
/; 8y  /^^ 8»  /*  (A^nyH-B)8» 

(a  +  cos  f))"y  1  —  e*«in V  ^  (a+tg9)'Vl--e*sin'^'y  ((8inf)-ha)'-Hb»j'Vf^^e^ 

/rAco8y-j-B)8y P (Atgy4>C)8»  . 

[(co8ii+a)'+b*]"Vl~e»sin'7'  y  [(tg»»-[-a)--hb«|"Vl  — e^sin»». ' 

Su  ermitteln  haben,  und  wenn  man  alle  diese  Integrale  zu  bestinamen  im 
Stande  ist,  30  darf  oflfenbar  die  allgemeine  Aufgabe,  das  Integral  (a)  zu  be- 
stimmen ,  als  vollständig  erledigt  angesehen  werden.  Was  nun  diese  Inte- 
grale anbelangt,  in  denen  y  nur  zwischen  0  und  -^  liegt,  so  sind  durch  die 

Formeln  (k)  des  %.  100  die  ersten  drei  bereits  bestimmt,  während  die  For- 
meln (k')  desselben  §.  die  drei  andern  bestimmen  würden,  wenn  a=0  wäre. 
Um  für  den  allgemeinen  Fall ,  in  dem  a  nipjit  —  0  ist ,  Reduktionsfor- 
raeln  aufzustellen ,  beachten  wir ,  dass 
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sm9> 


~  KZ  I ;=r^  1  = —  fn~1+a(i-f-e»)«i 

— <n  — 2)(l+e*)tib»9  — 2|ie*sinV+(n  — 3)e>sm*9]. 

Man  setze  nun 

n— l+a(l+e*>riii»  — (n— 2)(l+e«).Hn'»»— 2ae*ßln»9+(n— 3)e»8iii*9  =  A 
+  B(a+siiiv)+C(a+sin9)'+p(»+sin9')'+E(a4-sinf>)«, 

SO  erhält  mao,'  indem  man  die  Koeffizienten  derselben  Potenzen  von  y  ein- 
ander gleich  setzt: 

(n— 3)e*  =  E,— 2ae*^=4aE4-D,  ~(n— 2)(l  +  e*)±=6a*E4-3aD+C, 
a(l+e*)  =  4a»ET|-3a»D+2aC  +  B,n  — l=Ea*H-Da»+Ca»+Ba+A,. 
woraus 

E=(n  — 3)e»,  D  =  — (4n  — 10)ae»,  C  =  (n  — 2)(6a»e»~e*— 1), 
B=:<2n  — 3)[l+e*— 2a'e«Ja.  A  =  (n— 1)(1  — ft=)(l  — i«e«).  , 
»o  duss  also: 

_coM^5E^=(„_,)(,_V,(l^a'e')/* —^'- 

(a+«in«p)  J  (a+iiD»>)  Vl--e»»inV 


+(2n-^3)a(l  +  e*— 2a«e*)  /- ^'?^  '    - 

+(ii-2)(6aV-e»-l)  / ,   ^^ 

•/(a+siiif.)      Vi  — e»«ii* 


(c) 


+ 


•/ (a+liiif>)       VT^e*8iD»9  •/.(a+tinv) 


8^ 


Vi— e'smV 
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welche  Formel  eine  Beduktionsformel  för  f- ^  ^  darbietet. 

J  (a^sin^  Vi  — e'sinV 

Sie  fuhrt  bei  fortgesetzter  Anwendung  (bis  zu  n  =  2)  schliesslich  auf 

ylj 8^ l     r         8»  /*(a+8iny)8y       Aa-hMn9>j>89> 

(a  -t-  sin  f))  Vi— e*sinVV  V^— e*li^ '  /  \\  -  e*«n»ii  V  Vl  —  e'sinV  ' 

von   welchen  Integralen  die   drei  letzten  bereits  in  §.  100  behandelt  sind. 
Das  erste  gibt 

y*^ _8jp r        Jbp  ra-siny"!         P  89 

(a+sin 9)  Vi  -eUin^^J  Vi— e»8iiivL**— "°'»'J"' V (a*— rin^y) Vi^e«5^ 

y  (a»  - 8in*y)  Vl---e^2n«^ ' 

von  denen  das  erste  zur  dritten  Gattung  der  elliptischen  Integrale  gehört, 
das  zweite  aber  nach  §«40  integrirt  werden  kann  (cos(p=^x  gßsetzt). 

Ganz  in  derselben  Weise  erhält  man  auch  folgende  Reduktio/isformel : 
4rin»Vl-e>8in»»  f 85 

(arf-cosflp)  ^  (a-f-coBfi))       Vi  —  e*»in*f> 

+  (4n-10)ae'/* .Jf^ 

•/  (a+cos9)       Vi  —  e*iln*9 

+(n-2)(2e»-l-6a«e»)A-^ ^  j^  ^     ■ 

•/  (a + cot f^)       Vl^e*«" V 

30« 
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-i-(an-3)(l— 2e»+2a*e*)a/ -^ 

•/  (a  +  cos  9>)       VT^e»8ui V 

H-(n-l)(l-a»;(l-  e«+a'e*)/* /^  (d) 

J  (a  +  cot9)  VT--e*tin»f> 

Diese  Reduktionsformel,    die  noch  f&r  n  =  2  anwendbar  ist,    führt 

schliesslich  auf  die  Integrale 
r  8» r         ey  /*(a+co8»)8y      /*(a-t-co»»)»8» 

/(a  +  cos»»)!/!  -e'iinVV  Vi— e»süi»f)V  Vl-e*sin«9V  Vl-e'iin'v' 

von  denen  die  drei  letzten  in  §.  100  schon  behandelt  wurden,  und 

/\ ^ r         (a-~coi»)8» 
(a  -\-  cos  v)Vl— e*sin*^  "  J  (a^  —  co8»v)Vl  —  e'si^ 
/l 89 /* cos  f)  8  9 
(a«- 1  +sin'f)) Vi  - e»sin»f)     /  (a*-cos»9)Vl— e»si^' 

wovon  das  erste  zur  dritten  Gattung  elliptischer  Integrale  gehört ,  das 
zweite  nach  §.  40  integrirt  werden  kann  (wenn  man  sin  9  ~  x  setzt).  Femer 
hat  man  in  derselben  Weise : 

Vi  — e*«in*f)  /        ow.         XX  /*  8«' 


izi£^'^_=_(„_S)(l-e«)/'-  _      

(a+tgy)       cosV  ^   (a-htgfi))       Vl-~«*"°*^ 

H-(4n-10)a(J-B«)/ -1? __— 

^  (a  +  tg9)       Vl~-e«s!n»9 

—  (n  — 2)[2-e»-t-6a'(l— e»)l/^ 

•^  (a 


+  tgy)*    *Vl— e*»in«9 


+  (2D-3)a[2-e«+2a»(I-e»>]r ,  ^^' 

•/    (a  +  tg9»)       Vi— e»sin»9 

~(n--l)[l+i.»(l-e»)J  d+a»)  A^ -Jf____., 

•^  (a+t«*)   Vl-e'iiii*^ 


(e) 


welche  Formel  (für  n  =  2)  schliesslich  ausser  den  schon  in  §.  100  behandel- 
ten Integralen  noch  auf  das  Folgende  fährt  : 

r 8y  _  ^    /*a— tg»  •  8» 

y(a-|-tgf>)Vl  -e*sin*f>     /a'-tg^y  yi_e»sin»9 

/aco«*f) — sinycosf)  89  ^       P  cog*^  Q^ 

a»co.s V - 8iiV"  Vi— e*tin»9  ^  ^J  ä^-(l+a*)sin»9»  Vf— e»sin»9 


-/; 


shi9C0S989 


[a*— (1 -j-a»)  sin  VJ  VT— e»sin*9 
von  denen  das  letzte  nach  §.  40  integrirt  werden  kann  (sin'y^x),  während 

/•_J cos*y8» r        1  — sin*9> 8» 

_^    1      f 8y  ^ i_  A      8» 

1+ » V  [a»-(l  +  a»)sin»9>] Vi- e^in»,.'^! +a V  Vr=^?ii^ ' 
und  also  auf  elliptische  Integrale  der  dritten  und  ersten  Art  zurückkommt. 

Wir  hätten  nunmehr  noch  Redukttonsformeln  für  die  drei  leisten  der  Integrale 
in  (b)' aufzustellen.  Wir  können  dies  jedooh  vermeiden,  wenn  wir  in  den  drei  vor- 
hergehenden a  auch  imagin&r  »eyn  lassen ,  alse  bei  der  Zerf&Uun^  yon  f  (x)  in  Par- 
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tialbrüche  nur  Nenner  von  der  Form  (x-j-a)  zulassen,  wo  a  sowohl  reell  als  ima- 
ginär sejn.kann.'  Dann  gelten  natürlich  dieselben  Reduktionsformeln  (c),  (d),  (e) 
noch,  wenn  auch  a  imaginär  ist.  Da  die  imaginären  Wurzeln  immer  paarweise 
vorkommen,  so  wird  schliesslich  das  Imaginäre  immer  wegfallen.  Wendet  man  aber 
die  Reduktionsformeln  (c),  (d),  (e)  an,  so  gelangt  man,  zum  Ende  auf  ein  ellipti- 
sches Integral  der  dritten  Art,  in  dem  iigaginäre  Konstanten  vorkommen,  d.  h.  auf 

ein  Integral  .der  Form 

89 


/ 


[l+(m+ni)8in»»>]  Vi— «**»**>' 
mit  dessen  Bestimmung  wir  uns  im  folgenden  §.  beschäftigen  wollen. 

§.10:1 

Sey  in-t-ni  =  r(co8e-f-i8ine),  und 

f- — — =r=^K-Li.  (a) 

•'   [l"t"f(cos»-|-i8in»)8in*?»l  Vi — e*8in*fl» 


SO  ist  auch 


h 


*'  =  =  K-hLi, 


[l-("T{eo8a     i8inc)sin'9J  \/l — e'sin*flp 

woraus  durch  Addition  und  Sobtraktion  unmittelbar  folgt : 

(l+rco8gsiD*y.)8y i 

[l+2rco8«sin*f)-|-r»sinV]Vl  -  e*8in*«) '     [ 


-h 


0'  .     -  :(b) 


Y   [l-|-2rcos«sin'flp-|-r*8inVJV^l — e*8in*v 

SO  dass,  wenn  man  diese  beiden  Integrale  zu  bestimmen  im' Staude  ist,  man 
auch  das  Integral  (a)  bestimmen  kann.  Die  beiden  Intf'grale  (b)  gehören 
zu  der  Form 

(M+N8in»f))8»> 


h 


—  - » 


(e) 


^  [l+2rcos»sinV+r'"n*f)]Vl— e'sin'f 

deren  Bestimmung  wir  nun  angeben  wollen.     Zu  dem  £nde  müssen  wir  je- 
doch noch  eine  andere.  Formel  ableiten.     Man  setze 

sin  9  cos  f> 

(1  +  «8in»»>)  Vi— •*«n*f> 
SO  ist 

8^ 1  1— (2-t-tt)8in*f)-Kl+2g)e»siu*y      ae^sin*» 

ö»>~Vl-e'Mii'v'  (l+««n'f))'(l^?*8in*f)) 

woraus.,  wenn  ß,{^e  a)  eine  beliebige  Konstante: 

1        8x      l-r-(2-f  gVin»f)+(l+2«)e>8in*f)~ge»8in*y  1 

and  hieraus,  da  x  =  0  fbr  9>=0  (§.  65): 
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(l  +  a8iii«^)«(l-eW»))-i-/?sm*^(l^»iii*f))  l/UZS^WV  ""7  1  + /?s » '  ^^ 

0  »^  0 

WO  das  letzte  Integral  in  allen  Fällen  leicht  bestimmt  werden  kann ,  and  x 
mid  9  dnrch  die  Gleichung  (d)  verbanden  sind. 

Wir  wolUa  nan  er,/?,  nebst  der  wytem  Unbekannten  /  so  za  bestimmen 
suchen,  dass  identisch 

(l+a8in»»>)*(l— e»8in»9)4-^Mn*f»(l~sln»f))  =  (l+aKiii'gi)(l+a'wii>)(l+7MnV). 
wo  wir  a  und  a'  als  bekannt  (d.  h.  beliebig  gewählt)  ansehen.    Eieraus  folgt, 

indem  man  die  Koeffizienten  derselben  Potenzen  von  sin'^  gleich  setzt: 

aa'y  =  — a*e*,  (a+a')y  +  aa'  =  — ^-fa*— 2«e*, 
a+a'  +  y  =  2a— e»+,9. 

Ilieraas  dann :  y  =  —  — ^,  ß-=a^  —  2e'a — aa^-4-a^e'  ^     .  \    und 

'  aa       ^  - '  aa' 

wenn  man  diese  Werthe  in  die  dritte  Gleichung  «insetet : 

«*[aa'+(a+a')e*+e*J  +  2a(l  — e»)aa'=aa'(a+a'+e«+aaO, 
—  aa'O  -e')±Vaa'{l-|-a>(l+a')(a-|-e»)(a'-|-e*): 


woraus  a  = 


c* 


aa'  +  (a-|-aOe»-f  e»  \  (f) 


and  dann  y= ;  a*,  /^  =  a-f-a'+y-<-e*  —  2a, 

(  a  a 

aus  welchen  Gleichungen  zwei  Werthe  von  a ,  und  also  auch  von  ß  und  y 
hervorgehen.     Mafi  setze  nun 

l--(2+a)giD»»+(l+2c)e*sinV  — ae^sin^f)        1    .       \A  .  B 

(l-|-o8in»v)»(l  — e*sin*9>)+/^"nV(l— sin'f))"^  « '^l+asin»f)"*'l-f  a'sin*» 

4-         ^         , 

SO  erhält  man  zur  Bestimmung  von  A ,  B ,  G : 

l+a(A+B+C)  =  a.a+a'H-yH-Aa(a'4-7)+Ba(a+y)  +  Ca<a+aO=-(2-f«)a, 
a7+a'y+aa'+Aaa'y-|-Baay4-C«aa'  =  (l+2a>ae*,  aVy=— «'e?. 

von  welchen  Gleichungen  die  letzte  wegen  (f)  von  selbst  erföllt  ist;  die  an- 
dern aber  sind: 

•  A+B+C=  g=l.  A(a'+y)+B(a+y)+C(»+*7^-^'^+".'+*+*'+y. 

Aa'r+Bay+Caa'=<i±2fÖf^i!^zJi^l±H+»x"  (g) 

woraus  leicht  A,  B,  C  folgen.     Setzt  man  nun  endlich  in  (e)  ein,  so  erhält 
man  (§.  99) : 

^F(1p.e)+A^(,>.a.e)+B^(9.a^e)-K^<*>•^e)=y~^^  (e') 

.     0         * 
in  welch  wichtiger  Formel  die  Grössen  a,  ß,  y  durch  (f ) ;  A,  B,  C  durch  (gX 

und  X  durch  (d)  gegeben  sind.     Da  die  Konstanten  alle  doppelwerthig  sind, 

so  umfasst  diese  Formef  eigentlich  zwei. 

Man  setze  nun  in  der  Formel  (e^) : 

a  =  r(cos«-f-i8Ür«),  a'  =  r(eote-fisio«), 
SO  folgt  daraus:  .  ' 

aa'  =  rV(l+a)a+»0=l+2rcos«+rV{Ä-|-0(»'4-eO  =  «*+»re»co8«rh''. 

a+a'=:2rW»; 


Ol  := 
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so  dass  in  (f)  : 

r*+2re«cös«+e*      ,     -  '    ^^  ?" ' 

/9  =  2rco8«-t-e*-^  2a— ~  ^. 

r 

Beachtet  man  ferner  die  Formeln  (a)  und  (b),  so  ist  ' 

An(f),a,e)+Bn(»).a',e)  =  A(K-Li)+B(K+Li)=(A+B)K+(B-A)iL. 
1-       /t4        a\»        Brsina — ArRine.        Ba+Aa'        B+A  ,  , 

wo  aber  (B — A)i  = : 1  = : — rcos«,  so  dass  also 

^  rwne  rsjn«  rsina 

KU(9.  a,  e)+BII  (^.a',  e)  =  (A+B)  K+^^^^i^L^^^^rcoM  .  L 

*  rsina  rsina 

-_^ (l+rco>#»m'y)ey 

[14-2rco8»8in»f)+r»Rin*v]\/i  -e^sinV 

+  (A  a'+Ba)  /— !^iB!l±? 


0 


-(A  +  B)/ rco8a8in»»8^ 

wo  nun  das  letzte  Integral  vom  ersten  sich  abziehen  lässt. 

Setzt  man  zur  Abkürzung  A+B  =  f,  Aa'+Ba  =  g,  so  erhält  man, 
unter  Berücksichtigung  der  beiden  Werthe  von  a  die  folgenden  zwei  Sätze: 

(f+g8iii»gi)8»> 


-F(v.e)+/— — ^ 
«  •/[l+2r 


co»aBin*f>+rl8in*v]Vl  -  e*8in*fj 


,_,-  +  Cn(y,y,e) 


(E) 

WO  nun  ^ 


_  — r»(l--e»)+rVa+2rco»e+r^(e*+2re*co8a+r»)    _   e*«* 
"-  r»4-2re»co8«4-e»      '     -   .y—    ,t  . 


^+2re'co8«+< 
^  =  2rca«»-|-e'  — 2o —  — r*. 


<!*•' 


und  f,  g,  C  aus  den  Gleichungen: 

r.r.       «—1  .  r  _i.o  P  2a+g'+2rco8a+y 

0  +  2tt)«e«-(r'+2ryeo»a) 
gy+T»C  = : 

ZU  bestimmen  sind,  und  x  = ,    ■  ^  . ; — r-  **^' 

Eben  so : 

^F(,..)+  f- (f+g'«ü.'.)8>  \        +C>n(,./.e) 

«'        '  '      y  ri-t-2rco8a8m?f»+r»«iii*f»]Vl  — e*«inV 

0 


.   »/l+F.--       ''■• 
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▼0 


—  r'(l-e^)— rV(l  +  2rcosa-|rr*)(e*+2re»C0Kg4-r*)      ,_      ^'»'^ 
"-^  r*+2re»cote+e*  '^~  r*    * 

/r  =  2rcosa+e*  — 2a'-r 5-, 

ß'—l         ,   «      ,«         ^.           2o'+o'*+2reo»e  +  y' 
r  +  C'=^^,g'  +  ry'+2rcos«C'= ■         \, -^  . 


z  = 


« 
8in9>eo8  9> 


(l+a'sin»»>)  Vi  -  e*Mn  V 

Die^Formeln  (E)  und  (F')  geben.die  zwei  Integrale 


f; 


0  )  (h) 

r  (r+g-8iD'y)8yv 

•/[l+2rco8«8inV+r*sm*f)]Vl--«*«inV' 
0 

jedenfalls  ganz  unzweideutig.     Will  man  d^nn  das  Integral  (c)  erhalten ,  so 
setze  man 

MH-Nsiii»f)  =  m(f+gsm*f))+n(f+g'Biii*v), 

d.  h.  bestimme  m  und  n  so ,  dass 

mf+nf  =  M,  mg+ng'  =  N, 

was  imii»er  möglich  jst,  nnd  es  ist  das  Integral  (c)  auf  die  beiden  (h)  zu- 
rückgeführt, also  auch  die  Integrale  (b)»  d.  h.  (a). 

Damit  ist  nun  unsere  Aufgabe  vollständig  erledigt.  Ein  jedes  Integral 
von  der  Form  (a)  in  §.  102  kann  somit  auf  elliptische  Integrale  rednzirt 
werden. 

A  nm.  Man  sieht  leicht,  dass  man  hier  auch  einen  etwas  andern  Weg  hAtte  einsohlagen 
können.  BUdet  man  nftmlich  wieder  die-Gleidmng  (•')  nnd  ersetzt  a  nnd  a'  in  der  gleich  dar* 
anf  angegebenen  Weise,  wodnrcfi  a,  /9,  y  reell  werden ,  so  erhftlt  man,  wim  A,  B,  C  aas  (g) 
f&r  die  iwei  Werthe  von  a  bestimmt  werden ,  aus  (e')  zwei  Gleichungen»  ia  iaiien  die  GrSsieD 
II[9>',r(ep8«-|-'i8ine),  e],  I7[9,r(cose  —  isine),  e]  Torkommen,  wahrend  F(f»,e),  I7(gi,7,e) 
reeU  sind.  Ans  diesen  zwei  Gleiehnngen  lassen  sich,  aber  die  genannten  zwei  Grössen  bestim- 
men ,  wodurch  die  Werthe  von  K  nnd  L  in  (a)  unmittelbar  eihahen  werden. 

§.  104. 

Zwischen  den  elliptischen  Integralen  der  drei  Arten  bestehen  BeziehuD- 
gen,  die  wir  schliesslich,  ehe  wir  zu  Anwendungen  übergehen,  noch  ableiten 
wollen. 

Zunächst  aber  wollen  wir  bemerken,  dass  man  ganz  in  derseljben  Weise 
wie  in  §;  102  folgende  Beduktionsformel  beweisen  kann : 

^^^gl^^^^^^'^=(2n-.2)[a+a>(l+e«)+a»e»]/ ^^    >  • 

(a+iin»f»)'  ^  (a+siiiV>'  VJuTe'rin'f 

-(2n-3)[l+2a(l+e»)+3a»e«]  /-  ®* 

J  i 


+2(n  — 2H3ae»+l+ft»)    '—^ —  ^^^ 


a+sinV)""*Vl  — «»ain»^ 

— ' 1 — . — *^  »_ 

(a+iin»f»)''~Vl  -  «»liaV 


i 
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-(2n-5)e»/ --^  -      Ca) 

J  (a+sinV)       Vl-e»sia»^  , 

Setzt  man  hier  n  =  2,  —  fär  a  und  dividirt  beiderseitig  darch  a,  sp  er- 
hält  man ; 

siny CQgf)  Vl^e*Bin*y  _  orft^-f-aQ  +e»)+e*'l     C       8» 

*    l+&8in»»>  ""    L  a'  J  y  (1  +  a8iii«»)^Vl— e*«lnV 

ra»+2aa  +  e*)+8e«n|    r  ■         e»  e^  Al4-a»m>»)8f>     ..> 

Aus  dieser  Fornael  folgt  nan,  da  die  erste  Seite  Noll  ist  fUr  9=0,  dass 
man  die  Integrale  als  bestimmte  innerhalb  der  Gränzen  Null  und  9  ansehen 

kann ,  wodurch  etwa  för  a  =  —  e *sin  'a : 

V 

(l+cog»a)(l-e*siD*«)H-co8»g    /* 8y 

e*8in*a  /  (1  — e»8in*a8iD»v)Vi^«*Riö*i 

■         1  /*!  — e'sin'agin*» 

d.h.  (§.99,  100): 


t/ ' -^ 

sin 9 cos 9  V 1 —  e'sin 


» 


*f)      2^os*a(l--e*gin*g)    /* 8y  

1— e»sm»«8inV       ""  e»8m*a  J  (l_e»8in»i8ln»f))»Vf^^*«n««) 

(l+cÖ8>a)(l— e»8in*tt)  +  co8»a„,  ,  .  ,        . 

e'8in*a 

4-^;^p4^iy(»>e)— 8in»«  F(f».e)  +  sin»«E(«),e)]. 

woraus 

y* 8» e*8iii*a8in»co89>\/l  — e*siD*y 
(1  — e*8m*«8m*f))*  Vi— «*«M>V~^®®**"  ^^~®*'*"*""°*'*)  (*""•*'*"**) 

.   (l+C08'a)a->e»HD*a)4-C08»tt  _,  ,  .   ,       ,       l       F(»,e) 

"1 :; — tt; 1  .  ,  V ö(<^  — e*8in'«,  e) — —  ■; r.  ,  - 

2eoa'a(l  — e*8ui'a)  ^  '^      2  l  —  e*8in*« 

Ferner  ist 

/' ■in'ye» ^_       1         /*  (l~e'8in*gsin»y)8» 

^   (1  — e»8in»a8in*rt*Vl— e*8inV^      e*««*«/ [i—e»8m*a8in*f)]« Vi— «*»««* *» 

+     >  .   ,     / ^ ^  ^  ^  r:  = r-T-T-nd^,  — e*8in*a,  e) 

•  «n  «^  [l^e*tin»a8in»v]»Vl-e'"n**>  «'■"»*» 

■         1         /* 8jp ^__  •    • 

e»8ui»«y  [1  ^  e»8in»o8in VI*Vl  —  e»8in»f» ' 


» ^  _!^?*- 
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wo  k  =  C08'a4"®^sin*a=l  — (1 — e')sii^*a  ist.      Füry=  g-    ist    diese 


ft 


Gleichung  nicht  anwendbar,  dafür  q>=-^  und  «  =  0  die  erste  Seite,   so 


2 


wie  die  zweite  unter  nnbestimihten  l^ormen  erscheinen. 

Y  seyn ,  da  von  9 ^  —  2 


In  der  Formel  (b)  kann  9  auch  -5-  seyn ,  da  von  9=0  bis  9)  =  -x-  und 


ar=0  bis  a= -;r-  die  beiden  Seiten  bestimmte  Werthe  haben.     Setzt  man 
also  9  =  Y ,  «0  erhält  man : 

cotga  Vi— e*wn*a  Td  f-^,  — e*gin*«.  ej— F  f—,  ejl 

=  F ^y .  e^  E (a, e)— E (^-|- .  e^  F(a, e),  (c) 

welche  Gleichupg  dann  für  er  =  y  eine  identische  wird.     Diese  Gleichung 

drückt  Jjf—, — e'sin'a,  ej    durch   elliptische  Integrale  der  zwei   ersten 
Arten  aus.. 

In  der  Formel  (bO  kann  man  nicht  kurzweg  9^  =  2~  setzen.  Allein  man 


hat  sicher 

tv    ö    (         sinacosa  Fnf  ^         ,     ^       w, /"  *      \11 

-[<fO-(f-)]/v._<,':.,.„,.-<io/v=n^^- 


+c. 


WO  C  von  a  unabhängig  ist.     Setzt  man  hier  a=:-^,    so  ist  k  =  e',   alt»o 


sicher  die  erste  Seite  Null ,  so  dass 


Vcos*o+e*iia*a 
a 


.   V  2      Jjy  « Vi— (i--e»)sui»«         V.«      //  ,1  '^ 


2» 

d.  h.  da 


«Vi  — {l-e«)sm*o"    J     Vi  — (1— 0«n*«     7  Vi  — 0  — e*)«ii»< 
a  .  . 

/  Vi_(i  _,.),toi^8a=:-E  f-i,  vn:r»).  +E(«.'vr=T»). 
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r 

es  ist,  venu  man  diese  Werthe  oben  einsetzt: 

=  E(f  e)[F(fVr:r7.)-F(«.Vi^')J 

-•'(TVi^O]  (c) 

Für  (»j  =  \/i  —  e*  ist  nun 

0  0  0  0 

TT  «  ff  >  TT 

Vi— e'sinVy      \7f^ej5n^~y      Vl-^e,*8inW       Vi— «'»^nV 

rfk  4k  4k  ^v  * 


0  0 

ir  « 


Vi  — «^MoVy      Vi— ei'sin^f»    '^     y      Vi— e»8inW       Vl-e,*8in» 

0  0  0  0 

«      ir 
ri  r^       l-e»Mn>v;— e,'8lD»gi        , 

J     J       Vl-e,*8in»vVl-c's»n> 


0         0 


_    /*2    /*2 et*cos*»-f  e*co8*V' ^    ^ 


0        0 


Diese  Grösse  ist  eine  Fanktion  von  e,  die  wir  mit  f(e)  bezeichnen  wol- 
len ,  so  dass 

it  n  «  ' 

0  0  0  -         " 

J  J      Vl-e*Mn*9y      Vl-et'iinV 

0  0.0 

Diflferenzirt  man  hier  nach  e,  gemäss  §.  61  und  beachtet,  dass(§.  100), 

l  /^Vi=^üJs;8.=  -e  /-T     »jn;^^^ 

8ey  J      Vl"e»8in»9)  e     V.  2     ^       e     V2       7 


0 

IC 


b     7*2  8f) /*T      8in*f)8y e    rir  1 

(1  — e'sin'fj)* 
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80  ergibt  sich  (  wegen  -^  =^  — ~)i 

-'(I -Ol+T - (f  •) Ci^. - (f  0-'(l  •)] 

d.  h.  wie  man  leicht  findet  (*(€)  =  0,  so  dass  f(e)  von  e  anabhängig  ist.  Für 
e  =  0  ist  aber  Cj  ==  1  also 


d.h. 


+F  (|- ,  e^  [f  (o.  e.)  -  E  («,•.)] , 

wo  e,:=  Vi— e'»  k  =  co8*«-f-e'8in*a  ist.     Diese  Theoreme  hat,  wie  die 
meisten  hieher  gehörigen,  Legendre  gefanden. 

§.  105. 
I.  (d  §.  55,  II  haben  wir  gesehen,  dass  a  /  Vi  —  e'sin'^Sg»  dieL&nge  eines 


0 

a*  — b* 


elUptischeD  Bogen«  ausdrückt,  wenn  a,  b  die  Halbaxen,  e'=^ —  und  8ing)=— 
ist.     Dersell^e  ist  also  =a£(q[)je). 


Für  die  Hypferbel  war  ebenfalls  (§.55,111)  Ay  *  JL2_^£n!f  e  9    die  Uogt 


9 
t 


des  Bogens,  wo  e*=  titt«»  «in<jr'  =  — .     l^un  ist  aber 

J  sin'».  ./ sin'».  Vi  — e'"»'v  ^  sin'vVl— •'•ta'» 

'  -  — 

__   ^  /*  8y ,  /*     sin*f)8y       cosy  Vi  — e'sin'»        ,  p  8» 

""*y  Vi— e^sin^v^^^y  Vl^e*sinV  »*"^  ^7  Vl^^^^"^ 

(§.  100,  kO=  /— =4^=-  /Vl-e»sin«y8y--e»/— =^^==r 
y  Vi— e'sinV     y y  Vl  — e^dn»» 

ros  yVl — e*sin*y 
singi 

also 


■  I 
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n 

2 


**  cos^dV  l  —  e'sin'ffi 

•    -I : ^ .  '       "    ■ 

sin  9 


mithin  der  Hyperbelbogen  i 
a(l-e«) 


e 


[r  (y .  •)  - F  (».  •)]-t[^  (t  •  0  -  E(v. e)]+- 


cos^j  V^l — e'sinV 


esin^ 


Für  den  Lemniscatenbogen  ergab  §.  55 ,  V  als  Bogen  BM ,  für  den  BAM  =  q) : 


V  Vi  — 2siB» 


9> 


Dieses  Integral  hat  nun,  da  2^1,  nicht  die  verlangte  Normalform,   lässt  sich 

aber  leicht  auf  dieselbe  bringen.     Man  setze' zu  dem  Ende 

e»)         1  1 

sin  «>  =  X ,  ^—  = =  —- , 

•"  -      co89>      Y/l— X* 


ex 


so  ist 


Vi— 2  HD*  V     J  V(l— x»)(l— 2'x»)  ' 
verglichen  mit  §.  101,  I  sind  die  vier  Wurzeln  von  (1  — x')(l  —  2x*)  =  0  :  1,  —  I, 
Vit  — Vi  ^^^  ®*  liegt  jt  hier  immer  zwischen  —  Vi  und-}- Vi  (^  zwischen  — 
45®  und  -|-45»).     Also  ist  in  §.  101 .  I,  3  : 

a  =  ^l,b  =  -Vi,    c=  Vi»d=l,^^^il3  =  a|^,«=L.e=Vi»E^4-2, 

2  =  xV'2=  V2«io»>, 

y  V(r^x»)(l-2x»)  V  V(i-.,»)(i-e*z')'  "^ 

/*  8a 

Man  setze  hier  z  =  sin.cr,  so  ist  dieses  Integral  =  Vi  /  x/,        i     t    und  ge- 
hört direkt  zu  den  elliptischen  Integralen.     Man  schliesst  daraus^  dass  wenn  (§.  55, 

V):    co82<ü=— i,  8ina=:V/2i8na),  der  dortige  Bogen  MB=  — F(a,  Vi)  »«y» 

Aehnliche  Beispiele  lassen  sich  in  Menge  angeben.     Ich  habe  solche  in  Gru- 
nerts  Archiv,  IX,  S.  438,  X,  S.  90,  XI,  S.  88  u.  s.  w.  angegeben. 

II.  Man  soll  die  Oberfläche  des  schiefen  Kreiskegels  bestimmen. 

Es  stelle  OC  einend  schiefen  Kreiskegel  vor  (Fig.  56),  ^.  ^. 

dessen  Halbmesser  €D=:r,  dessen  Höhe  OB=h,  wenn  OB 
senkrecht  steht  auf  der  Grundfläche.  Femer  sej  CB  ^=  a, 
und  man  nehme  die  Spitze  0  zum  An&ngspunkt  rechtwink- 
liche  Koordinaten,  OB  zur  Axe  der  x,  eine  Parallele  mit  BC, 
durch  0 ,  zur  Axe  der  j »  und  sej  M  ein  Punkt  der  Kegel- 
fläche ,  dessen  Koordinaten  x,  y,  z  sind.  Durch  M  lege  man 
einen  Schnitt  parallel  mjt  der  Grundfläche  des  Kegels ,  so  ist 
die  Entfernung  desselben  von  der  Spitze  =z,  also  -wenn  (t  sein  Halbmesser 

r  :  Q  =  h  :  x,  q=  — . 

n 

Femer  liegt  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  in  der  £bene  OCB ,  d.  h.  in  der 

a 
Ebene  der  jx,  so  diUs  seine  Koordinaten  sind  x,  xv-*  0.     Daraus  folgt  nun,  dass, 

da  M  und  der  Mittelpunkt  die  Entfernung  ^  haben : 
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in  welcher  Gleichung  beide  Zeichen  sulässig  sind.     Daraus  folgt 
Öz      .     r*x+a(hy-~ax)  8t     -         h(hy-ax) 

8x~-   Vr»i*-(hy-ax)''      Öy~"*"  Vr"»i*-(hy— ax)*' 
1   I   (^""Vi   re«V_h*^'x«-(hy-^ax)']  +  [r»x+a(hy~ax)P+h»Oiy-ax)« 
^'^UxJ'^leyJ   ""  ■       "^    h«[r*V-(hy-ax)*] 

h»rV  +  [r'x+a(hy-~ax)]»  _  b»r»x»+r*x'*+2ar^x(hy— ax)  +  a^(hy  — ax)' 
^        b«fr«x*— (hy— ax)*]        ~  h«[r»x»— (hy— ax)»] 

_  (hHr*)r'^*+2ar»x(hy-ax)  +  a'(hy  — ax>- 

h'[r«x»-(hy— ax)*] 

Setzt  man  h'"-f-r'=r^*j =M,  so  ist  dies  =: 

g'+2arM+a'M* 
h»(l  -  M») 
so  dass  (§.  38)  das  doppelte  Integral 

ZU  bestimmen  ist.     Die  Ebene  der  xy  theflt  die  ganze  Kegelfliche  in  zwei  Hälften: 
für  jede  sind  die  äussersten  Gränzen  ron  x  :  0  und  h ,  w&hrend  einem  beliebigen  x 

fOr  y  die  Gränzen  (a  —  r)  v- ,  (a+r)  -r:  zugehOren.     Demnach  ist  die  Fläche 


(.-,>i 


Um  dieses  Integral  zu  bestimmen ,  führen  wir  fQr  x  und  y  zwei  netie  Veränder- 
liche u  und  y  ein,  die  mit  den  ersten  durch  die^leichungea  x=u,  y=:uT  lu- 
sammenhängen.     Alsdann  ist  in  §.52,  I  die  dortige  Gleichung  (d) :  j  —  zt=0, 

X  X 

während   die   (d')  sind:    (a  —  r)  t xa'  =  0,   (ar|-r) -r-  —  xjS' =  0.     Darans 

folgt  «'  =  — jj— ,  /?'  =  — r— ,  beide  von  x  unabhängig.-  Die  dortigen  Gleichungen 
(f)  sind,  da  g)(u,v)  =  u,  a  =  0,  b=h  :  0=:a',  h=:b',  so  dsAs  also  nach  der  dor- 
tigen Formel  (A) .  in  der  ^'^  =::  1 ,  ^  =  0,  ^==u,  die  Fläche  = 

0  U  0  T  0  ▼ 

•    — 

.    so  dass ,  wenn  man  die  Integratipn  nach  u  vollzieht  (wovon  M'  unablUUigig  ist),  buid 
fUr  den  Inhalt  der  Kegelfläche  erhält: 


Setzt  uian  endlich 
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--^      Ht — ft  8  ▼  riin^j 

M'=  =  COIf),    —  = r— . 

r  -09  h 

80  sind  die  Gränzen  ron  ip :  it  und  0 ,  somit  die  Kegelfl&cbe  gleich 


Jvi 


•+2aT  cos9>4-a*co8*9>  8»>,  ^*  =  r*+h«. 


0 

und  wenn  man  noch  cosqo^x  setzt: 

-1-1 


/•VV±2arx+a»x' 

V vT^^ —    • 

welches  Integral  nun  zu  den  elliptischen  gehört  und  nach  §.  101,  II,  2  behandelt 

werden  muss.     Da  die  Wurzeln  der  Gleichung  a'x'+2arx"4^^'=0  sind 

^  h  .         .                                       ,                     r  1>    ^  , 

X  — i,  so  ist  dort  ar=  —  1,  b=-|-l,  m= ,  n  =  — ,  also 

l  —  x        1  —  1        -\ /(H^r)'4-h*  l-~a+«(14-«)    8x  4g     . 

x+l""l-fs'    **■"   V  <a-r)»+h»'*"l+a+i(l  — a)'8s"[l+a-|-s(l-a)]»' 

also  endlich 

+!__ +i_j 

,  /•V»'-H2arx+«',»  ■  /•aV^M^*.'  4«ei    


r 
— 1 


—      1  «* 

und  wenn  man  wieder  z==co8a),     ■■  ,  =rm,  ^i~r~l  =  e'  setzt: 

2aVa  .  r  V<^+y'  /"Vi— e»sin»» 

(1-t-a)»  y  O—m  cos  »))»''* 

0 

Aber  es  ist 

.'+r'  =  ^t(a+0;+h»]^  ^^^^^^  ^  2[(a+r)>^h»li   iJt^Sv- 

[(a-r)»+h«]*  ^'"^  ^ 

^    2[(a  +  r)»+h']^[(a-r)»+h^^      ^^ 

[V(a+r)'+h»4-V(a-r)»+h»J*        * 
so  dass  also  die  Kegelfliche  = 

« Ä *r 

o     /Vl-e»sin»f),        ^       /•syTITeMn'f»^     ,„       /"« Vl-e«sin'», 

2nr/-^ rf  8f>  =  2nr/      -^ rf  89+2nr  /      —-r TT^«^- 

y    (1  — moos^)*     ^  y       (1— mcosy)*     ^  '         J       (l+moos^)* 

0  0  0 

Nun  ist 

n it  n 

/«Vi— eWjg    ^  rT  1  — e'sin'»             8»  f*t^_^  L-. 

(1  —  mcoB9)'  J      (1 — moos^)'  t/i «»lin*«    •/      Lm*      m*''l— meosy 

•  0  ^9 

Di«af«r,  DUfertati»!- v. UtHral-lUckavBf .  31 
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m-y      l— mcosfp  yi— e*sin»»>      V.  m*JJ      (l_inco»9>)*Vl  — e«sin«** 

ü  0 

Eben  so 

8^ 


y       (H-mcosv)*    ''^m*      V.2'V       mV       l+m 


cosfl»  y\  —  e*m*p 


+ 


V.  ™'-V      (1  +  m cos »>)»  Vi— e*sm»f) 


80  dass  die  Summe  = 


xn»       l  2  *  ® J       m*y      1  —  m*co8V  yi— e»sin«v 

0 

n  n 

V        ^       mvLy      (1— mcosv)»Vl— e*8in»v     4/      (l-|-mcos9))*V/l— e^sin^J 

0  0 

Nach  §.  99  ist 

n  , 

/*2  1 8 » 1       j,(n       m'  \ 

0 
ferner,  wenn' man  in  der  Formel  (d)  des  §.  102a=  —  ,n  =  2  setzt : 


f-  cos  9> 

m 


i" 


•^  I I-C0S9  I   y\ — e'sin'y 


int^g^irt  man  hier  zwischen  den  Gränzen  0  und  y ,  so  erh&lt  man : 

^  »*^y(l+mcosf»)«  Vl-e»sin*f)  /  Vl-e«sin»» 

0  «fO 


.«-V    ./»"IT 


V  m'JJ      (l-|-incoi»>)  Vi— e'tin*»! 


und  eben  so 
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Vi- 


e'sin'^ 


'V  ^m»jy      {l-mco8f»)»Vl~e'"n'9        •/ 

0  0 

•    Ä     ■ 

0  • 

woraus  nun ,  indem  man  früher  Gesagtes  beachtet : 

o_„^r,_..+i;u  fi Lf^- — +/•! ^"t—I 

=  -l5^<f  O+^-rtt  0-<l  0+»<f  0 


+ 


1  —  m' 


so  dass  also  die  Kegelfläche  : 

•       «      r2e*      r^r       ^  4e*        „fn  m*         \      2e^„rit      ^ 

-riTiT.  «^  U  •  0+1=^^  ^  (j ' ')+  (1-my — "'U^  I=1?'0J 

in  welcher  Formel 


.  ^  [a(i+tt)+r(l~a)]^+bMl-r«)' 
4[(a-hr)«+hT 


1 


Für  den  besondem  Fall,  dass  a  =  0  ist  «=-1,  m:=:0,  e  =  0,  n^r-g-Vr'+h', 

E  ^"2  ,  ej  =:  F  yj^,  ej=  W(^y  •  F^^»  0  "  ^  '  ^^  ^^^  ®^'^  Formel  gibt. 

2  Vr'-|-h*.r-2-=r  Vr^-j-h^Tf,  die  bekannte  Formel  für  den  senkrechten  Kegel. 

Wflrde  man  die  Formeln  (h)  des  §.  99,  so' wie  (c)  des  §.  104  zu  Rathe  ziehen, 
so  Hesse  sich  die  gefundene  Formel  bloss  durch  elliptische  Integrale  Her  zwei  ersten 
Arten  ausdrücken. 

Diese  Beispiele  ni^gen  Hier  genfigen,  da  wir  ohneliin  im  nftchsten  Ab- 
schnitte weitere  geben  werden. 
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Achtzehnter  Abschnitt 

Die  Edler  sehen  Integrale  oder  die  Gamma-Funktionen. 
Reduktionen  vielfacher  Integrale  nach  yerschiedenen 

•         Methoden. 

§.  106. 
Wir  wollen  das  bestimmte  Integral 

00 

X       •     8x 


/■-' 


durch  r(a)  bezeichnen,  and  dasselbe  das  Ealer*sche  Integral  oder  auch 
die  Gammafaüktion  nennen,  so  dass  also 

A*~*  •""'8  X  =  r(»).  (a) 

0 

Setzt  man  in  (a):  x  =  — l(t),  alsOgj|  =  —  — ,  e"~*  =  z,    sO  sind  die 

Grftnzen  von  z:  I  und.O,  und  mithin 
1  ^1 


y[-i(«)l'^8«=r(a),y]ii  (7-)J"*8i  =  r(»). 


fl>) 


Vor  Allem  wollen  wir  nun  eine  wichtige  Eigenschaft  der  GrOsse  r(i) 
nachweisen.     Es  ist  n&mlich  (§.  36) : 

x6     8x  =  — xe     +a  / 1       •     oz; 
ist  aber  a>  0,  so  ist  x'e~'''NuU  f&r  x=0  and  x==ao  (§.22),  also  ist 

.00  JOO 


/x  e      8x=a /x       e      8x, 


d.h.  •  r(a+l)  =  ar(a),  a>0.  (c) 

welche  Gleichang  nun  eine  Fandamentaleigenschaft  der  Gamma^Fonktioo 
aasdrückt.  Aas' ihr  schliesst  man,  dass  auch  jr(a),  wenn  a  zwischen  0  und 
1  liegt,  einen  bestimmten  Werth  hat,  da  dann  Jr(a4-1)  in  dieser  Lage  ist. 
Für  ein  negjitives  a  folgt  ans  obiger  Gleichung,  dass  r(a)  onznl&ssig  ist 
Für  a  =  1  ist  übrigens 

00 

r(l)=y*    e"*8x=l. 

abo  ^r(2)  =  ir(l)  =  l,r(S)  =  2r(2)  =  2.  l r(n)  =  (o  — l)(n— 2).  ..  l.    (4 

wenn  n  eine  positive  ganze  Zahl  ist.     Eben  so 

r(a+n)  =  (a+n-l)r(a-f  n-l)  =  (a+n-l)(a-|-ii-.2)r(a+n— 2)=  .  .  .. 

=  (a+n-l)(a+n-2)  .  .  .  ar(a).  (•) 

wenn  n  eben  so  beschaffen  ist. 


Reduktion  bettimmter  lotegnüe  tof  die  Oimmftftinktioii.  -4g5 

Füra  =  -s^ißt 


<i)  =/  h- 


o: 

setzt  man  hier  x^=z',  T-=2ZyS0  sind  die  Gränzen  von  z  wieder  0  and  co  ^ 
also  (§.62) 

0 

Hieraas  folgt  nach  (e): 

Setzt  man  in  (a):  x  =  mz,  wo  m>0,  so  ist 

Q0~  00  00 

^,  .         /*»— *    — »^  /*    »  — ~    »—4«  •  /    •-*    -■"« 

r(a)=yx       e      dz=/me        i      8b  =  iii#b       e       8b, 

0  0  0 

so  dM  /x'"*e""8x  =t  ^^ .  ii>a  (g) 

0  «* 

ffieraos  folgt,  wenn  m  =  14-z  (wo  also  z>— -J)  nnd  a-f-b  f&r  a  gesetzt 
wird : 

.00 

-1  -d-Nh.  r(a+b) 

e  OZ  := 


/••"- 


mithin,  da  bloss  z  >  —  1  zu  seyn  braucht: 
Aber  die  erste  Seite  ist  auch  (§.51) 

00  00  00 

x^^e      8z/b      e      8b=/x^^     e     8x.-^  (nach  (g)) 

•  0  0  ' 

00 

=  r(a) /'x'^e"*,8x  =  r(a)  .  r(b)  / 

0 

00  1^1 


.  r  X 8x      r(a)r(b)  ^. 

Setzt  man  hier  a-f-b  =  1 ,  d.  h.  b  =  1  —  a,  so  ist 

00  »_| 

y^^=r(a).r(i-a).        (hO 

0 

Die  Grösse  zweiter  Seite  dieser  Gleichung  lässt  sich  noch  in  anderer 
Weise  ausdrücken.     Gemäss  §.  22  wird  die  Grösse  ^ fUr  ein  unendlich 
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abnehmendes  a  zu  l(x),  so  dass  also  aach,  wenn  6r.  sich  aoCein  unendlich 
zunehmendes  n  bezieht: 

-r4i]-K.).«/MV-'«-(T)- 

L-        n  — J 


SO  dass  also  gesetzt  werden  darf 


n 


n 


wenn  k  eine  Grösse  ist,  die  mit  unendlich  Wachsendem  n  sich  der  Null  un- 
begränzt  nähert.     Daraus  folgt : 

f(\  -  X  »r'ex  =  ß  f -i)      8  x+yk8x  =  r(a)+k', 

0  0  0 

wenn  k'  ein  Mittelwerth  ist  zwischen  den  Werthen,  die  k  erlangt,  weonx 
von  0  bis  1  geht  (§«48,  Formel  (44)).  Da  aber  k  mit  unbegränzt  wach- 
sendem n  ^u  Null  wird,  was  auch  z  sey,  so  wird  also  auch  k'  in  derselben 
Lage  seyn.    Jn  dem  Integrale  erster  Seite  wollen  wir  z  =  z''  setzen,*  wo  wir 

8x  -I     - 

n  > 0  ja  voraussetzen,  so  ist  ^  =:  n z°    ,  x"  =z,  also 

<JX  . 

n*"*  /(1-i  ')       8x=n'/(l  — x)^V""*8x; 
.0  0 

setzt  man  aber  in  der  Formel  (h) :  x  =  r— 1  >  *so  sind  die  Gränzen  von 

z  :  0,  1;  r-  =  7j r,,  l+x  =  i ,  x  =  -;^ ,  so  dass  dann  ' 

4  *  4 

r  «*~*     <^-')'"^''ft.    r(»)>r(b)         /•—i      .,b-i„._rw.r(b)    „ 
jT~r^~(y=^^^*-T^^^rW'^'^J^    ^'-'^    ''=  r(»+b)  •  <*> 

e  0 

aus  welcher  Formel  nun  unmittelbar  folgt,  da^s 


*  • 


;/(l  ^  z) 


n-/(l<-z)    V-'*8z  =  "    ^W-^^») 


SO  dass  also 


uhd  mithin 


r(a+n) 

0 


r(.)+k'=-*''<*>  •''<"' 


-»•r(*) .  r(n)- 


rn  r»)  ■  r(D)-i  _ 
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Setzt  man  hier  n  als  ganze  ^ahl  voraus,  so  ist  ndch  (e)  also 

r       1  .  2  .3  ...  (n— 1)  .  n*      -1  _  p/  ^ 

La(a+l)(a+2>...  (a+n-DJ-    •^*^- 

und  wenn  man  1  —  a  für  a  setzt,  also  a<  1  annimmt: 

r    1.2...(n-l)n^^     -|      p.,        . 
H(I-a)(2-a).,.(„-a)J  =  ^<^  -*>' 
mithin  auch  (§.  2): 

•    f    1.2...(d~1)d''  1  .  2... (n .1-1)11*"*    -^     ^,_, 

'''•U(a4-l)...(a+n-l)-(l~a)(2-a)...(n-a)J"^^*^''^*~*^' 
r.    C  l*.2»....(n--l)*u  -A       -,,  ,    ^„ 

"•"       °'U--.-)8--.-)...[(.-ir-.-i(.-i)J - '^«  »^^ -•» 

"(■(- K) (-10    ' 0-,^)ö^)°'^' 

wie  man  aus  „Grundzüge^  S.  64,  Formel  (18)  leicht  tindet,  indem  man  dort 
rt  =a7r  setzt.     (Vergl.  auch  §.27).     Also  endlich 

r(a).r(l-a)=/  -i_8x^-JL^,a>^.  (I) 

»/     1  -4"  X  8ID  a  Ä     <s.  i 

0 

aus  welcher  Gleichung  für  a  =  ^  nochmals  die  (f )  folgt. 
Da  femer  nach  (g)  füf  ein  positives  x: 

i  -««^        I 

e        82  = 


mr  '' 


a 

Z 


0 

so  ist 

00  00  00  00  QC   ■ 

/COSOX^  •  \        r  «     ^/*»-l  — xz-  1        /*»-<^       /•— X« 
8x  =  =--r  /coaoxox  #8       e       88==y-T  /z       p«/o       cosazdz 

A  0  0  0  0 

QC  00  . 

'     z  8z 


0  0 

Ist  nun  a>0,  und  mau  setzt  hier  z  =  aV^»  so  sind  die  Gränzen  von 

u  wieder  0  und  oo  ,  r-  — t^t-t,  mithin 

'  8u     2vu 

0        *  0    (l+n)u^  0  ^^^\^*j 

a+l>0 

2    <r 

00  ._! 


»0  dass 


.^^ -8x:= .  a>0.a<;,l 

.       x"  2r(a)co,iy?'  <t 

00  a— 1  '   ^    ' 

/sina: 
"7 


und  eben  so  '/  °"^  « — dx^ ■ — —  i  «>0,  a^o 
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Setzt  man  hier  a  =  1  — m ,  so  ist,  da^ 

r(m)T(l  -id)=  4-^;.  r(l  -in)= 


ftinmK   .  F(ib)sinmi»     »««y  v  ,   mir   •   mn 

2r(«i)iiii  — cof  — 


•  , 


00  1 

r(in)co«~infr 

X       eoiax8z=  — >^-i 


m— 1   .  ^  '    '         2 

siBaxox  = 


m 

a 


Setzt  man  in  diesen  Formeln  m s=:  y,  a  =  r^,  so  ist 

oc  ^r  1^1  00  ^/^  I  ^       1: 

J-üTT^^^ ; '  J~vr^^= ; 


MultipUzirt  man  die  zweite  dieser  Gleichungen  mit  i  and  addirt  sie  zur  ersten, 
so  erhält  man  (§.  17,  IV) : 

OD  n 

L^8x  =  K^*-. 

woraus  auch  —  =--— e     *    /    -rr-O«»'  ("»') 

'      Vir  J      Vx 

0 

Man  setze  in  der  Formel  (n^)  x  =  z^  so  sind  die  Gränzen  von  z  anch  0 

und  ob  ,  und  e@  ist 

Ä       . OO  00  « 

1        2e  ""*  * /*r».»i^       ,      /'•«•i«        l/Äe*"* 
—  =  — 7=r  /  e        8 1  •  also  /  e        8  «  =  ■—-  -- —  i 

+  00  Ä 

ond(8.49.VU):  /e"'*8i=i^^. 

—  00  "^ 

Setzt  man  endlich  hier  noch  z  =  X"| ,  wo  a  beliebig,  so  ergibt  sich 

A%«+*^).3^  ^y^^T'     ATh...)!,,^  Y/I.t'-t«.        (...) 

-op  '  -00 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  diese  Formel  zwei  andere  omfasst, 

indem  aus  ihr  unmittelbar  folgt : 

+  00  ^       ^cc 

ycoi(rx»+2ax)  8x  =\/ycosQ-y).y8iii(rx»+2ax)8x  ==  ^/^ 

—  00  ■"  —06 

Da  nach  (e)  deir  Werth  von.F(a^n)  durch  den  yon  F(a)  gefimden  wird,  lo 

wird  man,  wenn  man  F(x)  kennt  rpn  x=0  bis  x=l ,  auch  F(x)  für  alle 


■  1 

<)hen  positiven  x  kennen;  ja  wenn  man  r(x)'  nur  kennt  vpn  X=0  bis  xrz-^,  lo 

1  * 

kann  man  jiach.(l)  auch  die  Werthe  ron  x  =  -^  bis  x=^i  erhalten ,  so  dass  es  sl» 

1 
genügt,  F(x)  Ton  x-^0  bis  x  =  '2~  zu  berechnen.     Nun  ist  aber 


Bereebnmig  Ton  r(a).  4g9 


und  folglich 

l.r(l+a)  =  GT.[»l(n)-l(l  +  *)-l(l  +  i.J.....-l(^l+A^], 

-"-[•'«"'-(f-TP+TP— 0 

2       2   2»"^  3    2»""  •  *  •  J 

-(T-Tr'+yf»- •••)]«•  ^'^ 

Was  nun  zuniCchst  die  GrOsse 

■  m 

Or.[l(n)-(l  +  l+l+..^i.)] 

anbelangt,  so  lässi  sioh  leicht  beweisen,  dass  sie  einen  bestimmten  endlichen  Werih 
habe.     Denn  sey 

.'  i  +  i+y+..+|-i(-)=r(«)..b.f(n+i)-f(B)  =  ^-i(5±l)    . 

=  i+' 0  -  ;4^) = -  [t  (S^+y  •  (i^+ •  •  •]  *  *'^' 

so  dasf  f(n*^l)-^f(n)^0,  Qiithin  f(n)  abnimmt  mit  wachsendem  n. 

Nun  ist  aber,  wenn  a<l :  l(l+a)<a  (§.  17),  also  a>l(l4"*)»  ^'^^ 

'  +  T+T+-+f>'+'0+i)+'0+T)+-  +  '0  +  T) 

oder 

mithin,  was  auch  n  sey:  f(n)>l+l  (l+~-3""^^^^'  ®'-  ^^)>^  ''^^^^'  ^* 
nun  f(n)  mit  wachsenden  n  abnimmt,  für  ik=.l  aber  1  ist,  so  liegt  mithin  f  (n)immer 
■wischen  1 — 1(2)  und  1 ;  bezeiehnen  wir  also  den  Werth  Ton  Qt,  f(n)  mit  k,  setzen 
femer :  . 

2         3  D 

beachten,  das8*l(l+a)=a— -2-a'+-g"»* —  .  .  . ,  so  ist 

>[r(l+a)]  =  -^ka+a-l(l  +  a)+is.a*-^S,a*+ (p) 

welche  Formel  zur  Bestimmung  ron  k  selbst  dient.  Setzt  man  nämlich  a=  1 ,  so 
istr(l+a)  =  l,alsp 

0  =  -k+l-)(2)  +  i-S,--|-S,+  '..*..  k=l-l(2)+-i8,-yS,+ (q) 
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Was  die  Grossen  83,83,...  betriflft ,  so  hat  sie  £uleT,  und  später  wieder  Le- 

äendre  berechnet,  *  und  hat  fetzterer  dann  Tafeln  für  r(x)  gegeben,     k  ^ndet 

1 
sich  hiernach  =0*57721566,  während  a  in  der  Formel  <p)  nur  von  — 1  bis  —  y 

zn  gehen  braucht.  • 

Aus  (p)  folgt  übrigens  auch,  dass g ^'  a=0. gleich  — k  ist,  d.h.  da 

8i[r(i+a)]        1      erp+a) 

8  a  r(l+a)        8  a 

es  ist  5 = — k  für  a=0. 

0  a 

§.  lor. 

ADgenommen,  man  soll  das  vielfache  bestimmte  Integral  ermitteln : 


/// 


.  ..X       y       s       .  .  f(x+y-|-i+- •  •)  Öx  öy  8«... ,  (a) 


Jn  dem  die  Gränzen  von  x,  y,  z, . . .  s.o  gewählt  werden  müssen,  dass  x,  y,  z, . . . 
alle  positiven  Werthe  erhalten ,  für  die 

x^y+i+....5^'  <b) 

WO  k  eine  positive  Grösse  ist.     Um  hier  znnv  Ziele  zn  gelangen ,  wollen  wir 
zuerst  nur  zwei  Veränderliche  annehmen ,  d.  h.  das  Integral 


//■ 


x^V'^'f(i  +  y)8x8y,  x+y<k  (c) 


ZU  bestimmen  suchen.  Es  ist  klar,  dass  man  hier  den  Gränzbedingnngen 
entsprechen  wird,  wenn  man  y  von  0  bis  k  —  x,  und  zugleich  x  von  0  bis  k 
gehen  lässt,  so  dass  man  also  das  Integral 

yi*^*exyy*^*f(x+y)8y  (d) 

0  0 

zu  bestimmen  hat.     Gemäss  §•  51  (g)  ist  dasselbe  gleich 

k  1 

yx'~*(k-x)'8xyy'~V[x+(k-x)y]8y. 

0  0 

Führt  man  nun  zwei  neue  Veränderliche  u,  v  ein^  so  däss- 

x  =  uv,  y(k  —  ut)  =  u  —  UT, 

«0  ist  in  §.52,  II  die  Gleichung  (d):  y(k— x)  =  ^ x,  d.  h.  vy  (k— x) 

=  x — xv;.ist  nun  x  =  0,  so  genügt  dieser  Gleichung  v=^0,.  ist  x=k,  so 
genügt  ihr  v  =  1,  welche  Werthe  unabhängig  von  y  sind;  die  Grösse  tf^(o,v) 

ist  "  J~^  ;  ist  nun  y=:0,  so  genügt  ihr  u==0,  für  y=  1  genügt  ihr  u=k, 

beide  unabhängig  von' v.     Demnach  sind  die.  Gränzen  von  n  :  0  und  k,  von 

V  :  0  und  1.     Femer  ist  x-}-(k — x)y  =  uv-f-r3^(a  —  uv)  =  h;   weiter 

da  9(u,  v)  =  uv: 

•  So  Ist  S,=0'64ip3406,  S,  =  0*20205690,  S«  =0-08232328,,  S«  =0-03002771, 
8» =0-01734806,  S,  =000834927.  S.=000«>7736,  S, =0-00200839.  Sto=O«00099i57. 
8^,  =0-00049418 ,  n.  s.  w. 


Ennitüüngvon/y...  fCx+y+.Ox'^'y*'    '..8x8y,  x+y+..v<k; 
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8t        •  8ü      (k  — ut)»'    8a     ^'  8  ▼  (k  — ut)»*    8T8ü""8n  Br^k—UY* 

SO  da86  nach  §.  62  (B) :  ' 

k— X 


8ii 


=/8  t/u*-^^V  -  .)»-V-*r<„),,    ' 

0  0 

=/n*"^'-V(n)8o/T""V~v)'''*8v.  ♦ 

0  0 

d.  h.  wenn  man  die  Formel  (i)  io  §.  106  beachtet: 

Geht  man  nun  zn  dem  Falle  dreier  VeränderlicheD*über ,  so  dass  dann 
x  +  y-j-z^k  seyn  solf,  so  wird  wieder  x  von  0  bis  k  gehen,  während  y+ 

z  ^k — X  ist.     Setzt  man  also  k-^x  =  k',,80  ist  y+z^K',  d.h.  y  geht  von 
0  bis  k',  z  von  0  bis  k' — y,  mithin  ist 

-»  k     -  ■  k'  '•  'k' j 

yyy;-*y»-*,^V«+y+.)8x  eye.  =/i*-'e./y'^'ey/«-*f(x+y-|-.)8.. 

0        -  0       '  0 

Nach  (c^  ist  aber :  *  . 

■      k'f  k'-y  ^k' 

yy      eyy.      f(.+y+,,8z=4,i^y«  fCx+»)en.    .     . 

0  0  0         . 

so  dass  '      ■ 

///■x*-V'^V-'f(,+y+08xeyei  =  ^|/,^x/n'^'-Vx+B)en. 

.  0  0 

*  Hütte  man  einigen  Zweifel  in  Bezug  auf  die  Richtigkeit  der  Umformang,  ob  nämlich 
nicht  etwa  (vergl.  $.49,  IV,  $.50»  YUI)  eine  Theilnng  des  Integrals  stattfinden  müsse,  so 
lassen  sich,  dieselben  einfach  dadurch  heben ,  dass  man  für  f  (u)  eine  spezielle  Form  wählt. 


Seist  man 


i*~*8x/  y'*"*8y  = /-^ \    ^    ^* 


und  %s  mntt  demnacl^ 

k  ^k 


^yx       (k-x)    8x  =  -^,^— /n  8'^-(a  +  b)r(a+b)^ 


0  0 

Myn.     Setzt  man  z  =  ki,  so  muu  also 


k      /  — 1  /,    •  n"  o         r(>)  r(b)    .  .+b 


V 

seyn ,  welche  Oleichong  leicht  aoa  (i)  in  $.  106  folgt.    Da  dieifelbe.  also  richtig  iet ,  so  mnss 
aasere  Umformung  ebenfalls  ilchtig'seyn.  « 
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woraus  duh,  unter  Anwendung  derselben  Formel: 

yyyx     y     .     f(x+y+«)8»eye.=  ^^^^^^^^ya  wen, 

0 

und  mithin  allgemein 

/  / /...x*""  y      z*     ...f(x+y+«+---)öxöy8i... 

0 

wo  X,  y, z, . . .'  alle  positiven  Werthe  haben,  fiXr  welche  x+y-f-z4-.. .  ^k. 
Für  f(;[+y4-2 +  •••)==!»  folgt  hieraus- 

yyy...x    y    .    --^'gy^^«— r(^4.b+c+...)  ^a+b+c+... 

Setzt  man  in  d«r  Formel  (A)  x  =i^ — J  i  y  =  f— J  >  *=  T— J  .  • 

.  .  .,  wo  m,  n,  r,  .  .  .,  a,  /?,  j^,  .  .  .  bestimmte  Konstanten  sind,  und  formt 
das  bestimmte  Integral  nach  §.  52  um ,  was  hier  geradezu  nach  §.  49«  IV 
geschehen  kann ,  indem  jede  der  frühem  Veränderlichen  durch  eine  einzige 
neue  ersetzt  ist ,  so  erhält  man  statt  des  Integrals  in  (A)  :* 

so  dass  also,  wenn  man  die  Accente  weglässt : 

///arar'crr 


e 

öder  iuidlich,  wenn  man  ""•  "T»  "^i  •  •  -  *^  ^^i«  Stelle  ypn  a»  b,  c, .  • .  setzt: 

^n.,,...     \.a}      \.0      Vy)       Pa^f     , 

#V  iv  4V 

(i)  +(i)  +(f)  +      <k.»^0.T50.«io.  <» 
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Spezialisirt  mao  in  den  wichtigen  Formeln  (A)  und  (B)  die  Funktion  f  (u) ,  so 
kann  man  leicht  eine  Menge  weiterer  Formeln  daraus  ableiten. 

So  folgt  aus  (B)  für  f(u)=T~;!  .  i     ,  a=j5=y=..=2,  m±=n=r==..  =  l. 

Vi  —  u 
a  =  b  =  c=..==l: 

fff     ./      '"'!'•  --HK  /V^«".  x.+y.+.'+...  ^1. 

JJJ     Vi-(x'+y'+i'+...)   2'r(-5-VVi=ü  < 

wenn  n  die  Anzahl  der  Yeränderlichen  ist. 

Das  hier  noch  Torkommende  Integral  wird  für  u=y'  geben 

0  .  0  '  0  • 

und  kann  nach  §.  50  unmittelbar  bestimmt  werden. 

Es  lassen  sich  weiter  sehr  leicht  geometrische  Anwendungen  derselben  S&tze 

machen.     So  wird  (§.  68)  das  Integral  /  /8x8y,  ausgedehnt  auf  alle  posttiyen  x 

und  y ,  welche  für  -7+-^^! ,  den  yierten  Theil  der  FlAche  der  Ellipse^+-^ 
=  I  ausdrfiekHi.     Nach  (B)  ist  aber,  wenn  a=b^I,  f(a)  =  l,  ni=n=:l,  <r=.p 

0 

was  wirklich  die  betreifende  Fl&che  ausdrückt  (§.  54. 11).     üben  so  ist 

der  8.  TheU  des  Yon  dem  Ellipsoid  (^^)  "'"C"^)  "^Ct")  ~  ^  umschlossenen 
Körpers.     Nadi  derselben  Formel  ist  ef  also : 

§.  108. 
ADgenommeii,  das  n  fache  bestiminte  Integral 

/yT...F(x,  y,  I,  ...)f[9(x.  7.  «.•••)]  81  Öy  ö«  •  •.  W  *•* 

in  welchem  x,  y,  z, . . .  alle  positiven  Wertbe  annehmen  sollen ,  filr  welche 

f»(x,y,x....)^0  (a') 

ist,  sey  zu  bestimmen.  Dabei  setzen  wir  voraus,  es  nehme  ^(Xy  y,  z,  . . . .) 
den  bestimmten  Werth  y^  «»»  wenn  x,y,z,...  sämmtlich  NuU  sind;  eben 
so  sey  Vt  d«r  bestimmte  Werth  von  9  (x,  y,  z« . . .) »  .^«^  V'C*»  y»  z.  •  •  •)  =  ® 
(nätOriich  die  Stetigkeit  aller  vorkommenden  Funktionen  vorausgesetzt). 
Angenommen  femer,  V(^)  sey  der  Werth  von 
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.    ///...F(x,y,'x.  ..)8iay8i...,  (b) 

wenn  x,  y,  z, . . .  alle  positiven  Werthe  annehmen,  ftkr  die 

9  (x.  y,  2, . .  )  ^  p .  (bO 

SO  ist  der  Werth  des  Integrals  (a)  gleich  . 


ß 


.«S™,,        (.) 


9o 

unter  folgenden  Voraassetzangen :  1)  es  darf  die  Bedingang  (b^)  nicht  im 
Widerspruch  stehen  mit  (a^),  wenn  ^  zwischen  9^  und  91  liegt;  2)  mnss 
man,  wenn  ^  sich  stetig  ändert  von  q)^  bis  9^  >  mittelst  det  JBedingung  (b^)  alle 
Systeme  von  Werthen  von  x,  y, z,.. .  erhalten,  die  man  mittelst  (a')  erhält. 
Diese  letztere  Bedingung  ist  so  zu  verstehen :  Legt  man  in  der  Gleichung 

9(x,y,E,  ...)  =  p  (cO 

der  Grösse  ^  alle  Werthe  von  tp^  an  bei,  indem  ipan  (durch  unendlich  kleine 
Unterschiede)  stetig  fortschreitet  bis  (p^ ,  so  müssen  die  Werthsysteme  von 
2»  7»  z, . , .,  die  diesen  Gleichungen  genügen  (x,  y,  z, . ...  positiv)  genau  diesel- 
ben seyn ,-  welche  die  Bedingung  (a')  liefert  ^ 

Gesetzt  es  seyen  q,  q-^J^  zwei  verschiedene  Werthe  von  ^,  so  wird 
filT  dieselben  das  Integral  (b)  auch  verschiedene  Werthe  haben,  die  wir  durch 

9(q)  und  9'(^+/#^)  =  9^(^)-f-^^(?)  anzudeuten  haben.     Lässt  man  in 

F(x,y,x,...) /ix  Jy  J<...  (d) 

die  Grössen  z^y,z. ....  durch. die  (unendlich  kleinen)  Unterschiede. ^x,  .^y, 
Jzy ...  stetig  von  0  an  fortschreiten,  so  stellt  9'(^)  die  Summe  der  Werthe 
(d)  vor,  wenn  x,  y,  z, . . .  biszu  den  Werthen  gehen,  die  (c')  genügen  (§.51), 
während  9'(^)+^V(^)  die  Summe  der  Werthe  (d)  vorstellt,  wenn  x,y, 
z, . . .  von  0  bis  zu  den  Werthen  fortgehen ,  die 

^(x,y,z,...)  =  ^  +  2ip 

genügen.  Daraus  folgt,  dass  J^(q)  die  Summe  der  Elemente  des  bestimm- 
ten Integrals  (b)  ist,  wenn  man  für  x,y,z, ...  diejenigen  Werthe  wählt, 
welche  aus  (c')  folgen,  indem  q  stetig  von  q  bis  q-^-J^  fortgeht.  Je  kleiner 
J^  ist,  desto  weniger  sind  die  Werthe  von  yC^,  y,  z»--«)»  ^^  ^t^'®  ^^^^^ 
Werthe  von  x,  y,z, . . .  von  einander  verschieden,  so  dass  man  sagen  kann, 
f[y(x,  y, z,...)]  bleibe  für  alle  diese  Werthe  nahezu  gleich  F(^),  und  dies 
desto  genauer,  je  kleiner  Jq  ist.  Also  ist  f  [^  (x,  y,  z,  ...)]  =  f(^) -4*  1^> 
wo  k  eine  Grösse  ist,  die  mit  J^  verschwindet.     Legt  man  also  in 

T(x,y.i.  ...)f[v(x,y,x,  ..0]  ^*  ^7  -^«f  •  •  •  W 

den  x,y,z,. . .  dieselben  Werthe  bei,  wie  so  eben  in  (d),  so  wird  die  Summe 
derselben  aus  zwei  Theilen  bestehen,  wovon  der. erste  =^V(^)  f(^)  ist, 
während  der  andere  die  Summe  der  Elemente  (d),  jedes  multiplizhrt  mit  ei- 
nem Faktor  k  ist,  der  um  so  kleiner  ist,  je  kleiner  ^^  ist.  Diese  Sumine 
ist  also,  einem  vielgebrauchten  Schlüsse  nach  (vergl.  etwa  §.  13,  lU)« 
gleich  k*  J9(Q)f(Q),  wo  k'  mit  .^^  venrchwindet.     Aber  es  ist  (§- U) 
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j^(q)=  F'jQ-^aJQ^  wo  a  mit  J^  verschwindet,  so  dass  die  Sarnme 
der  Elemente  (e)  ist 

^^(p)J^+«f(e)^P+k'^^(p)zi^+tfk'f(p)Jp.  (f) 

öp  öp  . 

Legt  man  nun  in  der  Gleichupg  (c')  der  Grösse  q  nach  einander  die 
Werthe  y^ ,  g>Q -f-^^, . . . . ,  yi  — Jq  bei,  und  nimmt  die  dieSen  Abtheiinn- 
gen  entsprechenden  Summen  (f),  so  wird  die  Summe  all  dieser  Summen  om 
so  genauer  dem  Integrale  (a)  gleich  seyn ,  je  kleiner  J^  ist.  Daraus  folgt, 
gemäss  den  ersten  Grundsätzen  über  die  Lehre  von  den  bestinmiten  Inte- 
gralen, und  wenn  man  beachtet,  dass  die- Summen  der  drei  letzten  Grössen 
in  (f)  zu 

Po  Po  ^  '        Po 

werden,  wo  «i,  k^ ,  ß  mit  Jq  verschwinden,  also  diese  Grössen  Null  sind, 
dass  das  bestimmte  Integral  (a)  der  Grösse  (c)  gleich  sey.  -=-  Man  wird 
leicht  übersehen,  dass  dieser  Schluss  nur  unter  den  oben  gemachten  Voraus- 
setzungen gerechtfertigt  ist,  die  denn  natürlich  wesentlich  zu  berücksichti- 
gen sind.  Die  nachfolgenden  Beispiele  werden  zur  weiteren  Erläuterung 
beitragen. 

X*         y>         z* 

I.  Sey  ~i+TiH — i=I  die  Gleichuog  eines  drei^igen  Ellipsoids  (§.  60,  I), 

&  D  C 

SO  folgt  aas  derselben  : 

c*  a»       b» 

Daraus  folgt ,  dass  der  achte  Theil  der  Oberfläche  desselben  (§i  $8)  gleich  ist 


-0-S)M'-f)I^ 


a*       b* 


etöy. 


wenii  das  Integral  auf  alle  diejenigen  jlositiven  Werthe  ausgedehnt-  wird,  für  weiche 
X*       y*  =s                                                                                                      c*  c* 

—7+  kT  <^  ^*     ^*'  wollen  annehmen ,  es' sey  a>b !>c ,  so  sind  l j- ,  1  —  -rr 

c*  c* 

positir  und  kleiner  ab  1 ,  so  dass  wenn  1  —  — j-:=a',  1 — -r^z^rj^',  man  hat  a<l, 

ß'*Cli  femer  wollen  wir  in  dem  vorstehenden  Integral  ax,  bjr  flir  x  Und  y  setzen, 
wodurch  es  (§§.  52,  49)  zu 

wird,  so  dass  es  sich  um  die  Bestimmung  dieses  letztem  handeln  wird.    Vergleichen 
wir  dasselbe  mit  (a);  so  ist       .'      * 


f ' 
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» («. y)  =  ^  il'.     V»  «'(?.r)=U  r(u)=; Vv  ♦(x,y)=x«+y'-l ,*,=1.  ».= «  . 
Ferner  ist  (c') : 

und  wenn  hier  g  geht  Ton  1  his  00  ,  so  wird  man  für  jeden  Werih  Ton  q  gewii»e 
WerUie  Yon  x  und  y  ^ihftlten  lU>nnen ,  die  nothwendig  'so  beschaffen  sind ,  das«  z' 

0-— a*    Q — ß* 
-}^y'<l ,  indem  jiEk     __.  ,  ^-—r  grosser  als  1  sind;  aoeh  werden  alle  diese  8y- 

steme  Ton  einander  versohieden  seyn,  und  keines,  für  das  x'-|-y''^l  wird  daron 

ausgesohlraen  seyn ,  so  dass  also  die  Bedingungen  (aO  und  (bO  sieh  nicht  nitf  nieht 

widersprechen,  sondern  dieselben  WerUie  liefern,  wenn  Q  ron  1  bis  00  stetig  wichst. 

Demnach  ist,  wenn 

1— Ä»x*— äV  = 
8x8y=y(e),wo      ^_^«_yy    ^e^ 

1 

1— «*x*— /»'y'^  ö— o»  ,  .  p— Ä*  ,=i 

Die  Bedingung      j^_^,_y,     < ?  i«t  auch  ^3;yx»+  -rZiJ^^  1 ,  »o  da», 

wenn  man  in  der  Formel  (B)  des  §.  107  setzt: 

«  =  ^  =  2,m  =  \/^£^,.n==\/i£^,,«u)  =  l,a  =  b  =  l,k  = 
man  hat 


■//• 


»(«) 


-4  V  (p_«»)(p-^«)  ni)  J^*~i 


9-\ 


Setzt  man  ^±=u^  so  ist  diese  Grosse  = 

ff  r  (a*-~l)n  r       (n*  — l)8n         1 

4  L\/(n»^«»)(tt«-|f«)    y  \/(tt'-«')(n'-^ 
und  wenn  u  =  r^— ; 

^'LVa'— |?*8in*?>»mf»co8f»     /  Va»— <»»sinV»iuVj  ~  *  Lsiai»cos9  Va'-^/f' rinV 
+«*  /*  ^<^  _x  /"  Sy*  "1_  <<r  g'— sia»» 

J  8iii»f»Va*— ^sin*f»     /  Va'— j^' »in'yj-      *  Lsin^cos^  V«'—  /t'tinV' 

_  ff  r(a*--l+^»cog»y)»iDfi         ,    /*       sfaif>8»         _  /*  »»  /         1 

Da  ß^'>a\  so  sey  -|-=r  e',  und  es  ist,  da  die  GrAnzen  ron  u  ebeafidls  1  iib^ 
00  ,  also  Ton  go  :  od  und  0  sind,  wenn  sino>=ai  die  fragliche  ElAohe: 
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6 


^1/ 0^5 l 


d.  h.  da  8hia)  =  «.  eo8«>=i  Vi  —  «^,  sie  ist  (§.  100):   .     ' 

4^  [Va-«*)(l-/»')-«F(«.e)+«E(«,e)+-~F(*.e)]. 
d.  h.  endlich  gleich : 

^-t-T7^==  [(a'-e')E(«,.)+c'F(.,c)l.  riB.i=.V^^.  <»••  =  -. 
*       4Vä— c  ~  •      a  a 

•      b  V  a»-c«- 
Nimmt  man  diese  Grösse  achtlHoh,  so  erh&lt  Inan  die  ganze  Oberfläche  des 
Ellipsoid». 

IL  Legt  man  das  Integral 

2UT  Bestimmung  vor,  ausgedehnt  auf  alle  positiven  WerÜie,  für  di^ 

WO  a, b,  c, .  ..  positiv  und  kleiner  als  1 ,  a,/},/» ; . .  poslthr  shid,  sd  bat  man 

F(x,y,z,...)=x       y       2       ...,  9>(%7f  St .••)= ' * 


i. 

f(ii)  =  «■*,  f» (x,  y,  1, . . .)  =  x"  ^-y'^  +1^4-...  —  1 , 

_      I  — rax**— by^—ci''— ...  =       .     p— a  a  ,   p  — bj>  ,   ^~-,c  y  , 

,.^  1,   ,.  =«,  ,  j,        y <.,0d,T  J^X    +£_j/  +  — ^,    + 

...^1;  ^ 

V(p)=  /yy . .^'~ V'"^!*"*. . .  8 X  d y  a «  . .  , . 

ausgedehnt  auf  alle  positiven  Werthe  von  x,  7,  s, . . .,  fOr  welche  die  eben  gegebene 
Bedingung  erfüllt  ist,  gibt  4iach  (B)  in.§.  107 : 

^fr...r(f+i+f+....) 


/" 


*-^+4-+-+..-i 


«     <»     »  an. 


Ah.  wenn -^-H-j-f-— -h  •  •- 5=k: 

Dl«*t*r.    DlAnrnllal- «.  I*Mcnl-H«ckauf .  .  ...    -    '9% 
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„,      <?-»'.'fi)ra)re).. 

»(^)  = 7 j 7 ' 

(^-a)«(^-b)^(^-c)y..a^y...r(l  +  k) 
so  dass  also  das  Torgelegte  Integral  = 

«i»y...r(i+k)       y»»L        »       A    J 

♦  (p-a)«(p-b)^..; 

Für  a=3b=c=  .  .  .  =0  öt 

A /.  /.          y-i   »— i   r-i  - 

///    '     '      ■       / ^'—  8«»y8x... 


1 

k— 1 


— .^r^j-.i(-7)'-^^^rir^-]  •■ 


k-l     *  -k  — 1  I 

l^Cc— 1)       if^  ,  »o  witd-wwui  ^=: — , 

/*       _   _±      *r(k)rri--i-^ 
l-u)     *«    "«0  =  --: ^^ ^«.106). 

also 


III.  Wir  wollen  uns  endlieh  noch  das  bestimmte  Integral  rorleg^ : 

///:..'-' y^'-^rV-V' --<'"+;>*' t-->8.ay8..... 
Mugedelivt  auf  alle  potitiren  Wertha  ron  ^,y,  2, . . .,  fOr  die 

wo  wir  a,  ß,  7»  .  .  .  als  positire  Grossen  aftaehmen. 

Hier  ist  F(x, y, «, .  .)=x'~ V""*«'T!,  9(^7r2. ..)=x"+y  +«''4-.- .  ^W== 
y/r-^^t  demnach  9o=^*  9t  =i  »  «nd  die  Bedingiingen  x^+jr  H-a^+...^l. 

X  4~j4~'^'4"-«*^^  stehen  nicht  im  Widersprach,  so  wie  sio  otfeobsr  diwMlbes 
Systeme  ron  Worthen  für  x,  y,  .  .  .  geben. 
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Jetzt  ist 


-f- . .  .  ^  1 , 
d  h   (§.107): 


-?  +  S.  +  i-+... 


d.h.  wem  -^+4+— +-=k: 
'       fi       7 


,.J<^)^a) 


i»/»r...r(i+fc) 


///,...-,-.--..Vi=^+r +.•*..., 


Fflr  m=2  kMut  «Im  ktste  lategral  aaf  die  r«nwl  0)  <»  1-  IM  tnUk.     R«  i«t 
ninlidl  düwelh» 

•  -  •  • 

iiDd  wenn  ^=  V  a : 


#  •  ♦ 


.KD'-Ct)   .-OriXi) 


j     r^.-1-w       . 


(^)    •   -(J-O 


$.  IM. 

L  E>  ity  Ai>  Dtßff^lmugräk 
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f(9)  =  p. 


(^-.a)«(9-b)l»(^-c)y..a/Jy...r(l  +  k) 
so  dass  also  das  Torgelegte  Integral  = 

a/?y...r(l+k)         ybeL  P  «.     J"^ 

1  /.  .\A/^  V\^ 


Für  ar3b=c=  .  .  .  ^0  ist 

p— 1    q— 1    r— 1 


(^-a)«(9-b)^..; 


oder  da 


1 

k— 1 

8pl     pk      J     8fl         pj  p'  '^pL     f "     J  « 

1 


k-1         -k  — 1  1 

^'(c— 0       v"*  ♦  »o  Wirt -wenn  ^=:: — , 

k_l    k-f-l-~  ^ 
U  — ;: 


/*      k_   -i-       ■kr(k)rri--i-^ 
l-B)'     «    •««  =  — -: ^^ ^(«.106). 

also 

fff   .'-S^^-'e,»y8..../0-^)^(i)'^(7) 

•^*^-'"  VO-x'-y'»-.'-..)    .^,...r(i+i+^..-I-) 

IIL  Wir  wollen  uns  endlieh  noch  das  bestimmte  Integral  rorleg^n  : 

JJJ'"^      y      n     ...^ i — i-^— ^ — -t — ^8x8781.... 

i+x  H-r +«''+••• 

ansgedefant  auf  alle  pMitiren  Werthe  too  x,  y,  x, ...»  für  die 

wo  wir  Otßtff  »  *  >  als  positire  OrOsseo  annelqnen. 

Hier  ist  F  (x.  y.  x, . .) = x'~  y'"*  «'T!,  9  (»•  /r  «• .  J^x'^+y'^-f-  x''+ . . ,  f (u)  = 

\/^'T",  demnach  9o=^»  9t  =i .  «nd  die  Bedingiingen  x"+y'+x''+...^l, 

X  4~j+<^+-«-^^  stehen  nicht  im  Widersprach,  so  wie  sin  oib^bsr  dieeelbeB 
Systeme  Ton  Werthen  für  x,  y,  .  .  .  geben. 
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Jetzt  ist 


d.h   <§.  107): 


-f-    .    .    .  ^  l  , 


?  +  f  +  -^+... 


d.h.  wenn  -+4+-+-  =  k: 

o         j»         y 


« 


'"-w^a) 


'■'"        fl|»,...r(i+k)     • 


^(t)  ^(i)  •  •  Y^-i  Wi-j 


8(. 


Fflr  ni='2  kommt  du  letcte  Integral  anf  die  Fonnel  (i)  in  }.  108  surdek.     Es  ist 
nämlich  dasselbe 

0  'S  • 

und  wenn  ^=|/u: 


u 


r 


2 


§.  109. 
I.  Eft  sey  das  Doppeiintegral 

a        •  (x) 
y8xyf(ax+by)8y  (a) 

0        • 
zur  BeatimmuDg  vorgelegt ,  wo  y  (x)  eine  bekannte  Funktion  von  x,  a  aber 

konstant  »t.     Setzen  wir  f(ax4-b7)  =  z,  so  stellt 

32» 
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/"/■ 


£8y 


0 


M2£'     8   Jt 


Fig.  57.  einen  Körperinhalt  vor  (§.  60) ,  der  fol- 

•  genderniftsMn  begränzt  fst:  Ist  H|K| 
in  der  Ebene  der  x  y  öine  Kurve ,  deren 
Gleichung  y  =  «  (x) ,  femer  OR  =«  a, 
"-RN^  parallel  mit  der  Axe  der  y,  über 
OM^RJC^  eine 'Fläche  errichtet ,  deren 
Gleichung  z  =  f(ax-|-by),  so  stellt(a) 
den  Inhalt  des  überOM|RN|  liegenden, 
von  jener  Fläche  oben  begränzten  .Kör- 
pers vor.  Was  nun  aber  diesen  Inhalt  anbelangt ,  so  kann  er  auch  noch  in 
anderer  Weise  gefunden  werden.     Setzt  man  nämlich 

ax+by=a),  i  =  f(«»),  (b) 

SO  ist  offenbar  z  konstant,  wenn  m  es  ist,  während  die  erste  Gleichung  (b) 
für  ein  konstantes  o  eine  Ebene  darstellt ,  die  senkrecht  auf  der  Ebene  der 

%y  steht,  und  die  Axen  der  x  und  y  in  Punkten  trifft,  fftr  die  x  =  ~ ,  y  = 
Y-     Stelle  MN  die  Durchschnittslinie  tlieser  E^beoe  un^  der  Ebene  derxy 

vor,  so  ist  also  0M  =— ,  0N'=  ^,     Lassen  wir  «»-um  Jm  zunehmen,  so 

erhalten  wir  eine  zweite  Gerade  und  Ebene  M^^  die  mit  MN  parallel  ist; 
zwischen  beiden  Ebenen  liegt  ein  Stfick  des  betrachteten  Körpers ,  das  wir 
nun  berechnen  woHen. 

Die  Fläche  des  Dreiecks  MON  ist   *' 


so  die  von  MNN'M' : 


l  : 2»b"^ — "^ 2ab *  ^^^  ^'^^^  *  ^^' 

langt,  so  ist  dasselbe  =  f(fl0) ,  sodass,  wenn  ^*i  sehr  klein,  ist,  z  nahezu 
denselben  Werth  haben  wird  för  alle  Punkte  der  über  MNM'N'  liegenden 
Oberfläche.  Setzt  man  also  z  =  f(o>)-f-k,  so  ist  k  eine  Grösse,  die  mit 
Jon  verschwindet,  und  wenn  man  k  sofort  weglässt,  so  hat  man  nur  das  weg- 
gelassen, was  schliesslich  doch. wegfallen  wtbrde.  Setzen  wir  also  z  =  f  («) 
voraus ,  so  ist  der  Inhalt  des-  fraglichen  KörperstCteks 

»b  ^2äb     ., 

Lässt  man  nun  co  alle  Werthe  annehmen ,  die  diese  Grösse  annehmen  kann, 
indem  man  durch  die  (anendlich  kleinen)  Untersclii^e  Jw  fortgeht,  so  er- 
jiält  man  eine  Reihe  solcher  Körperstücke,  deren  SummeTdem  lohalte  des 
ganzen  Körpers»^leich  seyn  wird.     (D.  h.  letzterer  ibt  der  Gränzwerth,  dem 

sich  jdie  Summen  der  Grössen  von  der  form  ^1  .W"r  ^j^^      Ü _T     J^^ 


ab 


2ab 


nähert).     Da  aber  hiiebei  die  Grössen  ~^^«'  eine  Summe  =<^«/r^8( 

*ai>     ..  «/Sab 
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geben,  also  wegen  des  unendlich  kleinen^«  diese  Summe  Null  ist^  so  ist 
der  fragliche  Körperinhalt  nothwendig  =  — /«f(«)9«,  wo  man  nun  noch 

die  Gräncen  des  bestimmten  Integrals  zu  ermitteln  hat.  Der  unterste  Werth 
von  m  ist  Null,  da  dann  die  fragliche  Parallele  durch  den  Anfangspunkt  geht. 
Sodann  kann  man  di^  Parallelen  ziehen  bis  M^-S,  und  die  obigen  Formeln 
gelten  ungestört.  Was  diese  letztie  Parallele  anbelangt ,  so  ist  ffir  sie  OM« 
die  Ordinate  desjenigeii  Punktes,  in  dem  die  Kurve  M^N^  die  Ordinatenaxe 
trifft,  sie  ist  also  =:9)(0),  und  demnach  der  entsprechende  .Werth  von  o»  : 

b9)(0),  so  dass  also  der  über  OSM|  stehende  Körpertheil  =  —/(»f(«o)dio. 

Nun  hat  man  aber  die  Körpertheile  zu  berechnen,  die  zwischen  den  Paralle- 
len SMi,  PR,  sowie  zwischen  PR  mid  N^Q  liegen.  .  Was  die  ersteren  anbe- 
langt, so  sind  es  Stücke.,  die  ganz  zu  dem  Körper  gehören,  während  bei  den 
zweiten  nur  ein  Theil  zum  Körper  zu  rechnen  ist.  Denken  wir  uns  nun  zwi- 
schen M^S  und  PR  eine  weitere  Parallele  gezogen,  deren  Gleichung  o>  =  ax 
-f-by  sey,  «o  wird  dieselbe  die  Kurve  Mt^i  in  einem  Pupkte  treflfen,  den 
man  aus  den  Gleichungen 

Äi-f-by  =  a),  y  =  ^(x) 

erhält,  aus  denen  {b]gtax4-^p(x)  =  ft»»  welche  Gleichung,  da  wir  nur  ei- 
nen Durchscbnittspunkt  annehmen,  auch  nur  einen  Werth  von  x  für  jedes 
m  geben  darf, 'das  zwischen  b9)(0)  und  aa  Hegt,  welch  letzterer  Werth  PR 
zukommt.  Folgt  nun  hieraus  x=^(c9),  so  wird  man  also  für  die  Koordi- 
naten des  Durchschuittspunkts  mit  M^Ni  haben:  x  =  t^(a}),  y=  **^^*^  , 
so  dass  die  Länge  jener  Parallelen,  da  der  Durchschnittspunkt  mit  OR  durch 
X  =  —  gegeben  ist ,  seyn  wird : 

wo,  da iiier  immer  to — a^(<o)>0,  das  obere  Zeichen  zu  wählen  ist.  Die 
Länge  der  vom  Anfangspunkt  auf  diese  Parallele  gezogenen  Senkrechten 

ist     .      =,  so  dass^  wenn  c»  um  ^co  zunimmt,  diese  letzte  um 


a»+b»  V  •  VJ?+r» 

zunehmen  wird ,  mithin  das  Flächenstückchen  zwischen  unendlich  naJien  sol- 

eher  Parallelen  durch  ^^ 1  ^ ' — .  —  =  ^= ^r^-^^ —   gege- 

ben  seyn  wird.     Daraus  folgt,  dass  der  über  SM^PR  stehende  Körper  gleich 


— yc*— av^(«)]f(i»)e 


In  derselben  Weise  ist -der  über  RPN^Q  stehende,  da  für  PR  :  a)  =  aa, 
für  N|Q  :  a>=='aa-|-b^(a),  indem  die  Koordinaten  von  Nt  sind:  a  upd 
9(^)9  gleich   . 
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^y[«-at'W]r(»)8». 


Davon  ist  nun  jhi  subtrahireD  das  Qber  RN|  Q  stehende  Stfick ,  ds^  in  ganz 
ähnlichec.  Weise  wie  das  über  OSM|  stehende  berechnet  wird.  Ist  nämlich 
aX'-f-by^M  die  Gleichung  einer  zwischen  PR  und  N|Q  liegenden  Pjuralie- 

len,  so  triffl  sie  RQ  im  Punkte  x  =  — ,  RNj  in  x==a,  y  =i  — -r — ,  so  dass 

das  Dreieck  zwischen  diesen  zrfei  Punkten  und  R=     7"  "     ist,   und  aho^ 

• — a« 


wenn  m  nun  das  unendlich  kleine  Jm  zunimmt,  selbst  zunimmt  nun        . 

ab 

Jwy  so  dass  also  der  fragliche  Körpjer  = 

»  +bf»(a) 


±/(.-»-)f(.)8, 


A« 


ist.     Daraus  nun  endlich :  '  • 

0  0  0  .  bf»(|)        . 

•  bf>(0)  »«      ,        . 

A  a  aa+b  9  (a)  ao+b  ^  (a) 

0  Äff  bf»(0) 

wo  <^(o)  der  (einzige)  Werth  von  x  itt,  dei:  aus  az-j~t>9'(^)==#  folgt,  in 
so  ferne  wenigstens  «»  zwischen  b9(0)  und  air-|-h9)(a)  liegt    > 

Ist  y(x)  konstant  =/?,  so  folgt  aus  ax-j-by(x)==«  :  x  =  - = 

^(«),  also  ist 

00.  04«  */f     ,  . 

Kann  a=:ß=cc  scyn,  so  ist  hieraus  (bei  positiven  a  und  b) 

00      00  00 

y8xyf(ai+by)8y=iy*f(#)8*.  <d) 

•  0  .  -f 

Setzt  man  ^.  B.  f  (o»)  =  q>      e~  *,  dabei  a  und  b  positiv ,  so  ist 

.  -:r-iOO 


ß 


IL  Es  sey  eben  so  das  Integral 


« 


KtMtHam  doppelt«  Integnle  doreh  friciBUlilinln  Batraohtungen. 


503 


/8xyf(»»'+b^«).e7, 


(•) 


0 


wo  a,  a,  b  positiv  wßfti  Mdi^n,  vorgelegt.     Setzt' man  auch  hier 


(eO 


Fip,  3^. 


zur 


i=f<ax*-l-by"), 

SO  stellt  (e)  abermaU  den  Inhalt  eines  Kör- 
pers vor,  der  über  d«r  Fläche  OAGB  (F.  58) 
stehend,  von  der  Fläche  (e^)  begräfizt  ist, 
wenn  y=rg>(%)  die  Gleichung  der  Kurve  BC, 
und  OA=;=a  ist  Setzt  man  nun  ax'-|-by' 
=  40,  so  Ist'z=:f(«),  «also  z  konstant,  wenn 
m  es  ist;  ist  dies  aber  der  Fall,  so  drückt 

einen  elliptischen  Zylinder  aus,  der  auf  der 
Ebene  der  xy  senkrecht  steht.  Die  Halb- 
axen  der  Grundfläche ,  die  nach  0 A  und  OB 

gerichtet  sind,    haben   y^  *  ,    \/ -r^ 

Länge.-  Seyen  nun  MP,  MT'  zwei  Ellipsen ,  die  zwei  auf  einander  folgenden 
Werthen  («,  »  +  ^^)  in  (0  entsprechen ,  so  wird  die  Fläche  MOP  = 

-j-  ^==  (§.  63)  seyn ,  so  dass  die  zwischen  MP  und  MT'  liegende  Fläche  =x 

-i  ^^  ist;  für  alle  Punkte  der  über  MPP'M'  liegenden  Oberfläche <eO  ist 

zr=:f(M)  aU  kQnstant  anzusehen,  so  dass  das  über  diesem  Streifen  liegende 
Körperstückr  =7-  ,  ._  f(«)  ist.     (^ör  den  Fall,  den  die  Figur  angibt, 

gehört  allerdings  dieses  ganze  Stück  nicht'zum  Körper,  vielmehr  ist  das  über 
MFPIill^  stehende  Körperstück  davon  abzurechnen.)  Was  die  dnrch  C. ge- 
hende Ellipse  anbelangt,  so  rouss,  um  das  ihr  entsprechende  oi  zu  finden,  in 
(f)  x  =  a,  y  =  y(a)  gesetzt  werden,  so  dass  für  sie  o>  =  aa'4~^9(^)^  i^^s 
mithin  ist  der  über  OEF  stehende  Körper  = 

^         0 

Davon  sind  non  abzurechnen  die  über  BCF  und  ACE  stehenden  Stücke.  Um 
diese  berechnen  zu  können,  müssen  wir  im  Stande  seyn,  die  Fläche  des 
Stücks  NPP'N'  zu  erhalten;  kennen  wir  aber  B^T  als  Funktion  von  o,  so 

i8tNPFN'  =  ^^^«,  da  jaweünBNP  =  F(«),  BNT'=F(«+^«), 

also*  (ftr  unendlich  kleine   J  m)  NN'PP  =  F  («  +  ^«)  —  F(»)  = 

-^ 2i ^^^^~k — ^**»  ®^  "*®®  ®®  ®*^*^  bloss  um  die  Bestimmung 

von  BNP  haoTdell.  Nun  erhält  nuui  die  Koordinaten  des  Punktes  N  aus  den 
Gleichungen 
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;ius  welch  letzterer  Gleichung  x  =  i^(a))  als  einziger  Werth  folge;  alsdann 
ist  der  Inhalt  der  Fläche  BNP  nach  §.53        \ ..    . 


0  . 


von  welcher  Grösse  der  Differentialqaotient  nach  c»  (§.6I)  ist 

wo  aber,  da  ai^(«)'-|"'>y(V(«))*=«»  also  9(V^(»))=\/^'^*.^      , 

das  letzte  Glied  wegfällt.     Demgemäss  ist  endlich  das  über  BCP  stehende 
Körperstttok,  indem  für  die  durch  B  gehende  Ellipse  i»  =  bjp(0)': 

^-l=/*«c[-n  =  «(.)\/I]f(.)8.. 

Was  nun  weiter  das  über  AGE  stehende  Körperstück  anbelangt,  so 
denket}  wir  uns  einen  elliptischen  Bogen  GH,  dessen  Gleichung  die  (f)  sey; 

die  Abszissen  von  A  und  G  sind:  a  und\X'~~»  so  dass  die  Fläche 

.'▼     a 

V«      VE 

y    *• 


4Vab     2Vab   .   V  ^     •-' 

so  dass  das  über  AEC  stehende  Röcperstück,  f&r  das  zuerst  co  =  a«'  (für 
die  durch  A  gehende  Ellipse),  gleich    . 


ps/^*>**-  M^/*"  C*^ = -  V^'w»  •• 


und  also  -^ 

ye X /f (ax»+b y^ 8 T^-^^ß^  e«  -  ^^yirc[iin  =  t'  wV/jJ  f WB« 

0  0  ,        .        0  b9)(0)* 


4-^/^->*r+ 2-^^/'- («^ = "  V'^>«-''- 


fta*  sa' 


R«daktioB  doppelter  Integrale  direli  geoKettitdw  BetfaehtDngen.  ^05 

4^^y*rc(.»=«\/±)f(.)8..  (B>       . 


aa' 


Hierin  ist- ^(e»)  der  aus  ax^+b 9) (4L)'=tt  folgende  einzige  Werth 
von  X.     Für  ^ (xy=ß,  d.  h.  konstant,  ist  xp((o)=^y/.^~      ,~ also 


y'8,y;(.x»+byoeT=j^/f<.)9.-.^y*«c(d«=\/^')i(.)8 


+nb/'"0'"=«Vi>)»-^  <«> 


Für  a=/9  =  oo  ,  wenn  dies  zulässig,  folgt- hieraus  (§.52) 

X  X    •  " 

yyf(ai*+by»)ei8y  =  — ^yiwe*.  (gO 

Setzt  man  etwa  wieder  f  («)  —  w'*~*e~*,  so  ist 

X  X 

0  0    .  . 

Für  II  =i  1  folgt  hieraus 

*  X  ^x 


(h) 


6         8x/e     '8y=--r=, 
y  4Vab 


Vi 

und  wenn  b  =  a  : 

.X        ^  ^x 


0  0  « 

Diese  {>eiden  Beispiele  mögen  hinreichen,  um  den  Geist  dieser  Methode 
der  Reduktion  vielfacher  Integrale' klar  zu  machen.  Die  angewandten  geo- 
metrischen Betrachtungen  haben  offenbar  nur  zur  Verdeutlichung  gedient  und 
die  Resultate  könnten  eben  so  auf  analytischem  Wege  gefunden  werden. 

Die  Einföhrnng  neuer  Integrations- Veränderlichen  ist  natürlich  eines 
der  wichtigsten  Hilfsmittel  zur  Auswerthung  bestinmiter  Integrale.  Wir  ha- 
ben davon  schon  vielfach  Grebrauch  gemacht,  und  wollen  nun  an  einigen 
weiteren  Beispielefn  dies  erläutern. 

I.  Wie  man  nach  §.61  leicht  findet,  ist  das  in.§.  108,  I  untersuchte  Integral, 

fUr  welches  die  Oränzen  Ton  j  sind  0  und  ^^y^?-^ x^  yoa  %  :  0  und  a,  gleieh 
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aus  der  Gleichung  d^s  £llipsoidf  sich  ergibt.     Da  ferner  x^+y*"f'**='^'»  *®  ^** 
die  Grösse  (e)  gleich  , 

ir  in     Q  it  tu 

"^"^0  0  ~  2  ^ 

n      .     tu       . 

co(S^89> 


=T/r*«*ybv 


cos'ift  ■  sia'ycos*»  •  sin'i^ 


J  J  eos*yco»*v»  ,  Mn*ycos*v»  ,  »in*^ 

.0  *o  J}~       '  b*      ^"^    t» 

=  4a*b*e*/*  /^ cosv;8ff8» 

y     y      b*c*coi*5DCOf*^-f-a'c*8ln'»)Cos*^-f- a*b*«n*i^* 

0  0 

um  nun  dieses  Integral  selbst  zu  ermitteln ,  woHen  wir  zuerst  die  Integration 
nach  (p  durchführen.  Wir  setzen  zu  dem  Ende  b'c'. cos' 1^4"^^^' ^>^'^  =  '^^ 
a'c'co8'i^+a1)'sin'i/^  =  /9',  und  haben  das  Integral 

■n  ^  "* 

/g  8y       ._,      r^  8y .1  /*»       -   8f> 

a*C08'v+/J*sin»g)r"y      ,^'-(/?»-a»)cos*V   ~    /9'-a»  y  ^' 

0  0  0       ^ill^-^»* 

Q  _        -  I 

ZU  bestimmen.     Setzt  num  hier  co8d)  =  x,  ^— c=  —  —-7==,  so  hat  man 

^         'IBx            Vl-x* 
Ä                                                   1                   •          . 
ri  .  8y 1_^  /• 81 

J      a»C9»«9>  +  /?»sinV-/9^-a»yr      /^»  ^^^      — — 

so  dass  jetzt  die  Grösse  (e^  gleich 

n 

2  /  C0B^8lp 


2K*h*c'nf 


V^'<5*cos*«fi-[-A«b'8in*4;  Va«c*oo8»i^-f-  a*b*8lnV 

0 


2abc 


"/ 


n 


Dieses  Integral  lässt  sich  leicht  auf  elliptische  Integrale  reduziren.     Zu  den 

Ende  setze  man 

c  8ip  c  1  •  - 

Mnift=^  -»tg»,  COStf/  r— =  ^.     ,  I  r— , 

Va»-c«  ^«     y^«:  c*co8»*' 

c'co8»i+a«8in>=  c»  (^1  - -^^^-jtg»*  j+j^^^ 

'  ^  c'[(a»-^e»)co8»io~c»8in»a>3Tfa'c«8in»i»  a'e'—.c*  c»     : 

{a«^-c»)co8*«»  ^  *^(Ä»_c*)c<te»«»"cos»»' 


RodnktioQ  drwfkdior  Iiitogril6  dnrdi  ümfonnmig. 

_  c*[a'cos*tt  — c»|+b*c*sin»«  _  c»a*— c^— c^a'sinftt+b'cSin*« 
"*  -   (a*  — c*)cos*«  "~  (a*  —  c*)cot'o> 
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c*-= 1  sin' 

a*  —  jB* 


■  cos'»  ^         .a*  —  c* 

und  da  für  ip  =  ^  :  tg  ft)  =  y/  -r— i — »  so  wird ,  w^nn  e  durch  die  Gleiofaung  tg.e 

=  V/  — ^^^ — ,  cos«  = —  bestimmt  ist,  zugleich  e^=:   ,"^  ,; 
▼         c-  a  **  a*  —  c* 

/2 co§v>8if/ ^^^  1  /*         Ott 


^     e 
F(«,  e): 


mithin  ist  endlich  die  Grösse  -(e)  gleich 

2fiabc    _,      .      ,    a*  — b?  c        ^  ^^ 

___F(e.e),  e*=;^rr7i'  «<«•  =  Y'  *>1^>«- 

Man  sieht  leicht,  dass  das  Integral  (e)  auch  in  fblgen<)er  Weise  dargestellt 
werden  kann  : 

-ha        /»  .    b 


/         /  /    V«!±yl±»' 

•  »*      b* 


(f) 


£s  lässt  sich  dasselbe  jedoch  leicht  in  ein  anderes  umformen,  das  konstante 
Gränzen  hat.     Setzt  man  nämlich  (§.  51): 

so  ist  dasselbe  gleich 


und  wenn  man  wieder 


t^tät 


,iv?rr.,=b\/,-i;. 


V.-S-(-i;>'V>-S 


V  [x'+fc'(l  -  ^|)t« +e»«' (l  -  ^)(!_»')] 


8  z. 
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Setzt  man  hier  •ndliob  nach  x=aw,  tp  ist  das  Integral  gleiob 

h,  TTt\/       (i-v)(i-T')(i-'.') 


(i-x»>Vi-y' 8«8y8.  2« 


so  dass  also 

hl 

'L!l!Li[a«^x«+bV^^-x5+c»iUl-x')a--y')J*     ^**~  ""^ 
Anm.     Wollte  man  in  dem  letiten. Integrale  die  früheren  OfrOssen  r.-^p,  ^  einfltlhren,  so 
mOeste  maa  }etit  eetten :  *  * 

ax  =  rco8^co8^,  by  \/l — x'^rsin^eos^,  c«V'(l— x'Xl— y*)  =  r»ln^,    . 

d.h. 

r  ar  sin^cositr 

x=  — eos^eost^,  y  =  -r- 


a  b    \/a»  — r*coi»f»eos»V' 


ar  810  ^» 

t  =  —  -^ 


c  a*r!, 


und  r,  1. 1^  hatten  dieselbe  Bedeutung  wie  im  FrOhem.   Eliminirt  man  (|.  52,  IV,  V)  r  und  ^, 
80  erhält  man 

'  ax  if 

=  cptg ^ ;  also  fttrx  =  0:^=— -,  x=l:9=0. 


Eliminirt  man  r  und  x  aus  der  sweiten  und  dritten ,  8o  bat  man 

by       .  ^  % 

=sin  ^cotg^;  ako  füry  =  0:^=— ,y^l  :  ^  =  0. 


Eliminirt  man  endlich  x  und  y  aiis  der  dritten,  so  hat  man 


•  .  ,        »t  i#i        »Vi-,        IV        \\fx      r*coa*^co8*^*     r*sin*^co8*«r^ 
r«sinV  =  c*«*(l-x*)0  — y*)  =»<•«*  ^^1-- ^i ^-^ \x — -y 


r*  = 


sin' 


e— + 1 i5— +  —P J  •  • 

woraus  für  s  =; Q".  r  =  0,  Ar  s  =  1  :  r  =  ^ ,  so  dass 

/.y  / 0-i'>VnrF8,8y8, __   /«i,  A8,/;L.8r. 

/  :j  %  [»H'+bva-«')+c'.»(i-x')(i-y')p  ^       .      "i     ' 

was  mit  HI.  susammenstimmt.  M an  5ieht  hieraus,  wie  nian  die  Orinxen  von  #,  ^,  r  in  dso 
FrOherti  auch  nach  %,  52  bitte  finden  kennen.  Wir  werden.  TOn  dieser  Bemerkung  sogleieh 
Gebrauch  machen. 

rV.  Für  X,  j,  z  wollen  wir  femer'neue  Yerftnderliche  X^ii^if  eidHUuren ,  die  mit 
.X,  j,  z  zusaameQh&ngen  durch  die  Gleichan^A 

»»  .      y'      , /  «'        ,      X»  ^     y'      .      1»        ,    »*  L.    yV_  i   -«•       ,   /ux 

wobei  wir  c^a,  A^c,  c>>/i^a,  y^Ca  Toraussetzen  wollen,  wo  dann  fdr  komtante 
X,  fi,  y  die  erste  der  Flächen  (h)  ein  dreiaxig^s  Eliipsoid ,  die  zweite  ein  einftehm* 
ges,  die  driUe  ein  zweif&cberigei  Hyperboloid  Torstellt,  welebe  drei  FlAehen  den- 
tilben  Mittelpunkt  haben.  Die  Gleichungen  (h)  lassen  sich  leicht  nach  x,  y,  z  äirf' 
Mim.     Miin  setze  näinlich 

to  iat  F(^) — f  (p)  in  Beteg  auf  ^  nur  rom  sweiten  Grad«,  und  aithia  naeh  f. 38: 

F(f)-f(t)     F«))-f(0)     1      r(a')-;f(a')  _1 .  ^Cc'j-ftc»)      X- 

F(e)       ~      F'(0)       ■  j  ~  •  F'Ca»)       p— a»^      F'(e'}       «  — e" 


Laiii^*g  «UiptiiMbe  KoonUpfttaii.  51) 

welche  Gleichunfir,  da  F(0)^Of  F(a')==0,  F(c^)  =  Ö»  aueb  beiut 

F(g)— f(p)_       f(0)     1        f(a»>       1  f(c»)       l 

F(e)  F'(0)  ^  ,  F'(a>)^-^a*     .F'(c*)|»-c» 

und  gilt,  was  auch  inuner  ^  sej.  Setzt  man  nun  nach  einander  Q=sk\  /i^  t^  und 
bea<;|itet,  das«  dann  immer  f(^)=^0,  lo  ist 

,      _J[W:i_i(a»)__J T(c«) ,      1         ,     _i»L  l_i(!LL    -   ^ 

■"       F'  (0)  A»      F'  (a»)  A»— a'     F'  (c»)  A«—  c«'  F'  (0>  ^»      y  (a*)  ^*—  a» 

f(c->   .     l  ,      f(0)    1        fW        1  f(c»)        1 

F'(e»)>*  — c»'  F'(0)  ».»      r(a*)»»-.a*^F'(c»)»»— c»* 

aus  welchen  drei  Gleichungen  ganz  unmittelbar  folgt,  dais  den  Gleichungen  (h)  ge- 
nügt wird ,  wenn 

,    '_  f(0)       k*fä*^*      ,  f(a»)  (»»-.A»)(a»-^fi')  (*'-*>') 

*"■     F'(0)~"    a»c»    •  y  -       F'(a»>""  a*(a»— c«) 

,__  f (C*)  _  _ (c«~A»)(e«~fi«>(c»~0 

F(?^""                   c»(c«-aj) 
so  dass  also  aus  (h)  folgt: 

aci  =  tA^y,  aVc*  — a*y=±V(A«  — a*)(ik»~a»)(a»-y^), 

welche  Gleichungen  in  Wahrheit  acht  Systeme  Ton  Werthen  von  z,  y»  z  enthalten. 
Setzen  wir  ^,  j,  z  bloss  positir  Toraus ,  so  ist  ep  genug,  die  oberen  Zeichen  zu  wäh- 
len.    Alsdann  wird  die  Grosse  M  in  §.  52  (C)  gleich 

_^ a»~/B»y(/tt«— y»)(A«— y') 

V(A>-a»)  (^*-a»)  (a*-^»*>  (A»— c»>  (c*-^^»)(c«— »»)' 
Gesetzt  nun,  man  habe  das  üitegral  ///dxSydz,  ausgedehnt  auf  •Uc'pe- 

sitiTen  Werthe  Ton  z,7,z,  für  welche  yi+r» i+ri i  ^  1 ,  wo  k'>c'>a^ 

'    x*        -  y*  '  i* 

so  drückt' es. den  achten  Theil  des  Ton  dem  EUipsoide  "uT  +  CTZ — »4"k> }t-::-l'um« 

■  « 

schlossenen  KOrperraums  aus.  Will  man  nun  A,|tf,y  einführen,  und  die  Gränzen 
dieser  Grössen  bestinunea«  so  beachte  man,  dais  ^ 

yyy8x8y6,=y8,y8y  y8. 


0 
4    ' 


=  k  Vk»— a«  Vk»-  cy    / /(l  —  X»)  Vi  -  y«  61  dy  Öi. 

a     0     0 
so  dass  man  jetzt  zusetzen  hatj 

aekx  =  A<iiy,  Vk* - a* . a V^^^T» y  Vr^V  =  V(A»— a'X/n'-a»)  (a»  -y').     , 

cV^TIT'Vk'— c*iVO-x')(l— y')=V(A*-c*)(c*— /««*>  (c*— »*). 
.^  k»x>     (k»-a«)y»(l-i«)  .  (k»-c')«»(l-x»)(l^y»)      , 

^"  TXTT X»  — a* ' ;t»~c» "" 

k»x»  ,  (k«-a«>(l-x>)y»  .  (k»~e')i»(l>-x»)(l-y»)  _, 

k»x»      (k»-a')(l-x»>y»  .  (k'-cOiM-^-xMl-y*)  _  , 
9*  "^  »«-.a*  "^  »»— c*  "" 

Jede  dieser  Gleichungen  gibt 

k»xt(^«— a*)(«»— e»)+(k»— a»)(l~x»)y»*«(#*-c'H-(k'-e»)z«(l-^x»>(l-<y»>*'(*"-a^> 

=  ••(•«— a»)  {«•—€'). 


5)2  UmlMniiiiiif  aitt^lft  d0ntlb«D. 

wo  Q>=X,  pL,  f  sejn  kann.     Setzen  wir  hier  «i>  =  r,  so  wird  Ar  x  =  D  Mick  f=0 

•eyn  müssen,  wäkrend'fÜr  x=r  1 ,  r=a  zu  seyn  hat;  die  GMnzeo  ron  f  sind  also  0 

und  a.     Nach  §.  52,  V  hat  man  nun  eine  Grleichung  ohne  x  und  A  zu  bilden.     Dazu 

beachten  wir,  dass 

x»_   ft«y»       1-x»  (a<-/tt»)(a»— y»)         1—««  (ft»-,c')(c>~-y«)  • 

Ä«==r»c^*'M*  — a*~a*(a»~c»)(k'-a«>y'«' A«— c'""c«(a*-c»)(k*— c«)z«(l— yV 
woraus  dann  durch  Elimination  tou  x'  und  A'  folgt : 

[(k*-a*)(a*-c«)y*+(a*-/ti»)(a«-»*)][/ti*»»(a*-c»)(k»--c»)£«(l-y') 

+  (^*— c»)(c"-»')a»k^  =  [(k»— c»)(a»  -c*)z*(l  -:>•) 
+(^»_0»)(c»-O}^'»'c-(k»-a»)(»»-e«)r*+(a*-#i»>(a»  -  w»)e»k»]. 
Hieraus  ergibt  sich  für-  y  =  0  :  /i  =a,  för  y==I  :  ju=rc.     findlich  nuiM  man 
eine  Gleichung  ohne  x  und  y  bilden.     Zu  dem  Ende  ist 

/i      .nn      ,«t*-i      *'  f' "'     (*'-*•)  0''-a')(«;'->») 

1.0  ,.,.(,.     ,^(t.     c'iri      ''"'''     a'-O0''-«')(»'-»')1 

"•"  *  *  **       *'^'       *'L        a'c'k«  a'(c'-»»)(k»— »•)      J 

.=  (A»-c»)(«'-».')(e'-«»).  . 

Für  z=0  Mt  al«o  X=e;  für  8=1  Andelman  leicbt,  dMs  >t=k  d«r  GHeiehiuig  gt- 

nfigt.     Oemoach  ist  (§.  52 ,  Formel  (C, )) :  < 

d.h.  (§  67.1):  "       \ 

/8»    /•*    fa'— »')8m m^f-^^^oir.»^ 
V(r*-»')(c'-.V  VÖ^-^a'Xc'-M')/  Va'-»^(A'-c') 
0                                         a          .  e 

=  ykVv-7sVi?^n?.    . 

Anm.   Auf  die  in  I.  and  III.  ermitteltsn  Integrale  lassen' sidh  liele  andere  zmÜckfUiiti 

So  das  Doppelintegrai 

it      • 

T  C0Slflr8^d^ 


// 


[a*b*sin*«r'+a*c*sli^'5DC08*ip  +  b*c*cos*^oos*^l 

venu  n  eine  positiTe  ganze  Zahl  ist.     Setzt  man  nämlich  wieder  a*,  /?'  dasselbe  wie  io  IH« 
so  ist  das  Integral  =~ 

u      n 


/2   /*2  costp8v»8y 

^      /      [a*co8V  +  /y"sin»f»] 


ZuBAcbst  nun  sey 


/ 


n 

T  -8») 


[o»co8V-|-/^*8in*ri' 


=  B_, 


so  ist  (%.  61) 

dB         «    8B 


^0^  0«         ^    /-T        cosV+sin»»  ^.         •- 


«. 


/ 
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ir     1 
nnd  da  ^i  =  ~ö' '  ~L  *  '^  erb&lt  man  hieraus ,  indem  man  n  =  1 ,  2,  .  .  .  setzt: 

**'  "  2  •  2    UV      «/»V'     *  "  2  •2.4.L«V     «^'"^«V'J 

so  daM  man  H^   als  bekannt  anselien  darf.     Alsdann  kommt  die  Ermittlang  des  bestimmten 

Integrals  anf  die  Bestimmung  Ton^ 

n 

cos  1^  8  v/ 

0  *^ 

zurück,  die  nnn  wie  in  III.  geschieht,  indem  man  auf  elliptische  Integrale  zurückkommt.. 

Weitere  AnslÜhrangen  hieron  finden  sich  in  einer  Abhandlang  des  VerfiMsers  in  Gra- 
ne rts  ArchiT  Xlil,  S.  286  ff.,  wie  denn  aach  in  demselben  ArchiTO  IX,  8. 438,  X,  .8.  90, 
XI  •  S.  88  ihnliche  Reduktionen  Torgenommen  worden  sind.  Einige  iHchtige  Abhandlangen 
TOD  TortoUni  finden  sieh  in  Grelles  Journal  der  Mathematik  XXXI  and  XXXVII,  woin  der 
Verfasser  im  Bande  XXXIX  desselben  Journals  einige  Zosttse  geliefert  hat,  a.  s.  w. 

§.111. 

Ein  wichtiges  Mittel  zur  AaswerthuDg  bestimmter  vielfacher  Integrale, 
Qder  \ieimehr  zur  Reduktion  derselben  auf  einfache,  bieten  die  Sätze  (p)  des 
§•  98  oder  daraus  leicht  abzpleitende  dar,  wie  wir  nun  an  einigen  Beispielen 
erläutern  wollen 

L  Man  habe  das  nfache  bestimmte  Integral 


/// 


...e  f(x-t-y4-«  +  -.)öi  oy  ÖS..,  (a) 


worin  x,  y,  z, . .  auf  alle  positiven  und  negativen  Werthe  ausgedehnt  werden  sollen, 
für  welche  (a  und  ß  positiv) 

Nach  dem  ersten  der  Sätze  (p)  in  §.  98  ist 


.ac       % 


f(s»>«=  — /öu   /f(v)cos(a»)cos(ttT>eT, 


0  0 

wenn  <»  zwischen  0  und  a  liegt,  während  filr  Oi>>a,  die  Grosse  zweiter  Seite  Null 
ist.     Offenbar  ist  übrigens  auch  (§.  49,  VII) 


f(i»)  =  —  /  cos(tt«>) 8u /f(v)coi(aT)8T, 


—  00  0 

während  unbedingt 


^sin(a«)8a /.f(T)cos(uv)8v  =  0. 

Daraus  folgt,  wenn  V —  1  =r : 

-t-oo  »  /»"^^       /•* 

f(«)  =  ~/[cos(u«)+isin(u«»)]8u /f(v)cos(ttv)8v=:  -^Z«**    8n /f(v)cof(uT)8v. 

—  X  0  —00  0 

Eben  so  ist 

/,-|-00  a 

e*''*8nyf(v)oo8(at)8T,  von«»  =  Obfa«, 

—  00  0 
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f(o))=— /e"**au /f(T)co§(aT)8T;  Ton  •  =  0  bii /» , 

—  OD  0 

während  jeweili  jenseits  dieser  Gränzen  die  zweite  Seite  Null  ist.  Daraus  folgt,  dass 

e**  ,tfp /f(T)co§(nT)8T 

-00  V 

gleich  f  (o))  sejn  wird,  ^enn  od  zwisdien  ß  und  a  liegt,  Null  jenseits  dieser  Gränxen. 
Setzt  man  also  in  (a)  x-f-y^h^H"*  •  =  Q},  so  ist  dieses  Integral  auch  gleich 

+  00  « 

— ///..e,  ^    ^^       ^      8x8y8z../e         8n  /f(Y)eos(ut)8T,  (b) 

wo  man  nun  die  Gränzen  Ton  x,  j, z, .. .  Ton  — oo  his  *f-QO  nehmen  kann,  iodem 
der  Faktor 

-f  00  « 

/e***     8U    /f(T)C0S(UT)ÖT 

'—00  fi 

in  all  den  Fällen  Null  ist,  in  denen  oo  nicht  der  Bedingung  (a')  entspiioht,  was,  wie 
man  leicht  sieht,  i&r  negative  <d  eben  so  gilt,  wie  fiir  positive.  Daraus  folgt,  dass 
man  die  GrOsse  (b)  auch  schreiben  kann  : 

i/fW8T/cI.*,)8./^^*''**+''''+'''*+->,"-'  8,ey  8....        V) 

ß  '  —00 OD 

WO  nun 

hOO  +00  +00  + 

JJJ"  8x8y8z..=rye  8x/e  ^t/o  *« 

OD  — q6  —od  —00 

a  0  c  abc 

SO  dass ,  wenn  -j-  I  ^ + rr + ^T  +  •  •  •  I  =  (>  V  das  Integral  (b')  gleich 

/?  -00  |J 

mithin  endlich 

/y7-"'*"'""'*^"^'«'+r+.+.08«8y8.=;^/^^ 

,  1/^1,1.1,  A 

wenn  ^'rs—  I  ^t  •  p^"r^-r-«  -1,  und  das  Integral  sich  auf  aUe  Werthe  tob 
X,  7,  z, ..  erstreckt,  f&r  die 

IL  Als  ein  zweites  hieher  gehöriges  Beispiel  wollen  wir  die  Berechnung  der 
Anziehung  eines  Ellipsoids  auf  einen  materiellen  Punkt  wählen,  wobei  wir  freilich 
nicht  gerade  Ton  denselben  Sätzen  Gebrauch  machen  werden,  jedoch  imiDerhin  is 
ähnlicher  Weise  zu  yerfahren  haben. 
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Es  stelle  M  (Fig.  59)  ein  körperliches  Element  des  El-  Hg,  öS, 

lipsoids  Tor,  welches  letztere  wir  aus  Schichten  uns  beßte-  X 

hend  denken,  die  jeweils  jede  für  sich  dieselbe  Dichte  haben, 
so  dass  wenn  Ö  diese  Dichte  (=  Masse  in  der  Einheit  des 
Korperinhalts)  ist,    dieselbe  als  eine  Funktion  der  Grösse 

— •-Htt+T  erscheint,  wo  a,  b,  c  die  drei  Halbazen  des  y&     "  * 

a        D        c  ^ 


Ellipsoids,  X,  y,  z  die  Koordinaten  von  M  sind ,  so  wird  der  ^ 
Inhalt  des  Elements  z=ö.!x/1y^ z  seyn,  wenn^x, zfy,  ziz 
die  unendlich  kleinen  Zunahmen  Yon  x,  j,  z  bedeuten.     Sej  ß  die  Masse  des  ange- 
zogenen Punkts  A,  r  die  Entfernung  AM,  so  wird  die  Wirkung  Ton  M  auf  A  durch 

fihAi,  Aj  Az 
Q i ausgedrückt  seyn ,  wo  (>  ein  konstanter  Koeffizient  ist.     Sind  a,  ft  y 

die  Koordinaten  ton  A,  so  ist  r'=(cr — x)'+(i^  — y)'+(y  —  *)';  femer  sind  die 
Cosinus  der  Winkel,   welche  die  Linie  r  mit  den  Koordinatenaxen  macht,  gleich 

a — X  ß  —  y  y — z 

. »  — - — ,  und  es  sind  also  die  Seitenkräfte  der  Anziehung  Ton  M  gegen  A, 

zerlegt  nach  den  Koordinatenaxen  : 

Qfih(a'-'T)  ä\äj  Az      Qn6AxAyAz(ß-^y)      Qßh{y-~z)  AxAj  Az 
,3  '  r»  •  7^  • 

welche  Kräfte  in  A  atigreifen  und  wo  diejenigen  als  positiv  angesehen  werden, 
welche  die  Koordinaten  von  A  zu  verkleinern  streben.  Bildet  man  so  die  Seitenkräfle 
aller  der  Anziehungen  der  Elemente  des  Ellipsoids  auf  A,  und  addirt  die  nach  der- 
selben Richtung  gehenden ,  so  sieht  man  leicht ,  dass  die  Integrale 

',,fff^(!L=^lMl,  ,.///<^-y'«^i-'.  ,,ffflk=I>^lM3.,  (,) 

ausgedehnt  auf  alle  positiven  und  negativen  Werthe  von  x,y,z,  für  welche 

f^4;p+|^<i.*>»>>c.       (er 

die  Seitenkräfte  der  gesammten  Anziehung  des  dreiaxigen  Ellipsoids,  dessen  Ober- 

•     X*    ,    y»       z* 
fläche  zur  Gleichung  hat  —^  +  ttH"  ~t  =  ^  t  auf  den  materiellen  Punkt  A  ausdrü- 
cken.    Setzt  man 

so  ist 

so  dass  die  (c)  aqch  sind : 

8F  8F  8F 

und  man  also  bloss  die  GrOsse  F  in  der  Formel  (d)  als  Fnnktioü  von  u,  /?,  /  zu  be- 
stimmen hat,  um  sofort  die  Grössen  (c)  zu' erhalten.    Mit  dieser  Bestimmung  wollen 
wir  uns  nun  beschäftigen. 
Wir  wollen ,  indem  wir 

X»       V*       e' 

33» 
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setzen,  uns  erinnern  (§.  98),  dass  die  Grösse 

.00  ^i 


—  /co8(«n)8u/f(T)cos(aT)ÖT 


0  0 

gleicH  f  (<u)  ist,  wenn  <d  zwischen  0  und  1 ,  dagegen  0  ist,  wenn  <o  über  1  ist;  * 
alsdann  ergibt  sich*  sofort,  dass 

•f  OD  00  1 
F=  ^jyf^^^ycoB(mn)dnß{j)eoB{jii)Bj  (e) 
00          0                          0. 

gesetzt  werden  könne,  indem,  in  so  ferne  <o  nicht  zwischen  0  und  1  ist,  der  zuge- 
fügte Faktor  rersch windet ,  also  bloss  dic^nigen  Elemente  bleiben,  f&r  welche 
a)<l. 

Gemäss  §.  106  (n')  ist  aber 


1 

M         m 

89, 


r       yn  J 


V9 
0 

so  dass 

F=~-^/yY8x8y8syy^       cos(«u)8u8Wf{T)cos(Ta)8T, 

00       0  0 

welche  Qrösse  übrigens,  wie  natürlich,  reell  ist.     Setzt  man  noch  az,  by,  cz  für 

X,  j,z,  so  ist 

_«, +  00 ^  ^^i  * 

''  =  ^     '  f/ß^'^''//^       co.(«u)8u8^/f<.)eo.(uT)8.. 

wo  r»=(^— ax)»+(j8— bj)«+(y— cz)»,  o)=x«4-y»+z». 

Da  diese  Grösse  reell  ist,  so  folgt  hieraus  unmittelbar;  dass  F  der  reelle  Tbeii 
ist  Ton 


n \-oo       00  1 

^^"--hv^J J J '-'H J  V^  8a8^yfWco.(u.)8.. 


(f) 


00         0 


Hier  wollen  wir  nun  zuerst  die  Integrationen  nach  x,  y,  z  rollziehen ,  d.  h.  das  lote- 

hOO 

gral/Z/e**  8 x  8y  8z  bestimmen.     £s  ist  aber 

■  —-00 

r'r+»n  =  (»'»+»)  x'+0>V+n)y'+(c*»+n)i*—2«a»i—2j»b»y  —  2ye»i 

SO  dass 

OC  —00 

/^J^H-Ä)y«-2b,^r9]igy/'^[(?»H-«)i*-27c^ilig^ 

"  — 00  —00  .  ' 


*  Für  tt  =  i  ist  sie  allerdings  nur  \ f  («),  allein  da  «  =  1  -bot  -einer  unendlich  dAansD 
Schiebte  des  Ellipsolds ,  an  der  ObeiH&che  desselben,  zugehört,  so  können  wir  füglich  diettibe 
weglassen. 
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=  ^ :^  ($.  106,  (n'O) 

V?H^  V^vR  V^vR*      l.»'f>+»^b'H-»-  c'»W 

so  dau 


0 

u 


Seist  man  hier  noch  —  für  <p ,  so  ist 

0  00  0 

yy  aVa'+9Vb*+9Vc*+^y 


t= 


«»    ,     ß*         -« 


-i-   <^*  +  y 


Nun  ist  e'  =co8-2-^-i8in-2-=i,  e      =cos(tu)4~i8in(tu);  demnach 

-T— 00  1 

■;•  o    V      //*  sin(tii)8u8»  A,  .       ,     .j. 

F=— 2»bc  /  /■     ^  ^/  /f(T)co»(aT)8T, 


0 

Daraus  folgt: 

00 

-|^  =  4abc«  /  / ^^^^.^,^^^_^ /f(T)cos(aT)8T. 


OD  1 

rr  cog(tn)8a89  f,,  ^      ,    xa 

t  I  I ^    ' ,  — ^— — :  /f(T)cos(aT)8 


0 

Aber  es  ist 

ycoi(to)  8ayf(v)co8(Tn)8T=  y/(t),  wenn  t<  1,| 

0  0  I 

=  0.  „      t>l, 

80  dass  wir  nun  zwei  FAUe  unterscheiden  müssen. 

1.)  Der  angezogene  Punkt  liegt  innerhalb  des  Ellipsoids. 
In  diesem  Falle  ist 

A*  i9>  «* 

und  es  ist 

_8F_  Ä^  /* f(t)  8y 

8«-       ,2y(a«+^)Vii+;Vi;T+;V?+i- 

0 
Sind  also  P,  Q,  R  die  Seitenkräfte  der  Oesammtanziehung  des  Ellipsoids ,  so 

hat  ban : 
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OD 

y(a*+y)ViH^VbM=^vc»+9 


0 

ob 


0 


/•  f(t)8v 

7  (c»+*) V?+i; Virf;  VbM=^ 


wo 


-rT^+cr4^.-f     '' 


2.)  Der  angezogene  Punkt  liegt  ausserhalb  des  Ellipsoids. 

< 

Alsdann  ist 

und  es  wird  Werthe  von  ()p  geben,  für  die  t^l,  und  solche,  für  die  t^l.     Be- 
stimmt man  den  einzigen  positiren  Werth  ron  m  aus  der  Gleichung 


I 


^'    ^    y* 


a*  +  m+b*+m+c»  +  m~^'  *^ 

so  ist  t]>l  Ton  <p=:0  bis  <p:^m;  dagegen  t<Cl  von  q[)  =  m  bis  q[}=:  oc  .     Man 
hat  also 

8F        A      r  4abcaco8(tu)8u  /•,  .        .     .^ 

0  «  0 

OC        OD  1 

A       /*  4abcaco8(tu)8u  /;,  .       .     .^ 

4-    /8^    / ,  -^ /f(T)C0t(UT)8T, 

m  0  0 

und  da  das  erste  Integral  Null  ist,  so  ist 

dD 
8F    „   ^  r  f(t)89 

8«  y(a«+^)Vi5+;VbH-*Vc*+^ 

m 

Sind  also  P",  Q',  R'  die  Seitenkräflbe  der  Anziehung,  so  ist 

00 


m 

OC 


r  f(08«>  \ 

V  (bH  ^)  Vbi+iVa»+^Vc*+^    /  ^^ 


m 

OC 

R'  =  2abep/uffy  /— 

•/  (c* 

m 


f(t)8y 
+9)  Vc*+9>ViH^VbH^' 


WO  t  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  oben,  und  das  positiye  m  aus  (h)  bestiiniDt  ist 
Setzt  man  in  (g')  ^p+m  für^,  und  macht  a*+m=a,',  bH"ni=bt*,  c^-f-«=0|', 
so  ist 
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P'  =  2abc^^ir«  / '. ^^'^^^ 

0 


a 


i  at  ..» 


ß'   ^    y' 


Darftus  folgt  nun  leicht ,  dass  man  die  Grössen  P',  Q',  R'  aus  (g)  finden  kann, 

wenn  man  in  den  Formeln  (g)  nur  a^ ,  b| ,  q  für  a,  b,  c  setzt.     Sind  die  so  aus  (g) 

erhaltenen  Grössen  =P|,  Qt,  R|,  so  ist 

P       Q^      B^       abc  ^. 

Da  übrigens  die  Rechnung  nach  den  Formeln  (g)  upd  (gO  ziemlich  gleich  leicht 
ist,  so  kann  man  diesen  Satz  auch  entbehren. 

Für  deo  Fall  eines  homogenen  FUipsoids  ist  d.  konstant,  d.h.  f(t)=d  eine 
Konstante.  Alsdann  kommen  die  Formeln  (g)  und  (g')  auf  elliptische  Funktionen 
zurück  und  gehören  zu  §.  101,  IV,  Nr.  1.  £s  lassen  sich  jedoch  diese  Formeln  als- 
dann noch  unter  etwas  anderer  Form  schreiben.     Setzt  man  nämlich  <)p=a'x — a^ 

wenn  a^b^c,  so  sind  in  (g)  die  Gr&nzen  ron  x  nun  1  und  oc    und  wenn  zur  Ab- 

a«— b*        «  a*  — c* 

kürzung 1 —  =  A% j —  =A''  gesetzt  wird,  so  ist 

a  a 

00                                                                                    OC         , 
2abcg^5t5g  /* 8x ^    2abc^/aff5|9  /* 8x 


P  = 

*•      y  x|/xVx--;i»Vx-; 

oc 


2abc^^ffy  /^^ 8x 


1 
Setzt  man  noch  x  =  — ^ ,  so  wird 


1 

/a*8u 
r 
^  (1— ^*u»)'(l  — A'»a»)' 

k  = ~- ,  k/9=k'a,  k"a  =  ky. 

Setzt  man  hier  endlich  A'u=z,  so  sind  die  Gränzen  ron  z  i  0  und  X*  und  es 

ist,  wenn  man  775 «=-i i=«    setzt: 

A.'  A' 

y  k     /*  s»8i  O-'  —  f ^^^^^ ^ 

""  *' V  V(l-x*)(l-eV) •      ■"  ^V  (1  -  e»«»)V(l~s»)(l-e»l^ ' 


k;;  /; i^ 

""  *' V  (l-s»)  V(l-s»)(l-eV)' 


(m) 


Um  diese  Integrale  auf  elliptische  zurückzuführen,  sey  z^sintp,-  und  sina)=r 
V  ==  Y/ZEi! ,  so  Ut  (§.  100) : 
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a> 


0 


0 

k       k'      k"      4abcp/uird  -4  /&»  — b»    ,^  -%  /a»  — c* 

wo  also  —  =  ":,==  —  == r •   ^  =    m/  "i i »  *  =  sin  •  =  %/  r-  . 

"  a        /?        y  a*  ^    a*  —  c"  ▼  a* 

Für  den  speziellen  Fall,  dass  a  =  b ,  ist  e  =  0,  F  (<K>,  e) =£  (a>,  e)  =  o) ,  also 

F(o,e)-E(i»,e)    E(o,e)~(l -e»)  F(«.e)        0  .       .  1.    ä  00 

werden i — ■ . %t% i^ «1  TT »    ^nd  müssen    nach    §.  22 

e  e  (I  — e  /  u  '^ 

behandelt  werden,  wornach  sich  alsWerth  dieser  Grössen  findet:  |(ft) — sincocosfl»), 
^  (o)  -|-  sin  CO  cos  o>) ,  so  dass  jetzt 

k  k'  k" 

P=2p(®-"n»C0Sflr»),  Q=^j;^(«  — im<DC08«),  R=— ,-(tg«  — •), 

wo  A=  y/ 5 — :^sina>,  8ina>coso)=— ^^ — I ,  (u=:arcl  sin=-?- 1, 

Ist  endlich  a=:b=-c,  so  hat  man  eine  Kugel  Tom  Halbmesser  a.     Alsdann  ist 
in  den  letzten  Formeln  q>  =  0 ,  X'  =  0  und  man  findet  nach  §.  22  : 

Will  man  nun  eben  so  die  Werthe  von  P',  Q',  R'  der  Formeln  (g')  bei  f(t)=^ 
finden,  so  wird  man  nach  (l)  rerfahren.     Man  erhält  so: 

e*8inttCosa>    T     „  h"         ^        -  y- — >       .  .     •    „.       ^_  ^  ^ 

h        h'      h'-'      4abcfii«Äa       ,      a»  — b'     ,,      a*  — c»     ,  V/a*  -  c' 

«       i»       y  a/  a'  — c*  a/  ai 


a 


t  aX  »S 


1«*       ^        f 


a  -p m      D  -|-m      c  -pm 

Aus  den  Formeln  (ra)  lässt  sich  sehr  leicht  ein  interessantes  Resultat  ziehen. 
Penken  wir  uns' nämlich  eine  ellipsoidische  Schicht«,  begrähzt  Ton  zwei  ähnlichen 
EUipsoiden,  deren  Haibaxen  a,  b,  c  und  na,  nb,  nc  sejen,  und  sey  der  angezogene 
Punkt  innerhalb  des  hohlen  Raums  der  Schichte ,  so  wird  man  die  auf  ihn  ausge- 
übte Wirkung  finden,  wenn  man  (n^l  vorausgesetzt)  in  (m)  an  die  Sie]^  von  a, 
b,  c  setzt  na,  nb,  nc,  und  von  den  so  erhaltenen  Werthen  di6  (m)  abzieht.  Da, sich 
aber  durch  die  genannte  Vertauschung  in  (m)  Nichts  ändert,  so  erhält  man  also  0 
als  Wirkung,  d.h.  eine  solche  Schichte  wirkt  auf  eined  in  ihrer  Höhlung  liegenden 
Punkt  gar  nicht,  oder  genauer  gesprochen,  die  einzelnen- Anziehungen  heben  sich 
gegenseitig  auf. 

Anders  verhält  sich  natürlich  die  Sache  bei  den  Formeln  (k').  Man  steht  aber 
hieraus  leicht ,  wie  man  die  Anziehung  einer  Schichte  auf  einen  Punkt  bereofanen 
kann,  wenn  dieselbe  nur  von  ellipsoidischen  Flächen  begränzt  ist. 
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§.  112. 

So  wie  in  §^  106  die  Euler'schen  Jntegprale  (Gaomafünktionen)  als  eine  beson- 
dere Gattnngr  Funktionen  in  die  Analysis  eingeführt*  wurden ,  bat  man  nocb  einige 
andere  ähnliche  eingeführt,  über  welohe  wir  zum  Schlosse  dieses  Abschnitts  noch 
Weniges  zufi^en  wollen. 
•       I.  Das  Integral 

'8s 


/r 


0 

heisst  der  Integrallogarithmus  und  wird  durch  li(x)  bezeichnet.  Da  furz=l : 

l(z)  =  0,  so  darf  X  nicht  über  1  hinausgehen.     Setzt  man  hier  z=e     ,  so  erhält 
man 

Demgemäss 

ans 

WO  wit  etwa  unter  n  eine  positire  ganze  Zahl  rerstehen  wollen.     Entwickelt  'man 
—  in  eiife  unendliche  Reihe ,  so  folgt  hieraus 


2 
1      n« 


3  1.2.3 
i 


0  .  \ 

Ijisst  man  hier  n  immer  mehr  wachsen,  so  nähert  sich  Ii(e     )unbegränzt  der  Grösse 
li  (0)=0,  so  dass 

n(.-)  =  .(u)-.+  l  ^-i-  ^+..+Gr.[/l=^:-8.-.(n)]. 

0 

wo  Gr.  sich  auf  das  unendliche  Wachsen  Ton  n  bezieht.     Nun  ist  aber  identisch 


J         z  J  %  J  % 


0  0  0 

femer  ist  (§.  16)  e     r=.l  — ^H"?"^®        •  *^*®  immer  e     >1 — z,    so  dass  wenn 


— as 


z^I  auch  e       ^  (1  —  z)  ,    ob   n    gerade    oder    ungerade   ist;    das   Integral 

/  — HS  a 

1 ""j^""')   8z  ist  aUo  sicher  >0.  Da  weiter  (§.2,  II)  für  a>b:a"+*— b*^* 

0 

<(n+l)a  (a— b),  SO  ist  wenn  man  a=e     ,  b=l — z,  und  n  —  1  f^r  n  setzt: 
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— BS                   n  s 

e       — (1 — z)  <ne  [e     — (1 — z)J,    «< n  e         -  [e     — 

Z  'S 

(1  — z)],  d.  h.  da  e      —  (1  — z)  =^-56  kleiner  alz  -«"f   es  ist ; 

0  0 

1       1    ,    n        l 
z — HTTi J  "r  2"  (  i)t»  und  da  letztere  Grösse  mit  wachsendem  n  Tersehwindet^  so  ist 

Gr./ : 8z=0.     Femer  ist  für  1  — z=:u: 

J  %  J    l—ü  '    2    '    3  ^      '    n 

0  0 

so  dass  endlich 

^•[y  ^  "^z""       8z  -  l<n)]  =Gr.[l  +  ^+i-+..+  ~~l(p)]  =  0'57721566 
0 

(=k  in  8. 106), 

und  also  l.(e     )  =  i(u)-a+- — - y -j-^-- j-^;^-- . .  .+k. 

Setzt  man  noch  e     =  x,  so  ist  für  ^  ^  V : 

u(x)=k-hi[-i(x)]+i(x)+|'i^'+i-ML+ 

Auf  den  Integrallpgarithmus  lassen  sich  manche  andere  Integ^rale  zurfickfÜhren. 
So  ist  für  a(l-|-z)=:z  und  a>0  : 

00     _az  OC       , 

Oft 

II.  Das  bestimmte  Integral 


/^ 


8z 


z 
0 
heisst  der  Integralsinus  und  wird  durch  Si(x)  bezeichnet.    Entwickelt  man  sini 

in  eine  unendliche  Reihe ,  so  ist  hiernach 

Si(i)-x- 3-  j^gl+y  YTTTh     

JCben  so  heisst  das  Integral 


8z 


der  Integral bosinus  und  wird  durch  C i (x)  bezeichnet.  Hiebei  muss  natürlich 
z^O  sejn.  Will  man  für  diese  Grösse  eine  unendliche  Reihe  haben,  so  beachte 
man,  dass 

/oosz^        ,,,       1     n»        1     n*  f , ,  .        1     x*        1      x*  T 
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so  dasfl 


/co««o     « r./x    1  B*     1   n«        1   r. /^    1  X»     1   1*      1 


s 

Nun  ist  aber 


1     n*    ,    1      n*  A— ooss^  /*e     — cosi.  A— e"^  8s 

T 172+4  r:4~  ••^-y  — 7— ®'="-y — i — -«'-y — i —  = 


»-»  /•*        ^a» 


0 

—  e 


/e      — coss^  A  —  c 


•8k. 

s 

0  0 

also 

Gr.[,(»)--1-  ,4+...]  =  Gr.[l(n)-/d-e— )  'Jj^Q^ß^IZ^,,  ^ 


0 


=  —  0'5r7215e6 


/e     — coss^ 


0 


Betrachten  wir  aber  das  Integral  /  8z  und  seilen  dasselbe 

0  ^ 

-=u,  so  ist  (§.61): 

00 


0 

,00  _,       _| 


8s  =  y !(»»+«»)  + C. 


/po 


0 

Ganz  eben  so  ist 

JX> 
B_ 

8 

0 

wo  C  Ton  a,  C  Ton  a  unabbän'gig  ist.     Da  aber  C  =  G'  sejn  muss,  so  sind  also  C 
und  C  Ton  a  und  a  unabhängig.     Setzt  man  demnach  a  =  0,  so  ist 

0 

und  för  a  =  0: 

»00-« 


f    • -l_8,=  ll(a»)+C. 


0 


-po  «.^  „M 

a=l,  wo/     ? ^ — 8z  =  0, 


wo  C  Ton  a  unabhängig  ist.     Demnach  für  a=l,  wo/ 8  z  =  0,  auch 

2 


-9-l(l)  +  C=:0,  C=0.     Also  ist  allgemein  C=0  und 


•00«. 


/e      —  e       cosai.  1  ,>  •  •     w 
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für  a=l : 


:; 81=  -s-l(a»+l). 


i  2 

0 

/^^  — « — •« 
: 81 
s 


eine  stetige  Funktion  von  a  ist,  so  ist  für  a  =  0^: 

e      — coli-         _ 
8s=0, 

0 
so  dass  GrTl  (n)  — —  y^-^-  . .  .J  =  —k (=-0-6772156 ..) . 

ac        ' 

/cos«.  ri./  X  1.        1/   \    i      1       ^*  1         X*       ,      1        X* 

•'•«      y—«*=^'«=-^-'«+y  1:2-4174+ 6 176-- 

Es  ist  aus  §.43  klar,  dass  die  Integrale/ 8z,  / 8z  auf  die  eben 

X  X 

gegebenen  Integrale  zurückkommen. 

QC 

'  Setzt  man  in  /-7-T — 8z,  wo  a>-0  :  x  = 1 ,  so  ist 

J  1+x  a 

0 

QO  OC  00  00 

/'fiinax-  /^in(z— a)8x  Ain»«  Peotz^ 

0  a  a  »  » 

OC  A  00 

=  cosa|    / 8z—/ 8z|— sina/ 8s 

0  0  a 

=  r-|-  — Si(a)Jco8a— Ci(a)  .  sina. 


an- 


Neunzehnter  Abschnitt 

Näherungsweise  Berechnung  bestimmter  Integrale. 

§.  113. 
Ein  jedes  bestimmte  Integral 

Jf(x)6x.  (») 

in  welchem  f(x)  eine  stetige  Funktion  von  x  ist,  hat  einen  bestimmten,  von 
a  und  b  abhängigen  Werth,  dessen  Ermittlang  dann  immer  leicht  ist,  wenn 
die  unbestimmte  Integration  sich  ausführen  lässt.  Ist  Letzteres  aber  iiicht 
4er  Fall,  so  muss  mau  mit  Käheruugsmethoden  sich  beh^lfen.     Zu  sol- 
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eben  liesse  sich  die  Integration  mittelst  unendlicher  Reihen  (§.  46)  zählen, 
nnd  es  wird  dieselbe  in  vielen  Fällen  von  Nutzen  seyn;  eine  weitere  Nähe- 
niDgsmethode  haben  wir  in  §.  54,  VI  angedeutet,  da  das  lütegral  (a)  immer 
als  Ausdruck  f&r  den  Inhalt  einer  ebenen  Fläche  angesehen  werden  'kann. 
Wir  werden  auf  diese  Methode  nochmals  zurückkommen.  Alle  diese  Metho- 
den haben  aber  den  Nachtheil,  dass  man  keine  bestimmte  Fehlergjänze 
kennt,  d.  h.  also,  dass  man  nicht  weiss,  in  wie  weit  das  Resultat  genau  oder 
nicht  genau  ist.  Frei  von  diesem  Yorwurfe  ist  nun  die  nachstehende  Me- 
thode, bei  der  nur  vorausgesetzt  ist,  f(x)  sey  eine  ihrer  Form  nach  gege- 
bene Funktion,  so  dass  man  für  jeden  beliebigen  Werth  von  x  den  ihr  zu- 
kommenden Werth  berechnen  kann. 

Wir  haben  bereits  in  §^  50,  XI  gezeigt,  dass 

f(x+h)-f(i)  =^f  (x)+  ^  f"(,)+. ..-I- J5_ f«(,)+     1      A» f»+%+h_,)8,, 

1  1.^  1..I1  i...D   / 

0 

oder  wenn  man  in  dem  bestimmten  Integrale  z  an  die  Stelle  von  h — z  setzt: 

f(x+h)-f(i)=^f(xH--^r(x)+...+-^A«H-r-'-/o>-«)'f"'"*(x+i)8..(b) 

1  1  .^  1  ..n  1 ..  .n«/. 

0 

Setzt  man  zur  Abkürzung  F(x-f-h)— F(x)  =  ^F(x),  so- erhält  man 
hieraus : 

^«x)  =|r(x)+j^r(x)+^|.(x)+...+.j-^,^.-(x). 

h 


0 

./r(x)=  |f<(x)+^^r(x)+...+jJ^^^-(x) 


1  /*  2III-1  *m-fl^      ,      V« 


0 
2  m— 2 
h .  h 


0 

0 

Man  mültiplizire  diese  Gleichungen,  der  Reihe  nach,  mit  1,  A^h,  A^h  » 
..►,  A,^__^h*""\  bestimme  A^...,  A,^_j  durch  die  folgenden  Gleichungen: 
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A  A  A 

1  1  Ai  ^^  Äj ,         I       2m — >   I       Im— 2 


^1...2iii— 2^1...2m-3^'^     1.2    ^      1  '  (   .. 


1.. .2111—1   '  1.. .2111—2  '  1...2m— 3 

A  '  A  A  A  I 

-f-'--.+.    o'   0+ +-4^*4-^=0.  ) 


'    + 


1...2ni  '  1...2m— 1  '  1...2m— 2  '  '      1.2 

SO  erbält  man  durch  Addition : 

Jf(x)  +  A,  hi^f(x)  +  A,h*Jf"(x)+...+  A.        h*"'"*Jf*"~*(x)==:hf'(x) 

0 

2  m— 1 
2m  .    ^  2m— 1        .   ,,^  .2m— 2  Ä  h  (h i) 

^0      Q=-; — TT- — I — ; — :rr — ; — I — ; — ttz — 3 — r--r     


1...2m     '       1...2m— 1       '       1...2i»— ?       '        '  1  . 

Was  nun  vorerst  die  Auflösung  der  Gleichungen  (c)  anbelangt,  so  er- 
hält man: 

Ai=— y.  A,  =  j2,  A,=;0,  A4  =  — ^.  A5=0,  As=^  .  jy^.  A,=0,  . .  . 

Dadurch  sind  wir  auf  die  Vermnthung  geleitet,  es  sey  allgemein  : 

Um  die  Richtigkeit  dieser  Vermuthung  zu  prüfen,  führen  wir  (fiese 
Werthe  in  (c)  ein;  sind  diese  Gleichungen  alsdann  erfüllt,  so  ist  unsere 
Vermuthung  gerechtfertigt.  Nun  sind  aber  zwei  auf  einander  folgende  jener 
Gleichungen : 


1...2r— 1  '  1...2r— 2  '  1...2r— 3  '   ••    '        1  . 

A  A  '  ^  ' 

1...2r    ^1...2r— 1^1...2r— 2^'    -^    1.2    ^      1      '       * 

welche  mittelst  (e)  zu 


1...2r-l      T  1...2r— 2"^1.2  1...2r— 3      1..41...2r-~5~"- 1...2r—l 

_}_        1  r         I   B,  1        B3  1  +_!li:ii.JL  =  o 

i...2r       2   1...2r— 1"^1.2  1...2r-2       1..41...2r  — 4"^"     1...2r— 21.2 

..         B,  1 B,  1  ,      "2r-»  2r— 3  1 

•      1.21...2r— 3      1..4  1...2r-5''"'     •-!... 2r  —  2~"       2       •l...2r-r 

B,  1  B3  1  .       °2r-8  1    _2r— 2      1 

1.21...2r-2      1..4  I...2r  — 4"^"     -1...2r  — 21.2  2       1..2r' 

Von  diesen  Gleichungen  ist  die  letzte  geradezu  die  Gleichung  (f)  hi 
§.  27,  III,  wenn  man  dort  n=r — I  setzt;  was  die  erste  anbelangt,  so  heisst 
sie  auch 

? +??!  ^  2B3    _l ^^«'-«     = L.  _  (^ 

1.2...2r— 1~1.2  l.,.2r— 3      i..4  1...2r— 5^'     '  -1...2r— 2      1..2r-2'*' 

und  ergibt  sich,  wenn  man  mit  der  Gleichimg 

1  +  coix  =  ilD  X  cotg  —  X 
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in  derselben  Weise  verfahrt,  wie  es  in  §.  27  geschehen  ist.     Demnach  sind 
die  Gleichungen  (e)  richtig,  und  es  ist 

(h  — ») l^  hfli— g) ■    Bt    h»Oi~i)  _   Bg    h*(h--z)  . 

2  m— 8      n  (h — z)* 


•  ■  •    •     •     ■ 


-1...2ni-2  1,2 

oder  wenn  man  die  Zeichen  A  beibehält: 

^        1...2ni"^     1...2m— 1     "^    l...(2iii— 2)     "^     1...2m— 4 

2  m— S  • 

A  h  (h-.)» 

2m— 2  V  /  . 

+ — — r:2 • 

Setft  man 

Ti — oZ — f"ri — sz — 5-r-  •  •  n t-z =*(«).  (0 


1..2m  '  1...2m— 1  '  J...2m— 2  '   ••    '  1.2 

so  ist  Q  =  9>(h — z),  und  wenn  man  entwickelt: 


2b  .     2m— 1  2   2 


_  ■'*'**"'  r_!_+ Ai.4.A.i  .     I  i,«»r    ^     I     A.         A. 

1...2ni— S  Ll.2.3^1,2^  j  j  -p  .-T"     l.i...2m^l..2m— 1^1..2m. 


2m  2m — 1  2   2m — 2  .4   2m- 


I      2 m— 2l       _z 1     hz .  A^h  z .  A^h  z ^_ 

"'"^     1.2   J""l..2iii      21...2m-l"**1...2m-^2"*"l...2m— 4"*" 


2  m — 1 
^2m    2^  ** 


d.  h.  es  ist 

^(z)  =  9(h-z)  =  Q.  (f) 

Daraus  folgt  auch 

so  dass  die  Werthe  von  g>(z)  für  z  von  0  bis  ^h  dieselben  sind,  wie  für  z 
von  h  bis  Jh,  nüthin  etwa (§.  49, VII)  / y  (z) 9z  =  2  /  9) (z)  9z.     Da  aber 


/*  /\u        ^»»-fir         >  t       At       ^  A,  ,    ^2 »-21  .      .S"-fl 

^<»>^'=^^     Lrr2;H^+iT:^+r::2irri+--+T:^  ' 

0 

/.t'»  A 

J  ^«ö«=^      li..2m+r^Tr+r72^^+--  +  T:2T2^J' 

so  ist 

1  _J I      A,         1  A,  1 .  A4  1 

1..2m+l  2*«H-i"'"l..2m  g*"  "^1  ..2m- 1  g««-*  "'"l  ..2in— Sg««-»  "^ 

A  ,  1 

"^  1.2.3   2»"       2     1«'  ^^ 
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wenn  man  A,^  durch  (e)  sich  bestimmt  denkt.     Diese  Formel  (g^)  ist  eine 
weitere  Rekursionsformel  für  die  Bernonllischen  Zahlen. 

Was  nun  die  Funktion  q>(z)  anbelangt,  so  kann  man  behaupten,  dass 
sie  von  z  =  0  bis  z  =  th  beständig  wachse  oder  abnehme.  Um  dies  zu  be- 
weisen, genögt  es  zu  zeigen,  dass  9^(z)  nicht  0  werden  kann  von  z  =  0  bis 
z  =  Jh,  (für  welch  letztem  Werth  übrigens  9'(z)=0  ist).     Es  ist  aber 

l..2m— l^l,.2in-2"^  1..2in-3"^lTT¥S- b'^""'"  1  J 

Ist  nun  m=  1,  2.  so  ist  dies  gleich 


z ^  h  und  z 


LTi3-"irl+Ä^*]=i<'-"^>0-i)' 


welche  Grössen  allerdings  ihr  Zeichen  nicht  ändern  ftir  z  von  0:bi8  -|-.  Setzt 
man  also  g>  (z,  m)  statt  g>  (z) ,  um  auch  m  besonders  hervorzuheben ,  so  wol- 
len wir  annehmen,  man  wisse  ^ ändere   sein   Zeichen   nicht  von 

z==0  bis  z  =  ^h,  und  fragen,  ob  dasselbe  sieh  auch  von  *}  sagen  lasse. 
Denken  wir  uns  zunächst  h positiv,  so  wird,  wenn  z  <^h,  sicher  z  <|(h-f-a), 

wo  a>0;  demnach  wird  in  dem  Integral  /    ^   q  ~     -ji    jedes  Element 

h  ^ 

dasselbe  Zeichen  haben  wie    ^}  ij"    ,  wo  z<Äh.     E»  ist  aber,  wie  man 

cz  * 

leicht  findet,  wenn  man  oben  in  g>^(z)  f&r  m  setzt  r — 1; 

.00  •*_A  1,__5  ,i  tt—t 


Aff(z,r— 1)  8h^       z      r     z**"^  1       .    A^hz^  1       .  Ath  z' 

J  8z  ^»'  "  J^*^-i  Ll..2r— 3  2r— l"^l..(2r— 4)*2r— 2"*"  1..2r-=^6  ' 

.  2r— 4 

A         h 


2r— 3 


^-■+•^—  i] 


»0  dass  diese  Grösse  dasselbe  Zeichen  hat,  wie    ^   '^ — ^,    wenn  z  <  |h. 

A'^E    r     *'~*    1 
Daraus  folgt  aber  weiter,  dass  wenn  «<  Jh,  das  Integral  /  -7^1      o  ~32r-i 

a 

+  .  .  .  .  H ^— j 3~  1^^»  dessen  Elemente  alle  der  Bedingung  z<\h 

genügen ,  ebenfalls  dasselbe  Zeichen  haben  müsse  wie    ^  ^"^  \       Dieses 

oz 
Integral  ist  aber 

^Ulr L l I      A,       1 ,      A,        i        I  jüiijJL'i 

K*'-*Ll..2r— l  o*'-*      1   .2r  — 2o*'-»'^1..2r-.3^«»--*"^''^  1.2.82»J 


1  Ir— 4 


.«'-iLl..2r— l"'"l..2r-2"^  1  ..2r— 3  "^       '  "*"        1.2.3        J 
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d.  h.  Wenn  man  beachtet,  dass  nach  (g^)  (fttr  m=r — 1)  die  erste  Zeile  = 

A 


-  « 


a 


A_        a*h^'~*      A  a*h*'    *  .      2r-4^«        ,      Ir-a^^ 


I-  ,      A         a*h  A         a*h  .      «»-\«       .      1 

^r-2*^    +-T2:3"+ — rrs — ^  •  •  •  +  ttst^s  "^rrs 


1..2r— 3    '  1..2t— 2 

2r— 2  ' 

und  da  a  eben  auch  zwischen  Ound|h  liegt,  so  hat  also — '  '  yr-i'   a  '     ^*** 

zh 

selbe  Zeichen  wie  ö^'Zli>.  d.h.  da  zh""*'>0,  es  haben  ^^^V""^^  und 
^q'*     verschiedenes  Zeichen,  so  dass  mithin,  wenn  die  erste -Grösse  ihr 

•  

Zeichen  nicht  wechselt,  die  zweite  in  derselben  Lage  seyn  wird.  Da  nun 
fiir  r=:3  die  Behauptung  gerechtfertigt  ist,  so  gilt  sie  a}jgQii^6i°-  Wi'  ^^ 
ben  hiebei  allerdings  h  positiv  vorausgesetzt;  allein  (tie  Behauptung  gilt 
auch  für  negative  h.     Denn  sey  z=:rah,  wo  a  zwischen  0  und  1«  so  ist 

2m  2m— 1  A  a*-- 

r\T.^*r"  lAi«  ,  ,       2m— i       I 

»^•>=^   Lr:::2i;i+i..2a—i-^-  •  •  •  +  't.-2-J' 

und  da  für  positive  h  die  Grösse  y(z)  nie  Null  wird  von  z  =  0  bis  2  =  h, 
so  muss  die  eingeklammerte  Grösse  in  dieser  Lage  seyn ,  wenn  a  von  0  bis 
1  geht  Ist  nun  aber  h  negativ  =  —  h',  und  man  setzt  z  =  ah  =  —  ah',  so 
erhält  man 

2m  ^      2m— 1  A  ff*-, 

welche  Grösse  demnach  ebenfalls  nicht  0  werden -kann,  wenn  a  von  0  bis  1 
geht  (d.  h.  z  von  0  bis  h).  Daraus  folgt  nun ,  dass  von  z  =  0  bis  z  =  h  die 
Grösse  9>(z)  immer  dasselbe  Zeichen  habe,  so  dass  nach  §.  49: 

ff,  (.)  f*"+*  (x+.)  8 . = f  •"+Vx+eb)y,(«)  8  .  =  -  A,  __^  £*-^(x+eh)  .  h*  "+*. 
und  mithin: 

(-l)-B  h*"+*    ..^. 

•  =hf(x)-i-- r^ f**+'(x+eb).        (A) 

i..2Dl 

welche  Gleichung  nur  voraussetzt,  es  sey  f*""^*  (x-}-«)  endlich  und  stetig 
von  z  =  0  bis  z  =  h ,  und  wobei  ©  zwischen  0  und  1  liegt* 

Di«nf«r,  Difll»rtBtüa- «.  lBl«fna-R«ckBiuif .  34 
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Für  manche  Fälle  lässt  sich  die  Gleichang  (A)  unter  etwas  bequemere 
Form  bripgen. 

Gesetzt  nämlich  f*"*'^*(x-[-z)  behalte  dasselbe  Zeichen  von  z  =  0  bis 
z  =  h,  so  ist: 

Nun  erreicht  aber  9  (z)  ihren  (dem  Zablenwerthe  nach)  grössten  Wertb 
für  z  =  |h,  da  sie  von  z=^0  bis  z  =  jh  beständig  wächst  oder  abnimmt; 
desshalb  ist  9>(^h)<9)(|h),  und  von  demselben  Zeichen,  so  dass  etwa 
9 (&h)  =r  &i  9  (^h) ,  und  also 


yi>(«)f*""^Vi+>^)e«  =  e9(ih)Jf*"(x). 


0 
Aus  der  Gleichung 

cotgx-|-tg  -r--i-Mnx  =  | eotgz  leosz 

folgt  aber,  wie  in  §.  27: 

2111+1  1       .   B^        1        X_  B,  1 1 

1..2iii+2'2«»-»-«"'"l.2  1..2m  *  g*"      1..4   1..2m  — 2'  ^«m-»  "*~     ' 

1        »m—t     1      J -2  — 1         2»-f-l 

-  1..2in   1.2'2»"""^     „8«+i      1..2m+2' 

2    . 

woraus  dann  sehr  leicht  folgt : 

80  dass 

.  /V(t)l'"+Vx+i)8,  =  (-l)"e^i^B,       h*"-!lr'"(x) 

^  2  .2  m— 1 

0 

m  2  m— «2 

nnd  4f(i)-lhJP(x)+...+ j-|^^Z2 ^f         W  =  «»f{i) 

2m  2m 

2     — IB  h  ,  . 

m  2m 

(-1)   B     _  h 
Addirt  man  beiderseitig ,    * "  * — ^f*"Yx),  und  beachtet,  dass 

Immer  zwischen  —1  ond  +1  liegt,  so  ist 

4f(x)-4hJP(x)+-2i^^lP'(x)_:^4f  (x)+  .... 
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2m  .^  2in 

B  h  ,  e-B         h  , 

1 . .  Z  in  i  . .  Z  m 

wenn  0'  zwischen  — 1  und  -|- 1  liegt.     Diese  Gleichung  setzt  voraus,  dass 
f*""^*(x-|-z)  von  z  =  0  bis  z  =  h  immer  dasselbe  Zeichen  habe. 

§.  114. 

Voil  den  beiden  in  §.113  aufgesteliteu  Lehrsätzen  lässt  sich^nun  eine 
wichtige  Anwendung  auf  die  näherungsweise  Ermittlung  des  Werthes  be- 
stimmter Integrale  machen.     Man  setze  nämlich 

x  +  h 

f(x).--  /F(x)ex,al8o/if(x)=/F(x)ex.  f<(x).=;F(x) 

X 

80  erhält  man  aus  (A)  leicht : 

%-f-h 

yF(x)8x  =  hF(a)  +  ^h[F(a+h)-F(a)l-^^h*[F'(a+h)-P(a)]  +  ..  .  . 

B  h^  "~^ 

±  -r=F— 2-  {^•"-'(a+h)-  F^Ma)] 
P.  .Am— ^Z 

B  h*-+*      ,  - 

J .  .zm 

a+2li 

yF(x)ex=hF(a+h)+ih[F(a4-21i)-F(a+h)]-.-^'2h*t*''<*+2h)^ 

am— 2 

■^-¥=L-    r  [F*--'(a-|-2h)-r*"-*(.+L)) 
I .  .zm  —  Ä 

2m-hl 

1  ..zm 
/F(x)8x^hF(a-f-n-~lh)  +  ^h[F(a-f-nh)— F(a+n~lh)]~ 

o-f-(n-l)li 

2  m— 2 

±^JJ^  [r*"'-V+nh)-F*''-*(a+;r=7h)J 

l..Zm  —  2 

B  h*-+'       , 

—     2  m— 1  „2m 


1 ..  2m  n 

Durch  Addition  ergibt  sich  hieraus : 

/t'(x)8x^=h[F(a)-^F(a  +  h)+...  +  F(a-|-n--lh)]+ih[F(a+nh)-F(a)l 


2  m— 2 

B  h 


-  i^^2**^f^'<*  +  "^>-  *"(*)'  +  ••  i  -T:fc2-  [F'"'"(a+nhKF*"    %)] 
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wo  R  =V"(a  +  ©4  h)  +  F*"'(a+h+©,  h)  + +  F^'Ca^" n  —  »  h 

+  ©  h).     Gesetzt  nrni,  es  sey  a+nh  =  b,  also  h  = ,  wo  n  eine  posi- 
tive ganze  Zahl ,  so  ist  der  (absolute)  Werth  von  R  sicher  kleiner  als  b  M, 
wenn  M  der  grösste  Werth  ist,  den  F*"(z)  erreicht,  wenn  z  von  a  bis  b 
g^eht.     Daraus  nun  folgt  der  Satz*I: 
,  Setzt  man 


b 


/■ 


F(x)8x  =  hl«,F(a)4-F{»+h)  +  F(»+2h)+  ....  4-F(b-h)+iP(b)] 

ft 

B  h*" 

~  1*-  h»  [r (b)  -  F'  (a)I  +  f-^  [F'(b)-F'  (a)]-  .  +  -~^  [F*  "■"*(b)-F*  ""''(a)]. 


WO  h  =:  TT- — ,  n  eine  (willkürliche)  positive  ganze  Zahl,  so  ist  der  begangene 

2m-|-B 


b 
n 

Fehler  geringer  als     /  2    4-2    ^ »   ^'^   ^   ^^^  grösste  Werth   ist ,   den 

F*       (z)  erlangt,  wenn  z  von  a  bis  K  geht  Dabei  muss  F*"'*"*(z)  innerhalb 
dieser  Gränzen  endlich  seyn.^ 
Was  die  Grösse 

n 

WO  die  einzelnen  ©'  zwischen  — 1  und  -j^l  liegen,  anbelangt,  so  sind  die 
eingeklammerten  Differenzen  alle  von  demselben  Zeichen,  indem  wir  voraus- 
setzen wollen,  F*"*~"*(z)  wachse  von  x  =  a  bis  x  =  b,  oder  nehme  beständig 
ab;  daraus  folgt,  dass  dieselbe  zwischen  zwei  Gränzen  liegt,  die  man  be- 
kommt, wenn  man  alle  ©'  gleich  — 1  oder  gleich  -f-l  setzt;  d.  h.  jene 
Grösse  liegt  zwischen  —  [F'"^*(b)  — F'"""*(a)]  und  +[F*"~*(b)— F*'"* 
(a)],  ist  also  gleich  e'[F^"^*(b)  — F*"""Va)],  wo  ©'  zwischen  —  1  und 
-f-l.  Somit  erhält  man  aus  der  Formel  (B)  in  derselben  Weise  wie  obeo 
den  folgenden  Satz  II: 

„Setzt  man 

b 


/■ 


F(x)8x  =  h[4F(a)+F(»+h)+F(»+2h)+  .  .  .  +F(b-h)+4F(b)] 

tm 
B  n 

-  5^h'[P'0.)-F'(*)]+|i^[F'(b)-F'(.)[  +  ...±    *"-^^     [F*—\b)-F* '-%)]. 

B  h*" 

SO  ist  der  begangene  Fehler  =»'   *i~ira    F'"'~'(b)— F**~'(a)],  wo  » 
zwischen  — 1  und  -j-1  liegt.     Dabei  ist'  aber  vorausgesetzt,  dass  F*"(j!) 
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von  z  =  a  bis  z  =  b  immer  dasselbe  Zeichen  habe ,  während  h  =  -^^,  und  n 
eine  positive  ganze  Zahl  ist.  ^ 

Da  man,  wenn  F  "(z)  nicht  dieser  Bedingung  entsprechen  sollte,  durch 
Einschieben  von  Gränzen  das  vorgelegte  Integral  immer  in  eine  Summe  meh- 
rerer anderer  zerlegen  kann,  die  sämmtlich  jener  Bedingung  genügen,  so 
steht  der  Anwendung  des  Satzes  11  desshälb  kein  Hindemiss  entgegen.  In 
der  Regel  ist  derselbe  bequemer,  als  I. 

Was  die  vorkommenden  Koeffizienten  anbelangt,  so  ist: 

R  B 

"i  rk./\oooo  ooooo  oooooo  *^3 


,  „   ^008333  33333  833333,    ---V  =  000138 88888 888888 , 
1.2  1..4 

^*    =00000330687  830688,    -r^l- =  OOOOOO  08267  196767 . 


1..6       •      1..8 

^'^    =00000000208767570,     7^^  =  0<X)000  00006  284190, 


1..10  '     l.,12 

B  B 


=  0-0000000000133825,    r—if^  =  O'OOOOO  00000  003390 , 


1..14  '     1..16 

B  B 


=  0*0000000000000086,     ~-i^  =  O'OOOOO  00000  000002. 


l.,18  '     1..20 

Ein  Zahlenbeispiel  zuzufügen,  halten  wir  nicht  ftir  nothwendig,  da  eine 
theoretische  Schwierigkeit  der  Anwendung  dieser  Sätze  nicht  entgegensteht. 
Dagegen  wollen  wir  einige  weitere  Folgerungen  aus  denselben  ziehen. 

§.  115. 

Die  Sätze  des  $.114  dienen  auch  zur  Summining  von  Reihen.  Man  erhält 
nämlich  daraus : 

/.•+■"     . 

htF(a)+r<*4-h)+F(8+2hH-...+  F(»+ii-lh)]=/F(x)8x— 2-[f(»+n»>)-F(a)] 

+  Y^-  [F'  (a+iih)-F'  (a)]  -  ^  [F»(a+i.  h)-F»(a)]  + . .  •  . 

B         h*' 

-f-      "    '         [F         (a+nh)  — F         (a)], 
1. .  Ain 

wenn  r         (x)  endlich  ist  von  x  =.  a  bis  x  =  a  -|-  n  h.     Der  dabei  begangene  Feh- 

^^        I    h  Sm+2 

1er  liegt  unter  — ^^^ — ^ — M,  wo  M  der  grösste  Werth  ist,  den  F         (x)  inner- 

1..2ni4~2 

halb  der  Gränzen  a  und  a-f-nh  erlangt. 

Ist  F  (x)  immer- von  demselben  Zeichen  von  x=a  bis  x=:a4-nh,  so  ist  der 
begangene  Fehler  kleiner  als  das  letzte  Glied. 

Als  Anwendungen  dieser  Sätze  mögen  die  folgenden  Resultate  dienen. 

I.  Da  für  F(x)=x', ^r  =  0,  so  ist 

h[a'+(a+h)'i-(a+2h)'+..  •  +(a+S"='ih/]  =  ^*"^°^^'r^ }[(»+»«' 
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',   ,  Bih'r-,     .      ,.r-i        r-i        B,h*r(r~l)(r-2)  ^,  r-8        '-«,  . 

—  a  J-h-j-g-  [(a+nh)       -a      1— -^ r273T4 K»+°^)       —  »       1+       • 


B  h^" 


welche  Reihe,  deren  allgemeines  Glied  i  —- p-r r  (r  —  1) (f  —  2m-|-  2) 

1 .  .2m 

[(a^-iih)'^         — a*^  "*     ]  ist,  von  selbst  schliesst.     Diese  Formel  gibt  die  all- 
gemeine Summining  der  Potenzroihen.     (Vergl.  „ Grandzüge "  S.  91). 

n.  Setzt  man  F  (x)  =  — ,  so  ist  F     (x)  =    '^^'i  ^   ,  welche  Grösse  ihr  Zei- 
chen  nicht  wechselt ,  so  lange  x  dasselbe  Zeichen  hat ;  demnach  ist 

/il-hFll-j \ V.      -^ L l1_1_1_1l1T L__  4. 

J    n    ""12    a"^a-hh'^"Ta+(n-l)h'^2  a  +  nhj       1.2L     (a+nh)^"^ 


1   I      B^r l_^.3      ■   1.2.31 

aÜ'^l..4L.     (a+nh/*"^     a*    J      


so  dass 


'a  ^ai^h'^a+2h'^  '    •"^a  +  nh^  h     V      a     J^  2l.a  +  uh'^a  J 

.  B,br2 ?__^_?3bYl^ 1  _^  . 

"^    2   Va-      (a+nh)*J         4    \.a*      (a+nh)*J"^  "  '  ' 


2  m— 1 
B  h 


^  im-i_;;^ rj. i ^^^ 

*  ~  22m  l    «I»    ■   .  ,     vv2"J 

^a  •      (a-f-nh)     -^ 


wo  der  Fehler  geringen  ist,  als  das  letzte  Glied.  Diese  Reihe  kommt  in  der  Renten- 
rechnung  vor,  und  da  dort  a  bedeutend  grösser  ist,  als  h,  so  wird  die  zweite  Seite 
ziemlich  rasch  konvergircu. 

in.  Setzt  man  Ffx)  =  l(l+x).  nimmth  =  l,  ä>0,  seist   /  F  (x)  8  x  = 

(l+x)[Kl  +  x)-l],also 

l(l  +  a)+l(2+a)  +  l(3  +  a)+...+l(n-}-a)  =  (n+l+a)nO+ü+a)-lI 

-(l  +  a)[l(l+a)-l]--^[l(l+n  +  a)-l(l  +  a)]+^[f:pi^ 

_  Bt.  r L ll-L       +    "g m-i "   r_ \ i_T 

.    3.4  L(l+u  +  a)'      a'J"^'  *  "  •-(2m-l)2m  L^i^^^^j««-*      ^i«-i  J' 

wobei  der  Fehler  geringer  ist  als  das  letzte  Glied.  Setzt  pian  hier  n — 1  für  n,  so 
hat  man 

l(l+a)-+l(2+a)  +  ...+  I(n-fa-l)=^n+a~~)l(n+a)-(n  +  a) 

-L    ®>-   J^ ^1 [ L  H-__^3=i L LP 

^1.2n  +  a      3.4  (n-f-a)»^  "•    -(2m  — l)2m  /     .     ,2m-i^^» 

^  '         (n+a) 

wenn  man  mit  C  demjenigen  Theil  bezeichnet,  der  hiebt  von  n  abhängt. 
Demnach  ist  (wenn  wieder  n  -(- 1  für.  n  gesetzt  wird) 

C  =  Gr.|l(l  +  a)+l(2+a)+  .  .  .  +Un  +  a)  -  J^n+a+ y)l(l+u+a)+(n+l+a)] 

'  ^       (n-fa+l)»+»-<-i  J        '    V-         (n+a)'^+»-i       ^       J 

=  Gr.lP+^>-<"+J^e'-^0. 
^     (n  +  a)"+*-4  -^ 
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Nach  §.  106  ist  aber 

1.2...(n— l).n"^* 
also ,  wenn  raan  subtrahirt : 

Or. ,  ^_J^2^J!l^l«L_  =  C  +  l[r(l+a)]. 

(n  +  a)»+»+i 

d.  h.  Gr.  1 L^» n^:!^  ? ^  CH-iir(i  +  a)] 

Nun  ist  aber  für  n  =  00  :  Tl + —  J  =c'(§.  22,  IV),  alsofl  +  *  ) 

=  [(l  + v)"]  ^  '  ^*  =[«'  J*"^  » ■^*~"=e'.  mithin  i,t 

C+i[F(l  +  a)]=  Gr. ,  >2- -("-1)  eV-n-n'^^^  ,^1.2  .  .    -n^y 

e'.n'+in'  S      n'+T        "^ 

weich  letztere  Of  Osse  von  a  unabhängig  ist.     Also  hat  man : 

l(l+a)+l(2+»)+ .  .  . +l(ii+a-I) -(n+*-y)l(n+*)+n+a  = 

Bj        1     _   B,  1         .        ,         Im— 1 l_^ .  »m— t  "  1 

1.2  n  +  a      3.4  (n+a)'"'"---(2ni-l)2m  ^^^^^»«-.1  "'"(2m-i}2B.  ^^^^j».«--« 

-l[r(l  +  a)]  +  C'. 

1 
wo  C  unabhängig  ron  n  und  a.    Setzt  man  also  &='2'  i"**^  lässt  n  =  ao  werden, 

so  ist 

^    ,3.6...(2n— 1)                e*^^              ^    ,  r3.6...(2ii- 1)    e"  ^ 
Gr.l -. =Gr.l|  —-7 --T  J- 

'  .0+2^»"  '  ° 

Aber  r(|-)=r(i  +  l)=i-  r(}-)=iyn.,  ir(|-)=-.(2)+ 

l(V^nr),  demnach 

c'=i(v^)+G,.ip»-;°-^  4> 

2  n 

T>&gegeTi  ist  für  a  =  l-,  trcgen  F(a)=  1 ,'  und  n=00  : 

r.,      r,    .1.2.3.  .  .n  n+i     _.    ,    1.2.3...  ne*    *       ..    .1.2..n    e" 
C'=Gr.  I e       =rGr.  I : 7-=Qr.l — 


n 


.      (n+l)«+i  „»+ir,+_iy+i  ni       n 

Setzt  man  hier  2  n  fUr  n ,  so  ist 
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C'ssGr.  l 


^^      ^       1.2.3...2n       e*"    ^^^    ,    1...2ii'  •*"  ' 

(2n)i         (2n)*?'^  2ini2*  b**'" 

Ferner  bt  offenbar 

2.4.6...2ne"      ,     ^    ^    ,  ri.3.5...(2n— l)e*'\ 
— ,  also  0=Gr.  1 1  '---^ —  §5= 

so  dMs,  wenn- man  abigen  Werth  beobaehtet  : 

0  =  C'-l(t/«)-  il(2).  C'=yl(2«), 
and  also  endlich: 

l(l+8y+l(2+*)  +  ...  +  l(n-l  +  a)=(^n+a-l")l(n  +  *)-(n+*)-![r(l-|-»)] 

+ -^1(2«)  +  r-^ --3— — ^-j- 7rv-,-i+ •  •  •  •  ± 


1.2n+»      8.4  (n+a)»  '  -(2m— I)2m  (n+a) 

^(2m-l)2mj^^^«— •• 

WO  0'  zwischen  —  1  und  -j"  1  liegt. 

Hieraus  folgt  leicht  das  Produkt  (1  -^a)  (2+a)  . . » (n  — :  1  -|-a),  wenn  man  ron 

l 
den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  übergeht.     Ist  n  gross  genug ,  um  /  _.     v^     rer- 

naphläfsigen  zu  können ,  so  ist  « 

.      (l+a)(2+a)...(n>l  +  a)^<"+'^>^^^^;^ ,  VS  ,  e«^-:^*> 

woraus 

1 


(l-Ha)(2+a)...(n+a)  =  ^=±^?^ l__ll^-J . 

Für  a=0  folgt  hieraus 


!.2...n=sn'e   "Vanife"»  =r(n  +  l). 
was  man  auch  für  a=  1  findet,  #^nn  man  n  —  1  für  n  setzt. 

« 

Also  auch  dann 

1.2  .  .  .  2n  =  2*'.  n'%"*'V47nie**-. 


1 


2.4...2b  =  2  .n   .e     Venire 
woraus  noch  durch  Division 


■        ■      J~Kyt%    -       24« 


1.3.5..  .(2n  — 1)  =  2  .n   .  e     1/%. 


e 


Von  diesen  Formeln  wird  in  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  häufig  Gebrauch 
gemacht.  Manvergl.  etwa  meine  „Ausgleichung  der  Beobachtuqgsjfehler  nach  der 
Methode  der  kleinsten  Qaadratsummen'',  (Braunschweig,  Vieweg,  1857),  S.  77  C 
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§.  116. 
Die  oben  aasemander  gesetste  Methode  verlangt,  dass  in  dem  bestimm- 

ten  Integral  /yd  x  die  Grösse  v  als  Funktion  Ton  x  direkt  gegeben  ist.     In 

diesem  Falle  wird  sie  immer  anwendbar  seyn,  da  sie  in  allen  Fällen  eine 
Schätzung  der  Fehlergränze  zulässt.  Anders  verhält  sich  jedoch  die  Sache» 
wenn  y  nicht  als  Funktion  von  x  gegeben  ist,  sondern  man  nur  fDr  eine  Reihe 
von  Werthen  von  x ,  -die  zwischen  a  und  b  liegen ,  die  zugehörigen  Werth^ 
von  y  kennt.     Sind  in  diesem  Falle  die  Werthe  von  x  in  gleichem  Abstände 

h,  und  ist  h==  -^^^,  so  kann  man,  wenn  y^,  y/,  y2.  •  •  •>  y^  die  Werthe  von 
y  för  x  =  a,  a+h,  .  .  . ,  b  sind,  nach  §,  114  ungefähr  setzen: 


/« 


wobei  man  freilich  keinen  Massstab  für  die  Fehlergränze  hat  Genauer  wird 
übrigens  die  Formel  des  §.  54,  VI  seyn,  nach  der 

fy^^^J  [yo+4y,  +  2y.+4y,  +  2y.+  .  .  .  2y^„^i+4y^,_,  ^tJ.        . 

B      ■ 

wobei  b  =  -j^  vorausgesetzt  ist. 

Ist  aber  die  Annahme,  .es  seyen  die  Werthe  von  x  in  gleichem  Abbtande, 
nicht  zulässig,  so  kann  man  sich  in  dieser  Weise  nicht  helfen.  Gesetzt  näm- 
lich ,  es  seyen  für  x  =  a,  a^ ,  a,,  .  .  . ,  a^^^ ,  b,  wo  a<irj<a2<..<  a^_^ 

<b  die  Werthe  von  y:  y©»  yi  >  72» >  Yn-r  Yn'  "°^  "^*°  wisse  sonst 

Nichts  über  y  (als  Funktion  von  x),  so  wird  man,  eben  in  dieser  üngewiss- 
heit,  annehmen,  y  sey  eine  ganze  Funktion  von  x,  d.h.  eine  nach  Poten- 
zen von  X  geordnete  Funktion,  derart,  dass  y  die  obigen  Werthe  annimnii, 
wenn  x  die  angegebenen  Werthe  hat.     Man  sieht  leicht,  d^ss  alsdann 

seyn  muss,  wo  nun  g,  gi,  .  •  ,  g^  (der  Anzahl  nach  n-j-l)  so  zu  bestim- 
men sind,  dass  für  x  =  a,  a^,  .  .  .,  ce^_^,  b  :  y  =  yo,  y^,  .  .  .,  y„_4>  y,  ist. 
Daraus  folgen  fQr  g,  g^,  .  .  .,  g^  bestimmte  Werthe,  und  es  ^ibt  eben  dess- 
halb  nur  eine  einzige  ganze  Funktion  von  x  vom  Grade  n,  welche  diesen  Be- 
dingungen genügt.  Finden  wir  also  irgendwie  eine  solche,  so  ist  es  die  ver- 
langte.    Als  solche  erscheint  aber  sofort: 

(x~a,)(x-«,) . .  .(«-«^_^)(^-b) 

(x  — a)  (i  — «,)  .  .  .  («— «[_^)(«-^) 
"^K-aXo, -«,)...  (a»-a       )(x-b)^» 

+ 


A  n  h  a  n  g. 

tänxelne  Ausführungen  und  üebungen  enthaltend. 


Sey  die  Summe  der  "Reihe 

,  Bo+a|X+a,x*-f-  .  .  .+a  x"  (a) 

gleich  y,  so  ist  nafürlich  j  eioo  Funktion  roh  x;  seyen  ferner  Aq,  A|  /  . . .,  A    eine 

Reihe  ron  Grössen  so  beschaffen ,  dass  wenn  man  nach  dem  Schema  des  §.  II  ihre 
Differenzen  bildet,  die  r****  Differenzen  sämmtlich  einander  gleich  seyen«  so  lässt  sich 
die  Summe  der  Reihe 

AoaoH-Ata,ri-A,a,x*+...+A  ax'     '        (aO 

SB 

angeben.     Da  n&mlich  („Grundzüge"  S.  81) 

A  A     i    ^  Aä.   j  n>(m  — 1)  ^^^     ,  ,  mfm^l)  ...  (m--r+l) y 

so  ist  hiernach  ^ 

Ao  ^^  A^, 

Ai=Ao-h^Ao, 

A,  =  Ao+2JA«  +  J*Ao. 


An=Ao+Y^AoH — j-y- J*Ao4-...H rTJTTr 

Hieraus  folgi:  * 

Aoa^  +  Aja^x  +  Ajäjx'-t-...  +  A  a  x*= 

n  n  , 

A„(ao  +  a,x+..  +  ay)+^(a,  +  2a,x+...+nay')x+^0.2a,+2.8a.i 

+  ..+n{n-l)Ax'~\'-i-...+f^(l..tA  +2.3..(r+0.   .    x-J-  .... 

-|-n(n — l)..(n — r-f-l)a  x       )x  > 
d.  h.. 


Berechnung  der  reellen  Wnrceln  einer  Gleidning.  54 1 

,    j'ao  e'y  r 

+  -, — -  — *  • 
l..r   g^r 

II. 

Angenommen,  die  Gleichung  f(z)=0  habe  eine  einzige  reelle  Wurzel  zwi- 
schen x=a  und  x  =:b,  wo  b^^a  sej.  Dies  ist  ganz  gewiss  der  Fall ,  wenn  f  (x) 
von  X  =  a  bis  x  =  b  sein  Zeichen  nicht  wechselt^  was  wir  nun  roraussetzen  .wollen. 

Sey  nun  a-f-«  der  wahre  Werth  dieser  Wurzel,  wo  also  a>0,  aber  <[b  —  a 
sejn  muss,  so  ist  demnach    - 

f(a-f  «)  =  0,d.h.  f(a)  +  «f  (a+e«)  =  0.  «  =  -p-^j^^^  (8.  13,  HI). 

Ist  nun  A  der  gr(Vsste  Werth,  den  f  (x)  erhält,  wenn  x  Ton  a  bis  b  geht  (ohne 

=      f(a)  f(a> 

Rilcksicht  auf  das  Z|^hen) ,  so  ist  jeden&Us  a<s^ -:—  ,  so  dass  a  —  — r-  noch  un- 
ter der  Wurzel  ist.     Da  übrigens  {"(sl^Svc)  und  f(a)  von  verschiedenem  Zeichen 

.  j         .^       f(») 
sind,  so  ist  —  -r-  ganz  gewiss  positiv. 

Sey  weiter  b — (5  die  wahre  Wurzel,  wo  ^>0  und  <b  —  a,  so  ist  eben  so 

f(b)_^f-(b_e,,)=o.|,=  p^i^^. 

und  also  auch  /?C  — -  ,  so  dass  b —  —  noch  über  der  Wurzel  ist.     Demnach  hat 
man- als  engere  Gränzen  der  Wurzel: 

A  A 

Gesetzt  nun,  es  sey  auch  f'^(x)  immer  von  demselben  Zeichen,  von  x  =  a  bis 
X  -=  b ,  so  wird  also  f  (x)  bloss  wachsen  oder  bloss  abnehmen  von  a  bis  b ;  dabei 
haben  f(a)  und  r(a)  immer  verschiedenes  Zeichen.  *     Gesetzt  nun 

1)  es  seyen  f(a)  und  f''(a)  positiv.     Alsdann  ist  f  (a)<CO  und  da  r(x)  wächst, 
so  ist  A  =  f (a) ; 

2)  es  seyen  f(a)  und  f'(a)  negativ.     Jetzt  ist  f  (a)>0  und  r(x)  nimmt  ab,  also 
A=:r(a); 

3)f(a)>0,  r'(a)<0;  al»of(b)<0,  r'(b)<0;  ("(a)  ist  <0,  f{x)  nimmt  ab, 

alsof(b)  =  A; 
4)  f(a)<0,  f '(a)>0;  also  f(b)>0.   f'(b)^0;  r(a)>0,   r{x)  wächst,  also 

A=rf(b). 

Hieraus  folgt  nun ,  wenn  man  Alles  zusammenfasst ,  der  nachstehende  Satz : 

»Ist  von  xrra  bis  x  =  b  (b>a)  f  (x)  von  demselben  Zeichen,  während  f(x) 
sein  Zeichen  wechselt,  indem  es  durch  Null  geht;  ist  A  der  (dem  absoluten  Werthe 

nach)  grOsste  Werth  von  f  (x)  zwischen  diesen  Gränzen ,  so  liegt  eine  Wurzel  der 

f(A)  f(b) 

Gleichung  f  (x)  =  0  zwischen  a  —  -7-  und  b  —  -    ,  und  iwar  ist  die  erste  Grösse 

unter ,  die  andere  über  der  Wurzel.     Ist  ausser  den  vorigen  Voraussetzungen  auch 


*  Denn,  wenn  a-j-a  die  wahre  Wursel  i«t,  moss  a^O,  also  f  (a-p^a)  und  f(a)  von 
verschiedenem  Zeichen  ieyii ;  d.  h.  da  f  (x)  von  x  =  a  bis  x  =  b  sein  Zeichen  nicht  wechselt, 
es  ist  immer  f  (a)  und  f  (x)  von  verschiedenem,  nnd  mithin  f  (b)  und  r(x)  von  gleichem  Zeichen. 
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noch  f*  (x)  immer  Ton  demselben  Zeichen  zwischen  a  und  b ,  so  lie^  die  Wurzel 

zwischen  a-  rrr  und  b  —  jrr\*  wenn  f(a)  und  r'(a)  dasselbe  Zeichen  haben,  oder 
f(a)  f  (a)  ^  '  ' 

zwischen  a —  iTTTx»  ^  — TTTÜx »  wenn  dies  nicht  der  Fall  ist." 

Dass  man  mit  diesen  neuen  Gränzen  in  derselben  Weise  weiter  rechnen  kann, 
wie  mit  a  und  b,  ist  offenbar. 

Immer  unter  der  Voraussetzung,  f  (x)  und  i"  (x)  behalten  ihr  Zeichen* unver- 
iindert  ron  a  bis  b,  scj  nun  b  —  a  =  d  und  wenn  a',  b'  die  neuen  Gränzen  der  War- 
zelfi,  so  sey  b' — a'  =  d'.     Sey  nun 

1 )  f (a)  und  f"  (a)  von  demselben  Zeichen ,  also  a'  =  a  — •  -^,  b'  =  b  —  ~- ,  d'  =  b — a  - 

f(b)-^f(a)_^     f(a+d)-f(a)      ■      W+dr(a)+|!r(a+ed)^f  (a) 
f(a)  r(a>  r(a) 

d^-r(a+ed) 

~       2         f(a)       '  ♦ 

2)  f (a)  und  f '(a)  ron  Terschiedenem  Zeichen,  also  a'  =  a —  -V(  .  b*  =  b —  r^rr .  d'  =  b  — 

'  '  f  (b)  f  (b) 

f(,)^f(a)         fo,),f(b^d)_.    ^0>)-^0>)+4r(b)--|-'r(b^ea) 

*         r(b)  f(b>  f(b). 

_  d^  r'(b--ed) 

~  2        f(b)     '■ 

Ist  somit  K  der  grOsste  Werth,  den  r'(x)  ron  a  bis  b  annimmt,  so  ist  sicher 

.,=      d»    K      ^      =  d»    K: 
^  ^  — zr  i-rT  oder   ^  -rr 


<      2  r(a)  <  2  f(b)* 

Ist  letztere  Grösse  <Cd,  so  weiss  man,  dass  die  neuen  Gränzen  enger  sind,  als 
a  und  b ,  und  kann  auch  sofort  sagen ,  wie  weit  sie  zusammenstimmen. 

Als  Beispiel  wollen  Vir  die  Gleichung  x'  ^100  =  0,  d.  h.  xKx}'-l(100)ci:  0  anflfiieii. 
Fürx  =  3ist31(3)  — 1(100)<0,  für  x  =  4  aber  41(4)— 1(100)>0,  so  dass  Aine  Wnnel 
zwischen  3  ond  4  liegt,     f  (x)  und  r'(x)  sind  innerhalb  dieser  Gränzen  positiT,  so  dass  a=3. 

bs:4,d=iist.    f(a)  und  r(a)  haben  Terschiedenea  Zeichen,  alsoa's  a  — -~^,  b'  =  b 

j  f(b) 

-'My    Femer  K  =  ]-,  |-^-:|^  =  ^  ^^  ^  ^  ^^^^  welche  Gros«.  <  d  ist.   Ab«  g^— , 

<[0'1  und  ^0*01 ,  so  dass  d'<^0'l  und  also  die  neuen  GrAnzen  nur  bis  zur  ersten  Dezimale 

zn  entwickeln  sind.    Man  hat  a'  =  3*^,  b'  =  3*61 ,  so  dass,  da  f  (3'6)>0,  sicher  die  War- 

xel  zwischen  3'5  und  3*6  liegt     Setzt  man  Jetzt  wieder  a  =  3'5,  b^3'6,  d  =  0*i  ,  so  ist 

1      d*    K 
R  =  — ,  -ö-  FTm  "^^"^^  ^^^^  >  0*0001 ,  so  dass  die  Rechnung  auf  3  Dezhnaleu  genügt 

Kanhat 

so  daM  die  Worxel  sicher  zwischen  3*5d6  und  3'5d8  liegt.    Da  aber  f(S-5d7)<0,  ao  Begt 

sie  zwischen  3'597  und  3'59a 

d*  t"(h Od) 

Jetzt  ist  a=3'597  nnd  b=3'598>  d^O-OOl,  femer  als  grftsster Werth  von  -:r  — -^ ' 

*  2      ro>) 

ergibt  sich  ein  Werth  zwischen  0000000 1  Und  0*00000001,  so  dass  7  Desimalen  genfiges 
Han  findet 
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a'  =  a-,'^*^,  =£3-5972850.  b'  =  b~|^  =  3-6972851  . 
if  (b)  .  f  (b) 

zwischen  welchen  zwei  Werthen  die  Warze!  liegt.     (Vergl.  ^ Grandzüge **  S.  207.) 

IIT. 

Wir  haben  mehrfach  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  es  sich  ereignen  kann, 
dass  eine  unendliche  Reihe  konvergent  ist,  während  die  Reihe,  die  man  durch  Dif- 
ferentiation der  einzelnen  Glieder  erhält,  es  nicfal  ist.  Ist  aber  die  letzte  konver- 
gent, so  ist  nnthwendig  die  Summe  der  ersten  eine  stetige  Funktion. 

Sey  . 

Ui-+Oi+  •  •  •  +u  +  ••  .  (a) 

eine  unendliche  Reihe,  deren  einzelne  Glieder  Funktionen  von  x  sind,  und  es  scy 

8x^  dx^      "^  öi^"       .     ^*^ 
eine  konvergente  unendliche  Reihe,  deren  Summe  =s  ist,  so  ist  —  iilaerhalb  xler 
Gränzen  der  Konvergenz  von  (aO  —  die  Reihe  (a)  ebenfalls  konvergent  und  ihre 

Summe  S=: /s8x  ist  eipe  stetige  Funktion  von  x. 
Denn  sey 

8z^8x^*"^  8x  -'n' 
so  ist  s  =  s  -4-r  ,  wo  r   mit  unendlich  wachsendem  n'unendlich  abnimmt,  da  Gr.  s 

=  s  ist.     Demnach ,  wenn  a  innerhalb  der  Gränzen  der  Konvergenz  von  (a')  liegt : 

/»X  /»XL  j%X  /%X 

88x=^yR^8x  +  /r^8x«=ys^8x+R^(x  — a), 
a  a  a  a 

wo  R   ein  Mittelwerth  zwischen  den  Werthen  von  r    ist,  so  dass  jedenfalls  Gr.  R 


n 


=  0,  mithin  Gr. /r^8x  =  0,  also  Gr. /8^8x  ==/s8x.     Aber 


a 
8a 


a  a 

WO  der  letzte  Theil  eine  Konstante  ist.     Mithin 

/i  8x  =  ai+n,  +  ...  +  o  — C,  Ör./s  8x=.U|-f  ai_4  .  •  .  — C. 
a  a 

d.h.      / 88 x  =  n^  +  a, +...+  ...  — C,  Ot+0|+---  =  /«8x+C  =  /88x. 


wie 


/*         8  S 
s8x.   —  =^  8,  und  s  endlich,  seist  S  eine  stetige  Funk  tior. 
8x 

Denken  wir  uns  nun  überhaupt,  y  sey  eine  stetige  Funktion  von  x,  so  iit  die- 
selbe innerhalb  der  Griten  der  Stetigkeit  auch  immer  die  nämliche  Funktion 
von  X. 

Denn  sey  für  x=Xi :  y  (=y|)  =rf(x|)  und  nicht  auch  =:F(xt),  so  kann  nicht 
für  x=r^j  :'j(=5yi)=F(x2),  wenn  f  und  F  verschiedene  Funktionen  bezeichnen  und 
x^,  Xj  innerhalb  der  Gränzen  der  Stetigkeit  liegen.     Denn  zunächst  ist  f(X|)  — 
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F(X|)  Dicht  Null,  da  sonst  ja  auch  ji  =:F(xi)  seyn  kftnnte;  da  wir  ferner  f  (x,)  und 
FfxJ  als  endliche  Grössen  voraussetzen,  so  ist  f(x<) — F(x^)  =  a  eine  endliche, 
von  Null  verschiedene  GrOsse.     Sey  nun  X2  —  Xi  =«,  femer 

7:  —  yi  =  «1 .  f  (xt)  -  f  (xi)  =  *i .  F(x,)  —  F(xi)  =  «3 , 
so  müssen  £^,  £2*  ^3  ™i^  ^  verschwindend,  klein  werden.     Könnte  nun  72=F(x2) 
seyn,  w&hrend  yi  =  f (x^)  ist,  so  wäre  also  F(x2)—  f(x^):=l£^  und  demnach 

F(x,)-F(x,)^[F(x,)~f{i,)I  d.h.  f(x,)-F(x,)=^->«,. 
also  eine  Grösse ,  die  mit  e  verschwindet ,  was  gegen  das  oben  Gefundene  streitet, 
wornach  f (X|) — F(X|)  von  Null  verschieden  ist.     Demnach  kann  nicht  yj  = 
F(x2)  seyn  und  unsere  allgemeine  Behauptung  ist  gerechtfertigt.  * 

Da  nun,  so  lange  (aO  konvergirt,  die  Summe  von  (a)  eine  stetige  Funktion 
von  X  ist,  so  ist  diese  Summe,  innerhalb  der  Gränzen  d^r  Konvergenz,  such  immer 
dieselbe  Funktion  von  x.  Wir  haben -von  diesem  Satze  in  §§.  16  und  27  Gebrauch 
gemacht  Ist  aber  (a')  nicht  konvergent ,  so  ist  auch  die  Summe  von  (a)  nicht  noth- 
wendig  stetig,  und  es  kann  sich  dann  ganz  wohl  ereignen,  dass  dieselbe  nicht  im- 
mer dieselbe  Funktion  ist.  Beispiele  dazu  Kefert  §.  97.  Man  ersieht  aneh  daraun, 
dass  es  unendliche  Keihen  geben  muss ,  fUr  dje  die  (a')  nicht  konvergirt. 

IV. 

Gemäxa  §.  106  ist 

ri^\  -  Cr  l-2.8...(n-l)i.' 

'^*'-'"a(.  +  l)(a+2)...(«+n-ir 
SO  dass  also  nach  einander: 


a      a 


-.„  ,      ^  1.2...(n  — l)n  1.2...(n— l)n   m 

I  (a)=^Gr.-- ; /""lT"' — 1\  ~^''* — ' — ' * — 

a(a-i-i;...(a-t-n—  i)  ma(Bia-f-iu>.. .  (ma-r  n— Im) 

•+^ 


1.2...(o— l)n       "iD 


n 


<»+f)=«'- 


.+  ^ 


fnia-|-l.»(ma-[-l  +  m)...  (ina-|-l  +n —  Im) 
1.2.  .  .  (n~l)p 


1.2...(d— l)n       "m 
=  Gr.  ■  

(nia-|-2)(ma^2  4-m)...(ma+2-t-n--l  m) 


'•(■+=^)="'- 


1.2.  .  .(n  — l)n 


a-h"~ 


(•+'=:^)  (•+■+==)•  •(■+'^+—) 


*  Man  wird  Übrigeus  bemerken,  dass  wir  F(x)  und  f  (x)  ebenfalls  als  stetige  Fanktkmn 
voraosgesetzt  haben  innerhalb  der  GrAnzender  Stetigkeit  ron  y,  wie  natüflkli,  da  wir  y  ein« 
oder  der  andern  dieser  Fonktionen  gleichsetzen  wollen.  -^ 


/ 
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-  1.2...(n— l)n        "   m' 

=  Gr. 


(ma-j-m— IXma+m  — 1-f-")  •••  (ma+m— l+n      Im) 
Hieraus  folgt  unmittelbar: 


[1.2...(n— I)J    m      n  ' 


ma(ma-|-l)(ma'{-2)...(ma-|-m9  —  1)  . 


mA. 


=  0         1  2...(mn  — l)(mn)  [1.2...(n  — 1)1    m      n 


ma(ma+l)...(ma+mn-l)-      '       l.2...(mii-l)]m*"     ' 
Nun  ist  aber,  wenn  m  positiv  und  ganz: 

1.2...(mn— l)(mn)*"  1,2..  .(n- 1)n*" 

"*• 7 m — / ; 7T=  "'• ; ttc — ; \ rr  =  *  (m aj . 

ma(ma4~l)***<ma4'ttin  —  1)       .  ma(ma-f-l).*.(ma-f-n — 1) 

wie  natürlich,  da  mit  unendlichem  n  auch  mn  unendlich  wird,  sodass  also 

m-  1 

r(a)rr.+i:Y..rr.+'^V^:^Gr.p-^--^ry^''°''>' 

V         mj  V.  m    J  »»  1.2...(mn  — 1) 

Aber  nach  §.  115  ist 

„              n                                                           mn 
Gr. ^- — = V2«  d.  h.  Gr.  -* =  Y2n , 

n     *        .  (mn)         '         .  . 

m  n  +1 
^^_(mn) 1_^      1 

1.2. ..mne""        V2if 

Ferner 

■  m — 1  m— 1 

-,    [1.2...(n  — l)]"m"**n   *         _    (1.2...n)%""n   *    mn 

Gr. — = — 7— t; ; =  Gr. = 

1.2...(mn~l)  I.2...mn.n" 

m-f-l 
n    m  nm-{~l       •"    nm-f-la»  nm+l   >am'4'l 

Gr.l •••'^    Gr? ? ? =  (V^)'  Gr.-= ^-^ 

1 .2'. . .  mne 


^•^•"•'l    Gr.? 5 B ^  =  (Väi)"Gr. 

n."  i.z...mn.ii    e 


n 

nm-|-J 


,        =  mi(VäirGr.-iH£!) L  ==  V„(2«)-  .  -i== V  „(2«)-*. 

1.2... mne""  V2« 

SO  dass  endlich 

V. 

Man  soll  die  Differentialgleichung 

(A  +  A'x+A"y)(x^-y)  +  (B+B'i-|-B"y)^^+CH-C'x+C"y=0 

integriren. 

Man  setze 

P"    a+bx+cy  •    "*"     a+bx+ay    *  ^' 

Di»B(»r,    Diffnmiial-  a.  late^ral-ReehBanf.  36 
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546  lotegratioD  einer  Differentialgleidimig  enter  Ordnimg. 

80  erhäU  man,  wenn  zur  Abkürzung  a-j-bx-j-^J  =  *  gesetzt  wird: 


wo 


a"  =  bc'-b'c.  /J''=iac'  — a'c,  y"  =  ab'  — a'b.  \ 

a'  =  bc"  — b"c.  ^'  =  ac"  — a"c.  7'  =  ab"  — a'*b.       ^  ' 

Setzt  man  weiter  noch 

o  =  b'c"  — b"c'.  /J  =  a"c'— a'c"^,  y  =  a'b"  — a"b',  \  ... 

■         '  v* ) 


Ä  =  a(b'c"— b"c')  +  b(a"c'  — a'0  +  c(a'b"  —  a"b')  =  ao+b|*+cy,  ) 
so  findet  man  leicht,  dass .  ^  '  « 

a«'  — b/9'+cy'  =  0,  aa" -b|9"+cy"  =  0,  a'a'-b'/?'4-cY  =  —  *.  i  /.,., 

a'a"  — b'/^'-|-c'y"=0,  a"a"  — b"/r'+c''7"=5,  a"«'— 'b"/»'  +  c*'y'=0.     (  ^    ^ 
Gesetzt  nun ,  man  habe  die  Gleichung 

so  ergibt  dieselbe ,  mittelst  (c) : 

Multipliziren  wie  diese  Gleichung  noch  mit  z,  so  wird  sie  mit  (a)  zusammen- 
stimmen, wenn  identisch: 

i(Ma"+NaO  +  'k=  A  +  A'x4-A"y,       i 
z(M<^'  +  N/J')-'tx  =  B4-B'x-i-B"y.       >  (f) 
z(My"-|-Ny')+^y=C+C'x-|-C"y         1 
seyn  kann.     Berücksichtigt  man  (d'O  •  so  folgt  aus  (f)  : 
A(a  +  bx+cy)  =  Aa     Bb-t-Cc4-(A'a— B'b+C'c)x  +  (A"a  — B"b+C"c)y. 
';i(a'+b'x-t-c'y)-ÄN2  =  Aa'  — Bb'+Cc'+(A'a'  — B'b'+C'c')x+(A"a'  — B"b' 

+  C"c')y,)(f) 
A(a"+b"x+c"y)  +  ÄifE  =  Aa"—Bb"  +  Cc"  +  (A'a".-B'b"  +  C"c')x+(A"a" 

^B"b"-l-C"c")y,J 
welche  drei  Gleichungen  natürlich  die  (f)  ersetzen. 

Man  setze  nun  N<5-^  —  (X' — A)p,  Md=(A" — A)q,  so  werden  die  ersten  Sei- 
ten der  Gleichungen  (f)  zu  X(a+bx+cy).  A'(a'+b'x+c'y),  ;i"(a'"+b"x-]- 
c''  y) ,  während  für  M*  und  N  zwei  andere  Grössen :  X\  X*'  eingeführt  sind.  Die  (f ) 
sind  nun  identisch ,  wenn  : 

Aa  — Bb-t-Cc==Aa,  A'a— B'b+C'e=  ;ib,  A"a-rB"b+.C"c=^Ac,  j 

Aa'— Bb'H-Cc'  =  A'a',  A'a'— B'b'4-C'c'  =  X'b'.  A"a'— B"b'+C"c' =  A'c'.  J(g) 
A  a"— B  b"4  C  c"  =  A"  a",  A'  a"— B'  b"+C'  c"= A"b".  A"  a"— B"  b"+C"c"= A' v) 
ist,  und  alsdann  ist  die  Gleichung 

A*  — V    8p      V^k    Öq     ^ 

identisch  mit  (a).     Eliminirt  man  aus  den  drei  ersten  Gleichungen  (g)  die  Grössen 

a,  b,  c ,  so  erhält  man : 

(A  — A)(B'  +  A)(C"~A)— B"C'(A--A)  — A"C(B'+;i)--A'B(C"— ;i)+A''BC' 

4-B"A'0  =  0.  (h) 

''Ganz  dieselbe  Gleichung  erhält  man  filr  k\  X''  aus  den  übrigen  Gleichungen 

ig).     Bestimmt  man  also  aus  (h)  die  drei  Wurzeln  dieser  kubischen  Gleichung«  und 

sind  X,  A',  X"  dieselben,  so  wird  (a)  zu  (a'),  wenn  man  a,  b,  .  .  .,  c"  aus  (g)  be- 
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ab 
stimmt.     Da  diese  Gleichungen  nur  die  Quotienten  — ,  — ,   bestimmen,    so  bleiben 

c       c 

drei  dieser  Grössen  ganz  willkürlich. 
Die  Gleichung  (a')  gibt  nun 

p  =Cq 

so  dass  man. folgenden  Satz  erhält  : 

„Bestimmt  man  aus  (h)  die  drei  Werthe  von  A,  und  sind  dieselben  A.,  A',  X"  \ 
ermittelt  dann  aus  (g)  sechs  der  Grössen  a,  b,  c,  a',  b',  c',  a",  b",  c",  nachdem 
man  drei  davon  willkürlich  angenommen ,  so  ist  das  Integral  der  Gleichung  (a) : 

(a'-f  b'x+c'y)^"""^(a"+b"x+.c"y)^~^'  (a+bx+cy)^'^^"==  C.«    • 
Für  den  Fall,  dass  nicht  alle  Wurzeln  der  Oleichnng  (b)  Ton  einander  Terschieden  sind, 

Ilsst  sich  obige  Auflösung  nicht  anwenden.     Man  kann  jedoch  im  Allgemeinen  eine  andere 

Auflösung  geben,  die  Ton  diesen  Mangeln  frei  ist. 
Mau  setze  n&roKcb 

A + A'  X + A"  y  =  u ,  y  =  ^^^^^^.  (A"  nicht  Null) 

so  ist,  wenn  man  in  (a)  einsetzt: 

8u_    A^n*+<?x+yu+^        8x      A^^ux+yx+^u+jl^ 
8x""A"ux+/?'x+y'u-hö'*    8u""    A"u*-|-/yx-t-yur|-ö   ' 
wo  /?=  A'(B"A'-^B'A")+A"(A'C"  — A"C'),  y  =  A'B"  — A"(A  +  C"), 
ö=  (BA"— B"A)A -f  (CA"--C''A)A" 
/r  =  A"B' —  A'B",  y' =  B",  ö' =  BA"  —  B'^A. 
Man  setze  nun 

A'^ux+^x+^'n-fö*  _  A^^n'g+ynz+öi— y'n— ö^ 

A"u»+/ifx-i-7a+Ä    -*'    *-  A"u+^— ^»  *     . 

8x_  8    rA*^u*a+ynz+öz  — y^n~^S 

8Ü~"'~8^L  A"u-f/r  — /Jz  J* 

'  '       '    '    8u  V.  A"ü-h|ir— prz  J        ^  1  r       .    / 

^[A"«u»+A"{y+/y')u'+(A-ö+/9'y-i9y0ü+/9'd-/JÖ'] 

-/9»z«+(2/9^'~/?y)z»+C^y'+/?'y-A"ö-i?'^z-/ry'+A"Ö'=0. 

woraus  nun 

__      •  \_^ 8j: 

^ <ji*3-|-(y  — 2/y)^z»+(A"ö-|-|9'»— /9y'— (yy)z+^y'  — A"ö'  8n 

1 

*"  A"*u>^-A"(y-i-^')tt*-h(A"Ä^-/iry  — 4'/y')u+/rö— /*ö'  * 

in  welcher  Gleichung  die  Veränderlichen  getrennt  sind.     Ist  weder  A"  noeh  ß  Null ,  to  kann 

man  etwa  setzen: 

8  z     A"  8  z 

und  erbalt : 

^      |^  =  ~,»»(z)=/?*z»+(y-2,90/?z»+(A''ö+/?'»---/?y'--iy'y)z  +  /yy'-A''«'. 


9>(z)  8t      ^(t) 

Integriit  man  die   Gleichung   zwischen   z  und   t,   oder  z  und  n,   setzt  dann   z  =. 

A^*ux-|-|^'x-{-/n+ö       ^ ^  L  ^/  j  j„ y^.* y  go  erhält  man  die  Gleichung  zwischen  x  und  y . 
A"u»+/?x+yu+ö  •     .        •  '        ^»  .  "-• 

Ut  K"  =  0,  so  lisst  sieh  die  obige  Rechnung  nicht  dnrcbftUiren.    Wlfe  in  diesem  Falle 

36* 
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auch  noch  B''  =  0,  so  käme  die  Torgelegte  Gleichung  auf  %.  66  zorüc^.     bt  Letzteres  nicht 
der  FaU ,  so  konkmt  die  Gleichnng  anf 

y^+j-^(a+bx+cx')-y(a'+cx)+a"+b"x  =  0.  (c  =  A') 

0  z      ox 

zurück.     Hieraus  folgt  nun  > 

8y     y(a^4-ci)— a^^  —  V^i 

8z""      y+a+bx+cx»      ' 
und  wenn  man  r—  =  Q  setzt,  so  ist 

(a+bx+ox»)u+a"+b"x^ 

a'  +  cx — u 
Demnach 

8    r(a+bx+cx»)n+a-^+b"i1 
8xL  a'+cx      u  J* 

welche  Gleichnng  nnmlttelbacr  anf  die  Form 

J?  [cx»+«x»+(»x+y]  +  (-li'+a'u»+/»'a+7')  =  0 

fühlt,  in  der  die  Yerftnderlichen  getrennt  sind. 

VI. 

Legt  man  die  Differentialgleichung 

«■'"VV)g7+'""\-i+''.-,«5g7^+  •  •  •  +C+'«.«)||+b.y  =  o      (. 

vor,  und  es  hat  die  Gleichung 

m(m— l)...(m  — n+l)b  +m(n— l)...(m  — n+2)b       +  .  .  . +mb44-ho  =  0      (b) 

n  B— 1 

eine  positiye  ganze  Zahl  zur  Wurzel,  so  lässt  sich  die  Gleichung  (a)  auf  eine  andere 
niederem  Grades  reduztren. 

Sej  nämlich  m  eine  solche  Wurzel  der  Gleichung  (b),  so  differenziren  wir  (nach 
§.  10)  die  Gleichung  (a)  mmal  nach  x  und  erhalten 

x"-v«  +b X) «    ?+^»-«(A  +B   x) i-^^ +.:.. 

öx  ex 

+x(A,+B,x)^^+(A,+B,x)5y  =  0,  (aO 

8x  ^  8x^ 

8        y        o     • 
Setzt  man  nun  hier  — ^^=x  z,  und  bestimmt  a  so,  dass 

8x 

a(a  — l)...(a^n4-2)a  +«(a— l)...(a— n+3)A       +.  .  .+aAj+A^=:0.        (c) 

n  B— 1 

so  erhält  man,  nachdem  man  durch  x  diyidirt  ha,t: 

öX  ÖX 

+  D,z  =  0,  (a") 

welche  Gleichung  dieselbe  Form  hat,  wie  (a),  aber  um  einen  Grad  niederer  ist. 

8     y       /•       ■ 
Da,  wenn  man  — — -= /y8x   setzt,  nach  der  Anmerkung  in  §;  47  die  Fonnel 

8x         J 
(16)  des  §.10  noch  gilt,  wenn  dort  n  eine  negative  ganze  Zahl  ist,  so  wird  mao 
eben  so  wie  oben  verfahren,  .wenn  die  Gleichung  (b)  eine  neg^tire  gaoae  Zahl  sor 


i 


Die  DiffereDtialgleichaog  (1  — x«)  ^l^     2x|^+m(m+l)y  =  0.  540 

ox  ox 

Wurzel  hat.     Man  wird  in  diesem  Falle  also  die  (a)  dann  mmal  nach  §.  47  integri- 
ren,  und  ganz  dieselben  Formeln  erhalten. 
Hat  man  z.  B. 

x'J^y  -h  x(7i+l)  ?^+(l0i+l)^+2y  =  0, 

so  ist  n  =  3.  a,  =  Ö,  bj  =  1 ,  a,  =  1 ,  b,  =  7.  Äi  =  1 ,  bi  =  10,  b«  =5 2;  mithin  die  (b): 
m(m— l)(m  — 2)+7m(m  — 1)+10m4-2=^0.d.h.  (ni+2)(m+l)»=0. 
Dieser  Gleichong  genügt  m  =  —  1 ,  so  dass  man  nach  der  Fonnel: 

die  Torgelegte  Gleichung  integrirt.     So. ist 

yx(7x+l)^^x  =  x(7x+l)^-(14i+l)y+14yiöx. 

y(iox+ 1)  ^  ex=  (iox+1)  y-ioyiex, 

/2y8x=  2/y8x, 


X« 


so  dass  also 

8; 

8 

welche  Gleichung  nun  nach  frühem  Methoden  integrirt  werden  kann.     Die  zwei  Werthe  Ton 
y,  welche  ihr  genügen,  genügen  auch  der  Torgelegten  Gleichung.  Der  eben  gefundenen  Glei 


|^+x(4x+l)  ^+2xy  =  0,  x»^,  +  (4x+l)^+2y=0. 


X 


chnng  genügt  y  =  t* 

VII. 
Sey  die  Gleichnog 

(l-x')|^*-2i|{+m(m+l)y  =  0  (») 

zur  Integration  Torgelegt. 

In8.79(0  wtÄi  =  l»   b,=0,   c,=— 1,   at=0,  bi  =  — 2,  ao  =  m(m+l),  also  hat 
man  dort  ^ 

—  n(n  —  1) — 2n+m(mr(-l)  =  0,  n  =  m  oder  = — (m  +  1). 

wählt  man  den  ersten  Werth ,  so  ist 

■ . ,«»\        1    /2m  u8n  ,^_        iv    t»     /t        «v — ■ 

1(R)=  — / ^,-^=-ml(l  — u*),R=(l— u»)      ; 

■my  — u  -f-i 

Kl-u»)    "(u+i)        ]„=[(! -u«)    ""(u+i)        ]^ 

Ist  m<0,  so  wird  für  «=—  1  und  ß=-\- 1  diese  Gleichung  erfiUlt  seyn;  ist  aber  m>9, 
so  genügen  ihr  a= — 00  ,  |9=-{- OC  .    Man  hat  also  im  ersten  Falle: 

/(l— u^~"(u  +  xr8u  _  /Xu-fx)^8u^  _  f  Ci+co»»)"Q» 

dagegen  im  zweiten : 

^ 2 (»in f> -+- X cos^y    eos^9 0 9> 


y^  /*    (a+»)    8n         fi     (x+tgy>)    8y        ^^2 

y^(i— u«)""'"*  y5cos»f)(i— tg*9>r^'  y« 


-00"         '  —        "'        "  "'  — 


8'?  8y 

660  Die  Dii&refitUlgleichung  (l—x»)^,— 2i^-f  ni(iii+l)y  =  0. 

WAhlen  wir  den  ttreiten  Weitfa  ron  n ,  so  ist 

Dieler  Gleichung  genügen  + 1  ftr  m-f  1  >0,  wenn  nicht  x=±  1 ;  fttr  m+ 1  <0  ge- 
nügen +  00  .     Demnach 

+1  m-4-i  -*(m+l)  +*         ,  m  «        2BH-i 

+  00        «  ,*  m 

/(l— u")    8a       /*+Y  cot   29 8 y _l  ,  ^n 

(u-t~*)  •!._      cos       9(rin9-t-xce»9) 

-00  2 

Daraus  also  folgt  nun,  dast  der  Gleichung  (a)  genügt  wird  durch: 


y 


^  .«       »     »  ^.  «a+l 


,v                 ^^              /•+  2(8in9  +  xco«9>)    cos    9^9              /^  sm          989 
1)  wenn  ni>0:  /  ^ ■ -yz and    / -rr« 

•'    »*  cos       29  «^  (x-t-cos9) 


(b) 


X  • 


2)m<0.m+l>o/id^>-8,nnd/*J2L!^.  (b) 

»/      sin  9  '^  (x-h  cos  9). 


0 


(X  +  CO89)      ^ j   /*       2  CO«      2989 

«+<     ,  .  I  v«+l  * 


8)m<0.m  +  l<0:A'-±^8rand/*     * 


fiin  9  *1>  ?.      cos        9  (sin  9 -4- X  cus  9) 

0  2 


(b") 


Was  nun  aber  diese  Integrale  anbelangt,  so  ist  in  (b)  das  erste  nicht  lul&ssig,  dafür 

n  ' 

9=-T-t  also  innerhalb  der  Integrationsgrftnzen,  die  GrOsse  unter  dem  Integralseichen  unend- 
lich wird;  für  das  zweite  in  (b)  darf  nicht  x= — cos 9  seyn,  d.  h.  es  muss  x'^  l  seyn.  In 
(b')-muss  eben  so  in  beiden  Integralen  x'}>  1  seyn;  ii%(b")  ist  das  zweite  unzulässig,  und  dss 
erste  verlangt,  dass  x*]>l  sey. 

Wir  haben  also  immerhin  die  allgemeine  Auflösung  der  Gleichung  (a)  noch  nicht  gefon- 

8y  8y  8*y  8'y 

den.     Allein  setzt  man  in  (a):  x=zi ,  also  r^  =  —  i  r^»  ^-4  =  ""  ^-1 1  »c  erhält  man : 

8x  8z  8 x'  8z* 

(1  +  ^*)  ^U2z^-m'(m+l)y=0,  (a') 

welche  Gleichung  nun  wieder  mit  §.  79  (f)  Terglichen  werde,  a,  =  1 ,  b,  =0,  c,  =  1 ,  ai  =0. 
b|=2,  ao==— m(m  +  l);  n(n— l)+2n  — m(m+l)=0;  n=m  oder  —  (m+ 1), 

%m  y       1  -f-u 
Für  m>0  genügen  u=ioO  ,  so  dass 


+  00,  .   ^m         ,       m  +00 


-00  -00 

^*  «=-^=  — ix,  so  genügt  also  der  (a)  fttr  m>0: 


i . 


Die  Differentialgleichung  (1— x*)|~—2x|^+m(m+l)y  =  0.  561 

f?X  ox 


+  00      „  00 


/(u  — ix)    8a  _  rjn  —  ix)    8a ^  An— i»)  .&"  _ 

-OC  ^  -CX) 

Ao-iireu  .   /•(-o-ix)''ea    ,    ,,«  A'i+°)"+(''-°)°. 


0  '  0 

-  n  i^     -4-  (x  -4-  n  i'\ 

8a, 


=,-«-.»/ 


m.  m  Ax  —  ai)     -|"(»4"p0 


0  (^*+^> 

WO  man  den  konstanten  Faktor  (Üglich  weglassen  kann.     Setzt  man  a=:xtg9»,  so  ist  für 
x>0: 

/*T(x— ixtgy)   +(»  +  »itgy)    .  ^^ 
y=  /     ^^ x8v 

{  (l  +  x*tg»v)    ^C0S»9 

in  ni  *Ä       ■ 

m-f-i  /'2(cosv-[-isinv)    -^{eot^  —  isiny»)         ■»     a        n  "+*  /**  cosmycos    yoy> 
=  x         / t:^ cos    9>o«»=2x         1^ m+i* 

•^  (008*9+ x*sin*9>)"^  \  (cosV+x'8»dV) 

Ist  x^O,  so  ist 

^  ...  -      .»  ^  •«         '        * 


2(x  —  ixtg9>)    -|-(x-f-xitgf>)                        m+l  /•      2  cosmf>co8    989 
y=   / :;üOi x89>=2x         / ;^j 


/2(x  — ixtgy)    +(x4-xitgy)  m+l   A 

ri-4-x*tff»a))*'^cos*a)  •/ 


(l+x*tg*9)        cos*9  »^  (cos'^+x'sinV) 


-   m+i  /*2      cos    9C0sm9  89> 
•^       (cos'y  +  x'sin'v) 


0 
Da  aber  anch  n= — (m4-l)f  so  ist  ancb 

Für  m-|- 1^0,  genügen  +CX)  ,  so  dass  dann 

+  00        «J-i  _/ni-l-l)  +00.       m 

'  y     »+-'       y(a+«)-+* 

—  00  -QO 

Demnach  genügt  der  (a) : 

+  00         «  00 


y 


y    (u  — ix)  y  (n— ix)  (— n— ix)       -" 


—  00  • 

00 


(-1)    i    •/  ■-(x+«i)  (x— oi) 

0 


00  B  m+1  ,  m+l 

(1  +»•)    [(x-ni)  ^+(x+ni)       ]8 u 


0 


d.h. 
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rfa+'HK'»)'[(i-»it8»)'^'-t-»-t-«t%»)'"'"*]x8y 

0 


2    /•t(608*j»+x'§in*9)    coi(in  +  l)v^ 

=  -;;r/    s+i ^ ®^- 

z  •/  eoi       9 

0 

Fasft  man  Alles  zusammen,  so  ergibt  ach  hiernach,  dass  der  (a)  genügt  wird  durch : 

lA               ^*^            ■^*   /*«       ®ö*    ycosmy  .      ^           /*sin         »8»   ^  ,^  ,^ 
l)wennm>0:        x        /    —^-—-—e^nnd /— ^,(x'>l); 

•^       (cos*9>4rX*ua*9)  •{  (x+COif») 

0  0 

2)n.<0.m+l>0:         /j±|^>(,.>i)  und  A"""''^,  (,'>1); 

•/sin  9>  •;  (x+cos9>) 


0  '  0 


3)„  +  ,<0:  /:0L±^g-i»(x.>i)»4 

•^         sin         9 


.m 


0 
1     /•2Cos(m+l)9[co8*9+x'8in*9]     ^ 

/ -TZ 09. 

m  /  m-fl 

X    •/  cos         9 

0 

Dass  hiemit  das  allgemeine  Integral  gefunden  ist,  ist  klar. 


vin. 

In  ein6r  yertikal  stehenden  Ebene  soll  eine  Karre  konstmirt  werden  so,  dass  ein  schwe- 
rer KOr|>er,  der  auf  ihr  herabftlH,  immer  in  derselben  Zeit  in  dem  tieftten  Punkte  derselben 
angelangt,  ron  wo  ans  (auf  der  Kurve)  er  auch  ohne  Anfengsgeschwindigkeft  gegangen  sejn 
mag ,  wenn  man  rou  der  Reibung  und  dem  Luftwiderstand  absieht.  (Tautoehrone). 

Sey  durch  den  tiefirten  Ponkt  die  Axe  der  x  yertikal  gegen  die  Richtung  der  Schwere  ge- 
richtet; y  die^Ordinate  eines  Punktes,  s-der  zum  Punkt  (x,  y)  gehörige,  Tom  Anfangspunkt 
ans  gerechnete  Kurrenbogen.  (Man  yergleiche  etwa  Fig.  2ft,  wenn  ÄH  vertikal  nach  eben 
gerichtet  ist,  AM=x ,  MN=y,  AN=s.)  Ist  p  das  Gewicht  des  Körpers 1 1  die  rem  Anluig 
der  Bewegung  gerechnete  Zeit,  so  hat  man: 

p  8»x i^iy^ft  9!i_     8'y^  r?i^'_  r^j?*^*-!. r?y"i' 

g    8t*~     P'    g   8t»"-"'  8t»—"^?  et»"""'  l.8tj  ""UtJ  "*"l.8tj  • 

2  8t  V.8tJ  "et  8t»~^8t  8t*"  *  ^8t'    1.8 tj  -r-^g^-t"^. 

Ist  nun  h  die  Abszisse  des  Ausgangspunkts,  so  ist  ftkr  x=h:  r~  =  0,  also  C^2gh  und 

8 1 

I  g-T  I  =2g(h  — i),  r--=  —  V2g(h  — x),  wo  man  dM  negative  Zeichen  wfthlen  mu», 
da  s  abnimmt  mit  wachsendem  t.    Demnach : 

Ist  nun  s=f  (z),  so  ist,  wenn  t  die  Zeit  des  Falles: 


/'      f(x)8x         \/^   rf(hz)8z 
VJ^^^r  V  2gy  yrri' 


/f(i)r°  (x)ei=i(-.i)" /f"  (x)r(x)8x.  653. 

Nach  den  Bedinguogen  der  Au^^ike  soll  diese  GrOss.e  miabhäogig  Ton  h  seyn ,  so  dasi 


--=:0  seyn  mau.    DemnMb: 
oh 

1       rr(hi)8z    \/h    /4r(hz)8i 

0  0 

Hh         1       rf(hz)+2hir(hz),_  1      /-f (i)+2ir(x) ,_    ^ 

d.h.  / ^  .   ■  '    8i=aO,  — ^  y —  / ^v     ■  .  f 0X  =  O.     - 

2V2ghy      vr=i  2hV2gy    v^-» 

0  -  0 

1 
Da  nun  nicht  — --7=:=:0,  so  mnss  das  bestimmte  Integral  NaU  seyn ,  was  auch  h  seyn 
2hV2g 

mag.     Dies  ist  nnr  mOglich,  irenn  r(x)-|'2xf'(x)=0,  ditman  ja  «twa  immer  b  klein  genng 

w&hlen  kann,  dass  r(x)+2xr'(x)  ^on  x=0  bis  x=:h  immer  dasselbe  Zeichen  hat,  wo  dann 
h 

sicher  /^'^^^.jl^^^l^^ei  nicht  NnH  wfae.    Aber  f(x)  =  8,  aUo 
J        Vh  — X 


0 


rx+2^är«-^'T78-T'=-2i'arJ=--2'W+^'ei=Vx'' 

8x        _ 
s  =  2CVx+C'  =  2CVx, 
da  fär  x=0  auch  8=0.    Diese  Gleichung  stellt  aber  eine  Zykloide  dar.    {%.  55.)    Jetzt  ist 

8x  Cit 


-fv^ 


■V2g(h-x)    Vi* 

0 

was  wirklich  Ton  h  onabhAngig  ist.    (Man  Tergl.  hiemit:  Poisson,  Mechanik,  I,  S-  1^-) 


IX. 

I— I 


Sey  f(x)  eine  Funktion  von  x  so  beschaffen,  dass  f(x),  r(x),  .  .  .,  r  (x) 
Null  sind  fUr  x  ==  a  und  x=b,  so  ist 

yf(x)r"(x)  8x  =  (-  \ff  Ax)  F(x)  8x.  (a) 

Dieser  Sats  folgt  ganz  undiiUelbar  ans  dem  naehstehenden  Stüiema : 

■       /f «  f'  (»)  8  X  =  f  (x)  F°~*(x)  -fr  (x)  f'~'  (x)  8  X . 

/fWF'~*(x)8x  =  r(x)F'~V)-yf".(x)F'~*(x)8x. 

y«^"*(x)r  (x)8x  =  f'~*(l)F(x)  -fti.T)  K(x)  8x. 

Dass  dabei  f^x)  und  F"(x)  innerhalb  der  Integrationsgränzcn  endlich  seyn 
müssen  ^  ist  selbst  verständlich. 

Als  spezielles  Beispiel  wollen  wir  a=— 1 ,  b=-j-l,  f  (x)  =  (1  —  x')  ' 
setcen,  wo  n  (wie  eben)  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  sind  alle  Bedingungren  erfiUlt 
und  es  ist: 
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/(l-iO''-iF^x)öx=(-l)"   /— ?-Ü^i_F(,)8x.  -    .      (b) 

—1  —1  * 

Nun  ist  aber 

8°""*(1~»')°~^      ,     ,,u~il.3.5...(2n~l)  .   /      '       '.  .^. 
; =  ( —  1) 8m(n  9),  wenn  z  =  cosf».            (b') 

Dena  für  n  =  2«  3,  .  .  .  gilt  der  Satz.     Es  ist  nämlich 

e(i~i^^        1.3,,      ,1  i.3_     •    .  1.3  .  „ 

g '  = ^(1— x*)'2x  = —2co8«>.sui9  = --sui2f>, 

5 
"-^^L=-_|.  ^  [2«(1  -x»)«]  =  -6I(i-x')'  -  ax'O-x*)']  =  -  5  [sta«9  - 

I     Q     r 

3  cos' 9>  sin  9]  =:  5  sin  3  9  =  — ^-;r^  sin  3  9. 

Sey  nun  der  Sata  (bO  wahr  für  ein  bestiinmtes  n,  so  fragt  es  sich^  ob  er  für 
das  folgende  n  auch  noch  gilt.     Scy  also 


8*"    *(l—x»)*"^            ,     ,  .^1  1.3.5. ..(2n—l)  . 
1 _ =y  =(—1) sinD«>. 

8x 

so  ist 

•+*         ex"         /        8x"+'  J        ex'+* 

1       ....      t 

wenn  man  x  =  cot  dp  setzt.     ABer 

Bx  ox 

.  8y  I     8y   8'y         I      8'y       coir   8y 

od«  wenn  x=co.9,  fi=-^^^'  8l?  =  ita^^  87'~  rii^;-  8^' 

-^TR— =  -8^+(2n+l)_   __„(„+l)y^. 

cx 
d.h. 

^       '/ «(~l)"l.8...(2n— l)nsüinf>+(— 1)*     1.8...(»n--l)(2o-f  1) 

8x 

cosn9^-(-l)*"*1.3...(2n-^l)(o  +  l)sinnf 

SUlf> 

=  (-ir\l.8...(2„  +  l)?!^-l)?. 

si09 

so  dass 

V      -r    n'/^q     /gn  I  n^^<°+^>»^n^fl /      ,i.3..(2n+i)iiD(»+i)f 

y^^^-(~l)y  1.3...(2n+l) —^ sin98f>  =  (-l)  —  ^^7- , 


0 


wodurch  nun  der  bal&  (b')  bewiesen  ist. 


„       .     .  /  COBB^b^P 
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•j       VI— 2acosf>-f-Ä* 

Setzt  man  in  der  Formel  (b)  nnn  x=:cosqo,  so  ist 
y«in*'~Vr'(co.,).inp8,  =  (_l)"y(-  1)"~*1.3..  .(2n-l)^^  f^] 

n  A 


0 
F  (cos 9) 810  9»  89, 


(c) 


,    ,      8    sin  09       8    /"siony»^    f        1    "1  C08n9 

und  da  r— =  ETI  I  I  •  I '- —  I  = : .  »o  ist 

8x      n.       e^V-U^V.     sin  9^  8id9>   * 

it  '  n 

/2n       D  /* 

sin    9>F  (cos9)89  =  l.d...(2n— 1   /  cosn9>F(cos9)8^, 

0  0 

cosn9F(cos9)89=  r—— - — -— — r  I  ^'^^   «pf"  (0089)89. 

l.o.5...<6n — 1^ 

0  0 

1  n 

Als  Anwendung  dieses   Satzes  wollen  wir  F  (u)  =  — .  ,    .^F    (u)  = 

Vl--^au-ha* 

1   3...(2n— Da* 
setzen,  so  dass  , 

(1  -2au+a»)""^^ 

/*        feos n 9 8 9 «    /•    .        sin    9  89 


Bestimmt  man  1^  aas  der  Gleichung 

sin  9 


=  siniff, 


Vl-^^acüb9  +  a* 

so  sind  dio  Gr&nzen  von  1^  anch  0  und  tr,  und  da  1 — 2acos94~&'  —  sin '9=008*9  —  2aeos9 
4-  a*=  (cos9~a)',  80  ist  1  —  2acos9-|-&'  —  8in*9>>0,    1  —  2acos9+a*>'8in*9, 

Vl~~*^<^cos9>+&'I>sin9,  so  dass  ^  möglich  i^;  auch  ist! — 2acoB94~ ^^^oo  1*^0 

1+a* 
bis  9  =  ^  nicht  Null,  da  sonst  cos 9  =  — -'- —  seyn  müsste  und  immer  1-fa*  —  2a^(l — a)\ 

2a 

1-4-a* 
d.  h.  positiT  ist,  so  dass  bei  positivem  a:  14-a'>>2a,  — ^ — >>  1 ,   und  bei  negatirem  a : 

2a 

r+a* 

-r — <C — 1  '^^r  mithin  nie  =cos9  werden  kann   (den  FaH  ausgenommen,  woa*:sl). 
^a 

Alsdann  ist ,  wenn  wir  a'  <^  1  annehmen : 

1  \/W-2aco8  9-|-a*  oo89(l — 2aoo89-|-a')  —  asinV89 

=  -^ ;    COS  tf>  =:  ■ ' '  '  --    ; 

Vi  — a'sin«^  1— acü89  /,      o  v-    %A  ^^ 

^  ^  (1— 2acos9  +  a*)^ 

,  -4  /  1 — 2aco89-[-a* — siD*9  _   .   \  /cos * 9  —  2 a cos 9 -j"" a' 

cosi^___  y^  1— 2aoos9+*'        ""  -   V       1  — 2acos9  +  a*    ' 

it  n  tf  ' 

wo  das  obere  Zeichen  für  «^<  — ,  das  untere  fflr  ^>  -^  gilt     Aber  fftr  i^  =t  —  ist  sin  9 

£  2  ^       • 

=  Vi — 2acos9+*'>  008*9 — 2acos9-|-a*=^0;  da  für  i^=Oauch  9=0  und  dattn  008*9 

— .2aoos9+a*=1^2a+a»  =  (l— a)*,  so  ist  für  ^<-^:  Vco«*9--2acus9-ha*  = 

2 

it 
COS9— a;    fOr  i^=xrt  ist  9  =  «f  also  co«*9  — 2acos9+a*=(a-|-l)*,  lo  dase  für>p>— : 

Veo8*9 — 2a60S94'a*  =  a     C0S9.    Mithin 


cos 


I  «<»y-*  r-,<  *-!  oder *-'"»  r»>-l 
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Vi— 2aco«9+a* 

so  dass  immer 

eo§9  —  & 


cos  ^  = ; 


und 


Vi— 2&co8^-ta*' 
cosyTl  —  2aco«v+a*)  — a8in*9  81^  cosy» 


demna^ 


ond 


3  -8ip  1 

(1— 2aco8^  +  ay  (1  —  2aoo«.»>  +  a«)' 

(1  —  a 008 9) (cos 9» ^-a)  89  1 — acos^        8f> 

— ^— ^— ^— ^— — ^— — —  ^— —  — »^       .  ■— •  Coav  ~"  a  I       — ^_  — —  1  • 

1  — 2aco8^9+a*       8<>  *  l-^2aco8»4-a*  8» 

I 8y      Vl~2aco»»-ha' 1 

Vl^2acos9)+a*Ö^''  1      acos^         ""  V>— **MnV' 


y8in    »8y> /V" iiny    ^" d_9 
(1  - 2aco«f»+a»)"'^*  '^  VVi^2aco89+aV     Vi— 2aco89+a 

""./ Vi  — **»in*^' 
0 

mithin  endlich 

y  Vi  — 2aco89>4-a»         /  Vi  — a*4in> 
0 
Das  letzte  Integral  gehört  direkt  zu  den  elliptischen  (§.  100). 

Gesetzt  also  etwa,  man  solle  in  der  Oleichnng 

Vi— 2aco8x4-a*      2 
die  Koeffizienten  bestimmen«  so  h&tte  man  nach  S- 99 : 

2   r        cosnx8i "2a^   /*    sin  \  81       _4a°  /*T    sin  \  81 

»""  ^y  Vl^2acosx+a»"'   */ Vi^ä*sin»x  "  ^  J     Vl-a*8ln*x* 

Diese  Entwicklang  kommt  in  den  Anwendungen  hAnfig  ror. 

X. 

Uebe#  einer  Ellipse,  deren  Halbaxen  a  und  b  sind,  ist  ein  Kegel  errichtet,  dessen  Spitze 
senkrecht  über  dem  Mittelpunkte  der  Ellipse  in  der  Entfemnn^  c  liegt  Um  die^  Spitze  be- 
schreibt man  eine  Kugel  mit  dem  Halbmesser  r  und  wHI  denjenigen  Theil  der  KugelflAche 
kennen ,  der  innerhalb  des  Kegels  liegt. 

X*       V*        z* 

Die  Gleichung  der  Kegelftftche  ist  ^+ ^  =  ~ ;   der  KugelflAche :  x*4-  7*+  «*  =  '*• 

a       D        c 

wenn  man  die  Kegelspitze  als  Anf^gspunkt  rechtwinklicher  Koordinaten  und  die  Azen  der  x 
und  y  parallel  den  Hauptaxen  der  Ellipse  nimmt:  Der  Inhalt  des  gesuchten  Flächenstüda 
ist  gegeben  doioh  das  doppelte  Integral 

wenn  dasselbe  auf  alle  Wertbe  von  x  und  7  ausgedehnt  wird,  die  den  Punkten  der  Projektion 
der  gesuchten  Flache  auf  die  Ebene  der  xy  entsprechen.  Was  nun  aber  diese  Projektion  an- 
belangt, so  wird  man  die  Gleichung  ihrer  Begrlnzungskur?e  erhalten ,  wenn  man  %  zwisciiea 
den  Gleichangetf'der  beiden  Flftcben  eliminirt.     Diese  Gleichung  ist  demnach ': 

Setzt  mu  in  dem  Integral«  (a)  rz,  ry  an  «tte  Stelle  Ton  s,  y,  so  tat  dUe  geanchte  FUche 
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=  r*  /  I     .        -  -  ,  anagedebtit  auf  alle  positiTen  oder  negatiTen  Werthe  fon  z  und  y, 

yy  vi-r-x'-y* 

■     —  c*  c* 

für  die  a}j}-\-fy'^  ;:^  1 ,  wo  « »  =  1 -f  -r ,  /?•=  1  -f  --.    Man  siebt  leicht,  das«  man, 

^  a  0 


man  das  Integral  nur  auf  die  positiven  Werthe  Ton  z  und  y  ausdehnt,  ffir  die  a'z'-^- /9^y^  ^ 
1 ,  den  vierten  Theil  der  Flache  enthlüt.     Dieselbe  ist  .also  endlich  = 


8y 


(aO 


Vi  -^'-r 

0         «/o 
Wir  wollen  nun  neue  Veränderliche  ^,  »  einführen  lo,  dass  az  =  ^coso,  /9y  =  ^sin«», 

öz__  costt    8  z gsino)    8y  _  sin«»    Öy  _  p<?os»      6z8y      8z8y_^ 

Sp"'""^"*  äi""  a     *  8 ^  ^  "7~'  8»  ~      /J      *    8^  ei"" 8»  8p ~i^*       " 

weiter  die  neuen  GrAnzen  anbelangt,  so  ist  znnAehst  (§.  110,  III): 
1       1     1  1 

y  y  vi_x»-y*  y  ^         y  vi-z»-(i-«*z')y* 

0  0  0  0^ 

und  man  hatte  zu  setzen:  az  =  peoso ,  /?  y  1  — a'z'y  =  psini»,  woraus,  wenn  man  q  eli- 


minirt: 


.=  cotg  0».     Für  z  =  0  folgt  hieraus  «>  =  -^ 


^Vl--«"x-y 


für  z  =  —  :  »  =  0. 
a 


Da 


1 


az  =  pcos»,  so  ist  /^V^l  — p*co8*«i)y=  (»sin«»,  so  dass  fiir  y  =  0  auch  p'=0,  für  y=  —  ist 

" ^ 

V^I  —  p^cos'»  =  psin»,  also  p=z  1,  so  dass  (§.  52,  II): 


8y 


•«t 


Vi-x'-  y^ 


8p 


V,/  cos'«>  ,  «in*i»'\ 


/"2'e  Ol  /*  p^g 


■'  /  •{ 


Vfeoi*»  I  sin* 


cos'o)  ,  sin*a> 


cos'c»  .  sin'o» 


a' 


P' 


P' 


1 


T  ~9\  /*       /"cos*»  ,  8in*»'\Q 

f" .  8. f'V'-l-^+'wr^ 

-"^y  a»sin*«4-/t»Cos=«»      ""V  a««n'<.  +  Ä'cos»» 


+/f»cos=«>      "V  ««sin'Ä  +  ^'cos»» 

0  '  *^  0 

Whr  wollen  a>>b  voraussetzen,  so  dass  (i^'^a*  ist;  hiemach  ist  das  erste  Integral  = 

n  it  « 

1 


y     /?'-{/**-«0"n'«    y    ^*-((^»~«')cos»i»     2^y     L^_ 


cos« 


Vfi^ 
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+  . ' 1  e.=  ±  r-a'c  ftg  =\A±^S ) 

*  +  ^.arc  ( tg  =  V/l^ZlA^e;^')!  =  ±  I  (8.  50.  IV). 

Was  das  zweite  obiger  Integrale  betrifft,  so  kommt  es  auf  elliptische  Integrale  zurüdc. 
Setzt  man  nftmlich  sin m  ==  z,  so  ist  es ,  da  z,  cos«  nur  positiT  sind : 


/      V  fl*         a*        .8x 


•/  "i^t  ^_  at\^ »_L_ «ix 


Vi- 
di 


1       /'f^»(a».~l)  +  (f^»-a')i* 8z 


a*. 


2   /*       l  +  n*z* 8z 


a 

0 

/<*  —  a* 
'.vo  n'=  -^TTT — TT»  ^'^^^  d*  «'> ' » jedenfalls  n*>0  kt.    Setzt  man  hier  (J.  102)  z=cosf. 

p  (^  — ») 
so  ist 

1  Ä 

y^      l4-n»z* 8z rj       l4-n»cos'y> 8» 

0       *  0 

89 


_        1         ri      l+p*co6»9> 8 

-  VH^nV      ^»_(^?-a»)cos»9  Vi  - 

0 


e^sin^9 


n 


.  l  +  n*cos'» n*  g* 1 1 

°"****''^'^'-(^«-a')cos'9"""/*'~a'"^«*-I  ?^^'-«»>cos»9""     ^'-D 

.       «^ 1       -  _       _1 . 1  1      . 

^"a»-l  a»-t-(i5?*-.a'>8in*9'"        >Ma'^— 1>  "•'a»- 1   ,    ,  ^»-a»  .   ,    •  *^  **»" 

.  1+*^ — r-*Mn'9 

o* 

n 

/i       l+n*co8'y 89 1  p  fi      "| 


,         1       ^fit     ß^^a*      ^ 


mithin  endlich 
t         i 


„     -V*-«* 


/'-  /v  ,^!^  -  i-nfe  "Ci  ■  '•^•-  O+.vh  <f  •) 
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"  2      be  ViM^      V  2  •  b'(a'+c') '  *J^  cV^'+P     V  2  '  V  * 

▼     a'  +  c' 


•'    ., .-_(»'-h')» 


.««_ 


Setzt  man  in  der  Formel  (h)  des  %.  09:  tg*o  =-.  ,  alio  e*tff*a=  ^'     x  .  ^^  ,  8in*a 

b*  b'^a'-j-c*) 

c»  ,  b»        (l~e'>sin»tt  b»c»  ,        a'(b»+c^  ä 

^^-^.cos  a-^,_j^^,.    l+e«tg*a    ~aHb'+cO'     "*"^  ^  "*"■  b'(a»+c*y '^^  2  ' 
k  =  — (cos*a  +  e**»n*o),  so  ist 

fit     a^-b»  c»      ^_       _b^c* r^^  -^  ,  bna*+c*)„r^       ^ 

'^  l'2j^H=b"»  b»' V"       aMb'-^-c')"l2'*''U'^iÜbHFO      V.T' V 

Vll±i!A  a(b^  +  c^)         i-TT     a^-b«  c'       -A^ ^_Tif^^    '\ 

(b'+O      2  •      bc  V^M=V_V2"'  a»+c*  b«'  U^aVt^H^*  ^2'^''J 

-       ac  *l.2*V*"2- 


+'-^ 


Ferner  nach  (d)  in  §.  104: 
bc 


to  das»  also 


+  F  (^1'.  e)  F.(a,  p.)  -  F  (^|  .  ej  E(«.  e,). 


aa>*+c')      „fit    a'  — b'  c'      A  i./'«*"4r./       .  ,  ^f«      "^  „/ 

-  bTv^Tl^  "b'  a-nFP'bJ-  0=  -*^t2  •  0''<«'«'>+''l2  •  0  ^<--''«) 

_F(-|.e)F.(„.e.)--^^.r(.J.e). 


und  endlich  die  FIftche  = 


4r'  [1-  - E  (1^ .  e)  F  (a,  e.)  +  F  (|  .  b j  K (o.  c.)  -  F  (^|- .  e)  E  («.  e.)] . 

Va'  — b»  -4  /b»  +  c'  c 

Für  a  =  b  ist  die  Ellipse  ein  Kreis.     Alsdann  ist  e  =  0,  p^  =  1^  also  ^  |  ~^*  ^  )  = 

a 
F  I  ^  .  e  I  =  -^,  E  (a,  ej  =  /Y^'^^^9>  =  «n«  =  t-:  ,  ond  die  Fläche  = 

0 

4  r*  I   —  —  —  :r-7- — ^=  |=2r'Ä  11 , .-:=.  1 ,  wie  man  fehr  leitsht  auch  aof  ele- 

V2        2  y^z^^tj  ^         Va»  +  c*^ 

mentarem  Wege  finden  Icann. 


XT. 


J .)  Wir  wollen  uns  das  Integral 

.00 


zur  Umformung:  vorlegen;  wenn  a>t),  b>'0.     Man  setze  ax =  z,  a]so  x  :— . 

o+^T"  V4ab  +  z*,ft    =7-± — ^  ,     •   — ^.     Die  GrOsse  ax  —  —  erreicht  rcn 
2a      2a  ^  *  8z      4a     2aV^ab-[-z'  » 
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x  =  0  bis  x=±00  kein  Maximum  oder  llinfmuin,  sondern  w&ebst  ron  — OD  zu-f-oo , 
so  dass  also  die  Gränzen  von  z  sind  — oc  und-f^oo  .  Daraus  aber  folgt  sofort,  dass 
mir  das  obere  Zeichen  gelt«n  kann ,  man  also  hat : 

0  —00  " 

+  00  +00' 

—00  —00 

Aber  (§.  49) : 

+  00  00  +00 


—  00  0  —00 

so  dass  endlich 

.00  JX) 


0  0    »  ■  . 

Setzt  man  in  dieser  Formel  etwa  statt  f  (z)  :  f(2ab4~2)t  so  ist 


80  dass  auch 

.00  .00 


/fra'x«+^*^8z  =  |yf(2ab+x*)8x,  a>0,  b>0. 


W 


V  V 

Uebrigens  lässi  sich  diese  Formet  leicht  aus  §.50,  VIII  ableiien.     Setzt  man 
dort  nümlich  f(x)ri.-F£x'— 2ab],  so  ist  ^(^^»»+7)  =  Fr(ax4-~^   —  2abl 

=  F  (^a'k'+ ^v}.  f(V^+4^)=:F(x'-|-4ab  — 2ab)  =  F(x^+2ab),  so 
dass 

F  r»*»*+^3  8x  =  X /*'(»*  +2ab)  8x. 
0  0 

2.)  Setzt  man  das  bestimmte  Integral  /~V£jT~~t     ^^*  ^^  ^^^  ^  ^^^  ^  positiT 


0 
sind ,  gleich  j ,  so  ist 

jX  ^00 

8 
8 

0  (T 


2ax'8x  _       2a       ff  ~b»  1 ^ 5_ 

(b'+^OO+a^iVl-a'bV  U*+x''^i-t-a*x»J*^        1+ab' 


='/r 


^*     8x  =  ^l(l+ab)-fC, 


+  a.b  b 

wo.  C  unabhängig  ist  Ton  a.     Für  ft^#  ili  aber  y  =sO ,  also  C  =  0 ,  so  dass 

00  ,.>** 

0 

-  / 


Dio  Aberscben  Funktionen.  5g  J 


XII.  Die  AbeTschen  Funktionen, 
l)  Angenommen,  es  sey 


ferner  seyen  qf^  (x) ,  q>2  i^y  ^^^^  ganze  Funktionen  von  x ,  so  dass  ihr  Produkt 
<ri  (^)  <rt(^)«  das  wir  durch  qp(x)  bezeichnen  woUen^,  eine  eben  solche  Funktion 
Ton  X  sey ;  a  sey  eine  unveränderliche  Grösse ,  dagegen  seyeH  von  den  Grössen  a^, 
.  .  . ,  a  ,  C|) ,  .  .  . ,  c     entweder  alle  oder  doch  mehrere  abhängig  von  einer  Grösse  z, 

also  veränderlich  mit  dieser  letztem. 
Setzt  man  nun 

F(x)  =  0,  {xyg>,  (x)-es  (i)»v,  (x)  =  A  (x-  x,)(xr-  x,). . .  (x-x^),  0» 

so  wird  die  Grösse  A ,  so  wie  jede  der  (irössen  x, ,  .  ,  . ,  x   unabhängig  von  x  seyn, 

dagegen  abhängig  von  den  in  G^  (x),  02U)t  ^t  M*  '<f*i(x)  vorkommenden  Koeffi- 
zienten, also  auch  abhängig  von  z.  Die  x^ ,  .  .  .,  x  sind  die,  sämmtlich  als  un- 
gleich vorausgesetzten  Wurzeln  der  Gleichung  F(x)  =0,  d.h.  ©t  W  ^TiW  — 
©2  (x)'<r2(^)  =  0,  so  dass  wenn  x  eine  dieser  Wurzeln  ist,  notfawendig  die  Glei- 
chung F-(x  )  =  0  stattfindet,  und  zwar  identisch,  d.h.  so,  dass  alle  Glieder  der 
Grösse  F  (x  )  sich  gegenseitig  aufheben.  In  der  Grösse  F(x  )  kommt  nun  x^  vor, 
nebst  den  veränderlichen  Grössena^,  .  .  . ,  c    ,  die  sämmtlich  von  z  abhängen.  Also 

da  F(x  )  =  0  ist,  so  ist  auch  ^F(x  )=0,  d.h. 
•  oz        e 

8F(x)8x       .ÖF(x)«  8F(x)8c 

•    8x       8z  "^    8ao     8i  "^  •  •     "^   8c         8z  * 

wo  natQflich  hier  partielle  Differentialquotienten  verstanden  sind.  Aus  der  Glei- 
chung (2)  folgt,  dass 

8.F(x)  8e,(x)       8F(x)  8^,(x) 

-el^  =  20.  (x^)..  (x^)-^ .    -^=  -20, (x;  .^ (x;   _-^ 

ist,  so  dass 

8F(x)8a  8F(x)8c  p8ej(x)8a  b^^ix)  dt  ^ 

pdO^lx  )  8^  6^tU)  8c    -| 

m 

seyn  wird.     Die  vorstehende  Gleichung  gibt  demnach : 

8F(x)8x  ^d0t(x)  de  ,8e,(x)8c    -. 

Bezeichnet  man  den  nach  x  genoHllMMi  Differentialquotienten  von*  F(x)  mit 

8F(x) 

F'(x),  wobei  also  a^,  .  .  .,  c     konstant  sind,  so  ist  -r — ?-=F'(x  );  ist  femer f(») 
•  ■»  ox  • 
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eine  ganze  Funktion  von  x  und  bezeichnet  man  durch   r^'(x^)  den  Werth  der 
Grösse  ^(xi)+^(x2)+  .  .  .  +  ^.(^J»  so  folgt  aus  der  vo^-stehenden  Gleichung: 

8x 
f(x)---  2e,(x)v,(x)f(x)    rÖ^.(0  8c^  8e,(x)8c 


(x  -a)Vv(x  )         (x  -a)P(x  )ViIO 


e  o  e 


[8»,(x  )  8c  8»,(x^)  8c^  I 

"Tc"o"~  el"^*'"*"'"?^^  TT  j 


2e,(x  )y,(x  )f(x  )    ree»(x  )  8a^  öe,(x  )  8a 


(I  -«)F'(x  )Vi^(i  ) 
Aber  aus  F(x^)  =  0  folgt 

also  da  gpi  (x^)  qP2  (?^.)  =  <p(x^)  : 

e,(x)v,(x)  =  ±e,(x)V;roo, 

6  0  e  • 

o  =  ±e.(x] 

e  e 


Ie»t(x)8a  ÖW^(x)öa      ■ 

88o       8e  ^"^      8a^       8z     I' 


e,(x)v,(x)  =  ±e,(x)Vv(x). 
wo  in  beiden  Gleichungen  dasselbe  Zeichen  gilt,  indem  (p^  {x  ),  (f^  (x  )  nothwendig 
von  gleichem  Zeichen  sind(  da  @t(x  )'()pt(^  )T2(*  )=0|(x  )'<]p(x  )=Ö2(^  )'<ri(*  ^*)' 

0  w  C  0  0_  0  0 

«-  , .        Bezeichnet  man  also  durch  £    die  Grösse  -j'  ^  oder  —  1 ,  so  ist 


©1  (x  )v,(x.)  =  «  e,(x  )VvU ).  e,(x )9,(x )  =  «  ef(x )Vf>(x ).        (S) 

0  00-0-0  0  00  e  0 

worin  also  «^  entweder  4^1   oder  —1  ist  (dasselbe  aber  in  beiden  Gleichungen). 

Demnach  ist 

«f(x)  8x  20,  (x)f(x)     rÖ®8(x)8c  8e.(x)8c    _. 

(x    -a)  ViTöO    8*  ""      (x^-«)F'(x)    L'.   8'co    "  8e  "^'•"^     8c         8z  J 
9        ^    ^  B  •  0"'  m  -■ 

2e,(x)f(x)     --8e,(x)8a^  86,(1)  Sa-. 

2 ®____?__  I    _  •    *   ?  _.       1 1_      ■  I 

(x— «)r'(x)    I       8a«       8x"^""^     8a       Ti  \ 

0  0*-  a 

Die  Grösse  zweiter  Seite  dieser  Gleichung  kann  durch 

A(x) 

2; • 

(\-«)F'(x) 
0  0 

dargestellt  werden,  wo  sicherlich  X(x)  eine  ganze  Funktion  von  x  ist.     Setzt  man 
endlich  noch. 

^^E~-  =  ^(')-  A(x)-A(a)  =  (x-a)A.(x). 

*  ■•  0 

so"  i»t  bekaniitlich  auch  X,  (x)  eine  gMz6  Funktion  ron  x  «nd  man  hat : 

«f(x)  8x  A.  (x)  j 

•  (x^-«)V^(x^)  ex  F'(x;^    ^^      («.-«)F'(x^) 

0  ^    ■ 

Da  (nach  §.  38)  ^fTTTx  gleich  dcifa  jKoe£Bzienten  von  —  in    der    Entwicklung 

0  ^ 

r 
-  a 

^^^  f^  ^^^^  feilenden  Potenzen  von  a,  so  ist,  da  A,  (x)  eine  ganze  Funktio»voB 
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X,  27  p,  ■    V  gleich  dem  Koeffizienten  von  --  in  der  Ehtwickluiig  Ton   ^^nach  fal- 

le„d.n  Potenzen  Ton  «.     Aber  p^^  =  ^3:^p^^-j-^-^;yp^.  und  ip;— j    auch 

gleich  dem  Koeffizienten  yon  —  in  der  Entwicklung  ron  i~-r-r   nacli  fallenden  Po- 

X  r  {x) 

A(«)  1  ^i(*e) 

tenzen  von  x;  aUo  i«t,  weil  7 ^w"\  »»eher  —   nicht  enthält,  endlich  27-= 

IX  —  a)r  {!)  X  F'  (X  ) 

gleich  jenem  Koeffizienten  in  der  Entwicklung  von  /  _  \pi  \^    ^^  *^'^ 
•        '^'^        =E.x'+...   fE   +^^i- (4) 


<x-«)K(x)      "-    •      •      '     .   ■      , 

so  ist  2"  p,  .    .    ~  ^   1  4  *  *">*^  mithin  : 

«f(x)          8x  -.V 

^  e        o  •— E        


(x-«)V<r(r)  öz     .-hl  F(«)* 

/•  f(x  )         8x         ^  -, ,  > 

8x2 !-_ f_^_A=A       8x-A^8.+C, 


WO  C  von  z  unabhängig  ist.     Bezeichnet  man  aber 

-  ■—  dorch  ^(x). 


A 


(x  — a;  V»'(*) 

so  ist  die  erste  l^ite  =«1  tp(xi)-|-«2  */'(^2)  "f  •  •  •  +  «,  V^C^r)»  ^*  '**  ^ Wt  <JP  W  keine 
andern  von  z  abhängenden  Grössen  vorkommen,  als  x  .     Femer  ist 

i(f?=2 ^ —  f(a) 

F  («)  e,  (tt)  V,  (a)  -  e,(a)»»,(«)     ' ^  ^  

V*>(a)  ö  *    Ve,  (a)  V»>i  («)  -  ^x  («)  V»»«  («)>'  ' 
da  (fi  (a) ,  qp]  (<r)  von  z  unabhängig  sind ,  auch  G^  (a) ,   G^  (a)  kein  x    enthalten. 

Also  ist  

/iWe,  =  -1^  1  (^'  ^"^  VMg+e,  (g)  VV.j«)^ 


,,       ,         ^  il«  UV  8      i^e,(x)Vg>,(x)+e,Jx)V>^(x)>w 

Da  eben  so     ; z'^rr\  = 7ir=  q""  *  I  *'  — .z ^  ,      —  I . 

(x-«)F(x)      (x-.„)  V/^(x)8z    Ve,(x)V'iP,(x)-e,(x)ViiP,(x)7 

so  ist  E  ,      der  Koeffizient  von     —   in    der  Entwicklung  dieser  letzteren  Grösse, 

»+4    .  X 

d.  h.  es  ist  .^  

r    Hx)  _ g^^       f(x)   ^,  / e.(x>v^ (x)+e.(x)Vg;  W"v  ^^.  r^.  ^   . 
y(x-a)F(x)       (x_«)V^(i)  Ve,(x)V^(»>-»i^»)V»'.W-/     /  •       '1 
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so  dass,  wenn  man  durch  K^(x)  den  Koeffizienten  Ton  —  in  der  Entwicklung  von 

^(x)  nach  fallenden  Potenzen  Ton  x  bezeichnet,  man  hat  

e,  (x)  ViPi «  +  Ö,  W  ViPz  W 

OX=iV. —7=: .  I 

'  (x-«)Vf»W   V 

so  dass  endlich : 


/E    .     ÖX=K. .  I    ■  ■     , r T~-p — :t-   I 


(I) 


^        f  (x) ,  re,  (x)V^J^)+e^(x)V^rM'\ 

'(x-a)V9>(x)    Ve,  (x)  Vy,  (»)  -»  O,  (x)  V^7(^  J 

worin  C  unabhängig  Yon  X| ,  .  .  .,  x  und  den  Koeffizienten  in  ^|  (x),  Sj  (x);  letz- 
tere Grössen  durch  (1)  gegeben  sind,  gp^  (x)  und  (piM  gftnze  Funktionen  Yon  x, 
g)(x)  =  gp|  (x)g)2(^)i  ^(x)  eine  ganze  Funktion  von  x  ist,  Xf ,  .  .  .,  x  die  Wurzeln 
der  Gleichung  ©^  Wg^t  (x)  =  02  (x)'gP2(x)  »ind^  und  «i ,  .  .  .,  «  gleich  +1  oder 
—  1 ,  je    nachdem   die    Gleichungen  (3)    dies    verlangen.      Endlich    ist    if;(x)  = 


/ 


;==.     Hierin  besteht  das  AbeTsche  Theorem. 


(x-a)Vgt»(x)' 

Man  wird  beachten,  dass  in  dem  Satze  (I)  von-z  nichts  mehr  vorkommt,  so  dass 
also  diese  Grösse  weiter  nicht  zu  beächten  ist.  Femer  ist  klar ,  dass  in  0,  (x), 
©2  W  einer  der  ra+n  +  2  vorkommenden  Koeffizienten  =1  gesetzt  werden  kann, 
ohne  der  Allgemeinheit  Eintrag  zu  thun,  da  man  in  den  vorkommenden  Quotienten 
ja  durch  einen  Koeffizienten  dividiren  kann.  Endlich  haben  wir  die  Grössen  X| ,  . . 
. . ,  X   sämmtlich  ungleich  vorausgesetzt.  Allein  auf  der  zweiten  Seite  der  Gleichung 

(I)  kommt  Ton  diesen  Nichts  ror;  denkt  man  sich  also,  es  seyen  zwei  oder  mehrere 
derselben  nahezu  gleich,  so  bleibt  die  zweite  Seite  ungeSndert,  so  dass,  wenn  meh- 
rere gleich  sindi  immerhin  die  Gleichung  (I)  gelten  wird.  Aus  (3)  folgt,  dcMS  dann 
auch  die  e  gleich  sind ,  so  dass  wenn : 

e.(i)',.(x)-e,(x)'9.(x)  =  A(x-J,r(z-x,)-...(r-x^)"''  (6) 

auch  m,  e,  <p(x,)+m,  e, «(>(x,)  +  .  .  .  -|-  m  •  <>  (x_)  = 


■  (x  -  «)  Vi.  (x)  Ve.  (x)  v;röö  -  e.(x)Vy.  wJ 
Vv(«)  ve.(a)V»..(«)-e,(«)V;rööJ 


ai) 


2)  Enthält  die  Grösse  f(x)  den  Faktor  x  — a,  ist  also  f(x)=(x  — a)F(x),  so 
wird'f(«c)=:0,  also  erh&lt  man  aus  (II): 

mj», if>(x,)+m,», v(i.)+  .  •  •  +m^i^^(x)  = 

■V9(x)Ae,(x)V9.(x)-e,(x)Vas>/'^  * 

/'F  (x)  8  T  ■  ^^ 

r-7^=r ,  sonst  aber  dieselben  Zeichen  auch  dieselbe  Bedeutung  wie 

in  (II)  haben. 

Ist  femer  f  (x)'  von  niedererem  Grade  als  gp(x),  so  ist  in  (11)  das  erste  Glied 
der  zweiten  Seite  Null ,  da  dann  die  dortige  Grösse  höchstens  mit  —^    anflUigt,    so 
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dass  alsdann  nur  das  Debrige  stehen  bleibt.     Wäre  dann  zugleich  wieder  f  (z)  = 

(x  — u)  F(x) ,  so  fiele  auch  noch  das  zweite  Glied  weg,  so  dass  nur  C  stehen  bliebe. 

Dass  man  durch  mehrmalige  Differentiation  nach  (a)  in  den  Theoremen  (I)  etc. 

r     f(x)8x 

Integrale  von  der  Form  / — auf  der  ersten  Seite  erhalten  kann,  ist  klar. 

*/  (i  -  a)  Vv  (x)^ 

3)  Wir  haben  im  Seitherigen  rorausgesetzt ,   man  kenne  die  Koeffizienten  a^, 

.  .  .,  c  »die,  wenn  einer  =1  gesetzt  wird,  noch  ihrer  m-j-n^-l  sind,  und  be- 
stimme dann  x^ ,  .  .  . ,  x  .  Man  kann  nun  aber  auch  umgekehrt  die  letzteren  Grös- 
sen als  gfegeben  ansehen  und  die  ersten  bestimmen. 

Sej  also  zur  Abkürzung  m^n-j~l  =^«  und  nehmen  wir  rC  (>  an,  so  kann 
man  alle  Grössen  a«,  .  .  .,  c     bestimmen,  wenn  man  o  der  Grössen  x^ ,  . . .,  x    als 

gegeben  ansieht.  Wählt  man  in  (3)  die  Grössen  e  nach  Belieben  gleich  4~  ^  ^^^^ 
—  1 ,  z.B.  die  (i'  ersten  =-[-1,  die  ^  —  (j'  folgenden  =  —  1,  so  hat  man  zur  Be- 
stimmung Ton  a^ ,  .  .  . ,  c   : 

eiMV9^)  =  ^zMV^M e,  (x^,)  V^TüT;)  =  e,  (x^j  V^h  (x^J  .        \ 

Was  die  Grössen  Xpj.|,  .  .  . ,  x  anbelangt,  so  sind  sie  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung 

et(x)»»>(x)-e,(xyy>(x)^^^  ^^j 

(x— x^).  .  .  (x  — x^) 

deren  Grad    C  1  sejn  muss.    Bestimmt  man  für  diese  Wurzeln  die  Grössen  s  aus 

(3) ,  so  heisst  die  erste  Seite  in  (I) : 

*(x,)H-  .  .  .  rfV'Cx^,)  — «^(x^,^i)—  .  .  .  —  ^(x^  +  ^p+i'^C^^^-i)-^  •  •  •  H-^'^Cx.). 

während  die  zweite  natilrlich  ungeändert  bleibt. 

4)  AU  Beispiel  hiesu  wählen  wir  0^  (x)  =  (a<»+x')x,  0,  (x)  =  Co,  f»,  (x)  ^  l ,  f),(x)  = 
d-x»)  (l  -e»x»).  (e»<l);  die  Grösse  0,  (x)*f.,  (x)-  e,(x)*f»»  (x)  =  (ao  +  x*)»x»  — c«* 
(1  — x')(l  — e*x*)  enthält  alsdann  nur  gerade  Potenzen  Ton  x,  so  dass  sie  die  Form  (x*— x^*) 
(x*— r»*)(x*  — X,*)  annimmt.  Setzt  man  x» .  x,  als  gegeben  ,  und  «wischen  0  und  1  liegend 
Toraos;  setzt  weiter  in  (7)  den  Nenner  Tom  rierteu  Grade  =(x — X4)(x+Xi)(x — x,Hx^-x,) 
▼oraos,  so  ist  diese  Gleichung  Tom  zweiten  Grade  und  hat  die  Wurzeln  -f-x,  und  —  x,.  Da 
ausserdem  ans  (ao-i-x»)»x»-  c„»(l— x*){l  —  e»x«)  =  (x»-x^»)(x»  -  x,»)(x»-x,»)  folgt 
(x, x,x,)*=  Co*,  so  ist  Xj  X,  X,  =  ± Co,  wo  das  Zeichen  so  gewlhlt  werde,  dass  x,  positiT  sey. 
Wir  wollen  weiter  annehmen,  dass  zu  4"Xt  nnd  x,  die  Grösse  •  =  —  1,  zu  — -x^  und  — x,  die 

+ 1  gehöre ,  so  ist  

(«,+i.')«,-|-c«VVTx;)  =  0.  (•.+x.')x,+  c,  V»(x.)  =  0.  ,(i)  =  (l-x»)(l-e'»'). 
woraus  

_«.»V»li;")-x.»V^)_      ».1.  V»(».)»<».)+x.'+».'-'i'».'.U+e') 

•"  i.v^)-x.v*'"{ir)         i^'x.'«.' 

x.i.'-x.i,'  _        i.Vy(i.)+x.Vy(x.). 

da  hi.rnMh  c.>0.  .»  irt  x,  =  -^-  =  ''^!Ht'»X^  -'  ^^  ^^  "«•"•  '^''^ 

x^  X|  I  —  e  x^  Xj 

0  und  1  Toransgeietzt ;  demnach  lassen  sich  zwei  Winkel  9% .  9%  iwitchea  0  und  y   beitim* 
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men»  so  dast  sin^t  =  Zi  •  un^t  =  <>  '•  alsdann  ist  Z;,  = 


1 — e'sin*^!  sin'^i 
daraus  folgt  leicht 


go  data  1  — Zg'^O  ist;  demnach,  da  z,  positiT,  liegt  aoch  z,  xwitchen  0  und  1.    Setit  man 
also  Zt  =  sin  9, ,  so  ist      ■  _ 

8in9^co89>|\/l  —  e*8in*y,4"^?PiC0«9>,  V  1, —  e'sin'g^^ 

iin  ^j  = ; pr-i — ^Ti ^ »  (•() 

1 — e'sm'^jsm'^s 


cos* 


(eo»»|  CO« 9)3  — «iny^  siny^  \/(l  — e'8in*y^)(l  —  e*sin*»,)'\* 
l-e*8in*f>,8in'9»t  J  * 

Was  nun  «,  (das  zu  z,),  e',  Ma«  zu  — Z|  gehOrt)  anbelangt,  so  ist  atu  (S) : 

(«o  +  ^^iO»»  =*3CoV»U»)»  —  (•«+Xa*)xa==«'jCo  V»>(»f)»  al»«  «'s  =  —  «a-  - 
Da  Zj,  Co  V^v(zj)  positiT  sind,  so  ist  «,  =  ~|-  ^ »  ▼onn  ao-j-z, *]>0,  gleieh  —  1 ,  wenn 
ao+i,*<0.     Aber 

+  e«(l-.z,^(l-z,«>l}, 

so  dass  es  sieh  bloss  nm  das  Zeichen  der  eingektammertAn  Grosse  handelt.     Dieselbe  ist  aber 

(l-|-e'sin*g>i  sin*g>,)co8g>i  cos9>i  V(l  —  e*sin*yj)  (1  — e*s1n'g>,) 

—  sin^^i  8in9)s[(l  —  e*8in*?Pi)  (1  --e*8in'y5)+e*C08*^4  cos*^,]  =  (l+e^sin'^^sin*^,) 

[cosf^j  cos  9>,—  sin  flp,  sin  Vi  V(l  —  e»sS*"^){f  ITe^in'^j]  V{1— e*sin»f>i)(l— e'sin'f,) 

•-|-e*sin'9i8in'flf>|  (1  -*e*sin*5[>j)(l  —  e*sin*flp,)  —  e'sin^i  sin^^cos'^^cos'v, 

=  (1  +e*«n*^4  sin*^,) V^(l  —  e*sin*^J  (1  —  e*An*p.)  [cosy^  cos  9. 

— sin9>|Sin9>j  \/(l  —  e*8in*9)i) (1  — e'sin*^,)! 


-j-e'sin^isinv,  [sin^^sin^^V/Cl  —  e*sin*9i)(l  —  e'sin'^,) 

+  cos^j  cos>,]  [sin9>|  siiX9>g  V^(l  —  e'sin'^^)  (1  —  e'sin'^j)  —  cos^^i  cos^j] 

=r  [(i+e*sin»ytsin*ff,)  V(1  ~e»sin»yj(l  —  e*sin*f),)« 

—  e*8in'^^  sin'^,  \/(l — e'sin'9^)(l  —  e'sin*^^ —  e^sin^^siny^oos^^eos^J 

[cos 9^  008)^2 — sin ^1  sin 9,  V^(l  — e'sin'^i)  (1  — e'sia'^j)]. 
Aber  aus  (a)  folgt  . 

cos^jcos^, — sin9|Sinv,\/(i — e*sin*9t)(l — e'sln'pi) 

cos  9>^  = .  .   , r-i 1  (»V 

l  —  e' sin -9^  sin' 9, 

da  für  kleine  9>i ,  p^  -auch  9^  klein,  also  cos 9,  ^0,  vas  mit  der  zweiten  Seite  wirklieh  dm 

Fall  ist'    Da  femer  in  dem  so  eben  erhaltenen  Ausdruck  der  erste  Faktor  = 

V'Cl — e*sin*9j)  (I  — e'sin'f),) — e^sin^icos^^sin  ^scos^,' 
and  dieser  immer  positiv  ist,  *    so  hat  also  ao-^Zj'  dasselbe  Zeichen,  wie  cos 4», ,  betthnnt 
aus  (a')*  wo  wir  9,  Ton  0  bis  n  gehen  lassen  wollen.     Ist  also  00s 9,  ^0,  so  ist  e^  s-^'» 
für  eosv,  ^0,  ist  s,  =  —  1.     Sind  p^,  9»,  nahe  au  0,  so  hat  das  Entere,  HUr  911,  f»,  nahe  an 

~  dagegen  das  Letztere  Statt. 


i 
♦  Denn  [V(l  — e*sin»g>j)  (1  — e*sin  V,)  1 '  -  [e*  sin  Pt  cos  9%  «^  Pt  «>•  »tl*   = 
=  (l— e*sinViSin*g),)[(l— e»sin^f),)a  — e*sin»f),)  +  eMt-e*)sin*f).5in»^,],  also  pe- 
sitiT ,  woraos  die  Behauptung  folgt. 
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Setzen  wir  nan  in  (I)  f(x)  =  x  — «,  und  beachten  das  in  Nr.  2  Gef:agte,  ferner  dass  V'W 

J  V^Kj)     yVl-e»sin»9 

—  V'W.+  »/'(-Xi)  — ^(xz)-h»/'(— I,)  +  V^(X3)-V'(— x,)  =  C(cos9,>0). 
~if;(xi)  +  ^(— xj  — V'(xt)  +  «^(     xt)  — '/^(X8)+»^(— x,)  =  C(co8y,<0). 
^  Da  das  Entere  für  X|  =  x,  =  0  stattfindet  und  dann  auch  x,  =0  ist;  das  ]>tstere  für  Z| 
^  Xj  =  1 ,  wo  abermals  x,  =  0;  da  femer  C  von  x^,  x„  x,  unabhängig,  so  ist  auch : 

-  V^W+V^W-fv^C— X,)  — !/;(     0)-V'(x,)  +  v(0)  +  i/^(-x,)  — v(-0)  +  i^{x,) 

d.h.  da  t;;fx)~V'(0)=/-:==rrr=^.z=r-=  =  F(9),e).i/.(— x)--i^(--0)==---F(9),e):     . 

— 2F(^j,e)-2F(^,.e)+2F(9,.e)  =  0.    F(9i.e)  +  F(v„  e)  =  F(»»i.  «)»  cosf»,>0. 
Im  andern  Falle  setzt  man  i^=  X|  =  1 ,  x,  =  O  und  hat :        « 

—  V'(xir+V'(l)  +  V'(-^x,)  — i/>(-l)~...— i^(x,)+ip(0)  +  V'(-x,)  — V(0)=Q, 

-rfl-.   e)  +  F(^.e): 

iFf'j^,  e)-2F(v,,e)+2Ff|^,eJ-.2F(g),.e)--2F(vVe)==0. 

wo  9')  aus  der  Gleichung  x,  =sin9'3  bestimmt  ist  (natürlich  g>\  zmwe\i€n  0  und  —  J.     Ab^r 

^ — 9z 
da  co»f)j<0.  so  ist  jetzt  9>'j  =ä~9>,  und  F(9*,,e)  =  F(f<  — g>,,  e)  =  /  ^ 

^/Vl—e^.i'»^  "^/vT^hn^^  -fvi'^h^  =  2F  (I .  e)  -  F  (,..  0). 

9s  0.0 

also  hat  man  wieder  F  (9>i,  e)-^  F  (9^,  e)  —  F  (93, 0).     Bestimmt  man  demnach  93  zwischen 
0  and  ft  aus  (a')«  und  liegen  9^,  93  zwischen  0  und  — ,  so  ist  immer 

F(9„e)+F(9>„e)  =  F(9,.e).  (A) 

,       ,    /w>     ,/  V        »/          X         ..      /\       /*x*8x  /*    sin'^dv» 

Man  setze  weiter  in  (J) :  f  (x)  =  x*(x  —  «) ,  so  ist  ^  (x)  =  /  ^  .. .  =  /  ,  .       ■      aL=, 

y  V^»)     */  Vl-e*8inV 
aUo  ^(x)-V'(O)  -^  lF(g»,e)^E(g»,e)J.  "«^(O-t^Cx)  =  1  \j(^l  .  0""^Cl'  0 

—  F  (9>,  e)-}-£  (^t  e)  l-     Da  femer  auf  der  zweiten  Seite  der  Gleichung  (I)  die  erste  GrOsse  = 

x'        r(ao-fx»)»  +  c«>V»ÖÖ^  ^     2x'     rCoVyöÖ    .  .1  f  CqV^)^  »  .  T 

V/9»(x)   V(a,  +  x*)x-CoV^K      V^wL(ao+x')x'^  3  V.(ao+x*)x  J^         J 

2coX         2^     CoV(x)      , 


ao+x*      3  x{ao+x*;= 
so  wird ,  wenn  man  dies«  GrOsse  nach  fallenden  Potenzen  Ton  x  entwickelt ,  der  Koeffizient 

Ton  —  gleich  2  c«  seyn.     Ganz  in  derselben  Weise ,  wie  oben ,  wird  man  nun  C  eliminiren. 

wobei  man  nun  zu  beachten  hat ,  dass  fUr  X|  =  x,  =  0  auch  Co  =  0;  fürxi=JEfacl  eben  so 
Co=0,  und  dann  erhalten: 

E(f>i,e)+E(f>„e)  =  £(f>,,e)4-e*«iisPt8ini>,Mni^,.  (B) 
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Seist  num  endlieh  in  (0  f  (z)  =  1 »  beachtet  %,  102,  so  erhalt  man  f&r  «'>>  1 : 

2V(7^«*)a-e»««)   V(a^+a»)«-CoV(l  -«»)(!  -eM^'  ' 

was  man  nnter  dieser  Form  lassen  kann,  wenn  e'a'^1 ;  fOr  e'a'<^I  ist  dagegen  die  rweite 
Seite  gleich  ___ 

XIII.     Integration  der  Drfferenzengleichimgen. 

Ist  y  eine  Funktion  Ton  X  (gleich  f(x)),  so  ist  .iy==f(x+'^x) — f  (x) ,  und 
wenn  lF(z)=y,  so  muss  fy=F(x)  seyn.  (Ve^^l.  meine  ^Grandzügfe  d^r  alg. 
Analysis**  Seite  78  IT.).  Wir  haben  bereits  in  der  Differenzenrechnung  die  GrOsse 
^F(x)  näher  betrachtet  und  wollen  hier  noch  Einiges  über  die  Integration  der  Dif- 
ferensengleichungen  zufügen.     Vorher  aber  bemerken  wir  noch ,  dass 

XPQ  =  QSP — S  [JQ  .  SdP+JP)].  (a) 

1)  Sey  die  Gleichung  .iy+Xy+X|  =rO  Torgelegt,  worin  X,  Xi  Funktionen 
Ton  X  sind  (rergl.  §.  66).  Wir  bemerken  dabei »  dass  wir  x  als  ein  (posiUret)  Viel- 
&ches  von  Jn  ansehen,  etwa  x  =  n  /ix  und  wenn  Z  eine  Funktion  Ton  x  ist,  durch 
Zq*  Ztf  .  .  .t  Z    die  Werthe  von  Z  bezeichnen,  die  man  erhält,  wenn  man  x=0, 

dx,  2. ix,  .  .  .,  n^x  setzt  Man  setze  nun  y=uv,  also  ziy=u  Jt+t  Ju+ 
dujlr^  so  wird  die  vorgelegte  Gleichung  zu  v(  iu+Xu)-|-(u-|-^u)-iiv4-X4=0, 

•0  das'Sy  wenn  man  u  aus  .Ju-|-Xu=:0  bestimmt,  noth wendig  .iv= —      r\    , 

IC  /f 

v=-^  £     iA    «eyn  wird.     Setzt  man  aber  u  =  e*,  so  ist  ^iu=:e*  (e        —  1), 

also  e'Ce"^"— 1)  +  Xe"=0,  rf.  h.  e^^— l+XrsO,  e^n^l  — X,  ^z  =:  1  (1- 
X),  z=Z^i(l— X).     Nun  ist  aber  leieht  ersichtlich,  dass  £1(1— X)=I(1  --X«) 

+1(1 — Xt)+  .  .  .  +1(L—  X^_^),  also  ist  u=re  =  [1 — X]  ""  ,  wenn  wir  durch 
[1  — X]  das  Produkt  (1  — 'X^)^! — X^)  .  .  (I  — X  )  bezeichnen.  Alsdann  ist 
u-4-^u  =  [l— X]^  ,  und  n^itbin,  wenn  man  beachtet,  dass  zu  £'1(1  —  X)  nocli  eine 

QrOsse.P  zuzufügen  ist«  die  sich  nicht  ändert,  wenn  x  um  Jx  sich  ändert,  dass  e 

■—1                          it^ 
in  denelMB  Lage  Ut,  aUo  eigentlich:  ue=P[l  —  X]      ,  r= — £ — * l-P', 

P[l-X]' 

0  • 

wi8tjr={l — Xf^  fp — E "Hr^  .    ««""   n»«»  PP'  *a'«l>  P   beaeiclmet 

(«G^mndzüge**  S.  85).     Also  endlich  hat  man  aus 

JT+Xy+X.=0:y  =  [l-X]°"Tp-S-^i— Y,  =  ,J^  (b) 

*    ^         [i-x]  -^ 


n 

Als  Aavendung  hievon  vollen  iHr  die  Entwieklnng  ron ^   ^^  '  batiai^tMU     Ans 

}.  10,  y  ist  leicht  zu  schliessen,  es  sey  f&r  z  —  arc(sin  s  z) : 


8z 
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'-TF.=      ^•'••»^tA/+B,,'-^+C,,-V....].  (c)  . 

worin  A  ,  B  » .  .  .  noch  zu  bestimmende  Konstanten  sind.     Mao  erhilt  hieraus  durch  Diffe- 
rentiation: 

e^;!!.    i.2...(n.fi)r.^^   .+.    r^  „   ^^  .-i    ^5+6^ 

j>  ■+»  »a-l-»    Ln+l     «  Vn+1     n  '  n+1     nj  Vn  +  l    n 

ex  ^  __       tt 

d-x«)  * 

n— 2 


H+ 


(c) 


...  8«           1            8'«    .       X           8*1      2x'H-I      8*1     exH»» 
wodnich.d.g^  = -.    — ,  = -.    —,  = — ,  = 

(l-x*)'  O-x«)'  O-x')'  0-x')' 

dM  FortielireitnDgtgasetx  in  den  Potenzen  tod  z  gerechtfertigt  ist.     Settt  man,  gemits  (e): 

e'"*"*!      1.2.  -(n+Or,  »+'4.B         '-'j.n       ,—»4-        1 

TTFi- tMTL\+i'      +°Hh"      +%t*      +--J' 

cx  _      ;= 

O-x»)    * 
so  mnst  also : 

A        -!1±1a 
\-hl""n+l\' 

B+i      n  +  1     B^n-t-l     ■ 
^  n+6  ^    ,   n  —  2  _ 

a+l       n-f-1     a      o-f"!     a 

n+1      n-f-1      n      n-f-l     n 
seyn ,  aas  welchen  Gleiehansen  A  ,  B zu  ermitteln  sind.     Die  erste  ist  A        =  A  . 

Setzt  man  hier  A   =f(n)  =  y,  Jx  =  l .  so  ist  A   .     =f(n  +  U  =  y  +  ^y,   so  dass  diese 

Oleichnog  ist  y-|~  ^y  =  y ,  /f  y  =  0 ,  y  =  P  i  wo  P  Ton  n  unabhängig  ist  (d.  h.  sich  nicht  In- 

dert,  wenn  n  za  1,  2.  .  .  wird).     Für  n  =  1  Td.h.  r-^  j  ist  aber  Aj  =  1,  also  P=  1 .  nnd 

A  =1. 

SeUt  man  nun  in  der  zweiten  Gleichung  (c')  B  =  y,  B       =y+ Jy,  so  ist  sie  y+Jj 

8.4....(n4-2)r  n         1.2. . .n+1  ^ 

"1.2 n       V.    "^     n+r3.4...(n  +  3)J 

_  (n+l)(n+2)  r,    ^      .    1.2. n        _-k 
1.2  V"^*(n-t-l)..(n-i-3)J- 

Aber  nach  (a): 

X =  nS = — sF^nS ^ 1  = 

*(n  +  l)..(n+3).    "*(n  +  l)..(n+3)  L  (n+2). .  (n+4)J 

_  J_  n  -        1  1 Jl^  n J^  _1 

2  (n+1)  (n+2) "^2       (n+2)(n+3)"        2  (n+1)(n+2)      2   n+2"" 

_J_         2n+l 

2  (n+1) (n+2)*    . 
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demnach  B^  =  — j-^ [J ""  (n+ 1)  (n+~2)  J ' 

1  ,       «        (n-|-l)(n-|-2  n-— n 

und  da  für  n  =  1 ,  B  =0.  so  mus»  P  —  —  seyn,  so  dass  B  ~ —-- —      — — j— -- — pr: 

B  Z  n  l  .^  A  vn-r  1 )  {orf-^f 

=  — .  — --^i— ^  ist.     Setzt  man  jetzt  wieder  in  der  dritten  Gleiohnng  (c') :  C  =y,  so  istC 
2         1.2  ■  ■+* 

=  y-f-^y  Qod  nan  hat: 

4  n  — 2    1    nfn— 1)      ^ 


n-1 


(n  +  l)...(n+4)  r      ,    ^  1     1.2..4u(n— l)(u— 2) 


1.2. .4 


fpxsl-    >'2..4u(n-l)(n-2)A 
V"^      2*     1.2     (n+l)..(n-i-5)7' 


KT      c  ^    •  1     k     IV  k»    j       ^n(n~l)..(n— 2)-  1       B(n— l)..(n— 3) 

Nun  findet  sieb  aber  leicht,  dass  S t--: -77 ■^~^^^  =  o  o  a  r  -l-i> /     .  ^, »  »« 

(n-|-l)...  (n-|-6)      2.2.4  (u-f-l)- •.  (n-i-4) 

dass,  da  für  n  =  i  :  C   =0: 

_(n  +  l)j^.(n  +  4)     1_    1.2. .4       n...(n— 3)        1  1 .3  n(n-^l)(n--2)(B-3> 

o""        "   1..4  2*     1.2     *(n+I)..(n-t-4)*2.2.4~'2.4  1.2.8.4 

Femer  ist  dann  für  D  =  y : 

6  n— 4    l^  n(n— l)..(n  — 3) 

^~n+r2.4*  1..4 

y.^|l  +  -r_|       /    P+U2"-*  n(n-l)..(n-3) 


2.4     n  +  r  1..4  V  ß 

(n  +  l)...(n+6)  r^  ,    1.3  ^  1 .2..  .6  n(n— 1). .  (n-~4)-^ 


rp  .    1^3      1L2.^  n(n--l)..(n-~4)\ 
V.    "^2.4       1.2. .4   (n-|-l)...(nH-7)  J' 


1.2. .6 
Aber  man  hat  allgemein 

^      n(n-l)...(n— 2r)  I  n(n— 1)  ..  .(n— 2r— 1) 


(n+1) (n+2r+3)""4(r+l)»*(n  +  l) (n+2i+2)- 

1.3.5    n(n— l)...^n  — 6) 


(d) 


so  dass  ^   =  o  A  ß  •  10        K 

a      2.4.0  1 .25. . .  .b 


Eben  so  für  £  =  y : 

8  n--6    1.3.5  n(n--l)..(n— 5) 

^      n  +  l^      n+1'2.4.6  1...6  ~    ' 

(n  +  l)..(n4-8)  r      .    1.3.5  _1. 2. ..8    n(n— 1). .  .(n  — 6)"V 


y  = 


1...8 


(     .    1.3.5      1.2. ..8    n(n— l)...(n  — 6)"V 
^2.4.6      "1...6    '(n+l)....(n+9)  J*^ 


p        1.3.5.7    n(n-l)...(n-7)  . 

^'^'  *^»  =  2T4.-6:8- 1.2.. ..8         *^^'^-^^ 

e""'"*arc(sin=x)  1.2...n     f   n  .     ln(n— 1)   «-2  ,   1 .3n(n  -  l)(n— 2)(n— 3)  t-4 


..n     f   n_ ,     1  n(n — 1)   a— 2      1.3n( 
TTfiL*  ^2"    1T2~*       "^274  " 


^    n+1  ~  «n+lL        '2       1.2  '2.4  1.2.3.4 

■    1.3.5  p(n  — l)..(n  — 5)ji-g  ,  "l 

"*"2.4.6-  1....6  ^      -!-•    -J' 

bis  die  Reihe  Ton  selbst  schliesst. 

2)  I.iegen  wir  uns  die  allgemeinere  Gleichung 
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Tor,  so  kann  man  leicht  zei^n,  dass  wenn  Ju  •  .  •>  y    als  bekannte  Funktionen  von 

X  ihr  genügen,  auch  die  Grösse  Ciy|-f-C2y2  +  ..-j~C  7   derselben  genügt,  wenn 

'^Ci,...,2fC    sämmtlich  Null  sind. 

Denken  wir  uns  nun,  die  Grössen  P  in  (e)  sejen  sämmtlich  konstant  nach  x, 
man  habe  also  die  Gleichung 


i^  y+aj  J^     y+ +a  ■     i^y-fa  y  =  0,  (0 

n — 1  & 

so  setze  man  y=m  ,  also  z4y=m*  '     * — m*=m*  (m    * —  1), ,    ^y  = 

m    (m     —  I)  ,  und  erhält,  wenn  man  diese  Wcrthc  in  (f)  einsetzt,  dabei  den  ge- 
meinschaftlichen Faktor  m    sofort  weglässt: 

(„^»_1)"-|-  vC«»^*- 1)°~*  +    •  •  +  «     .  (m"*'-  l).+a  =0  (f.) 

» — i  n 

welche  Gleichong  filr  m      ,  also  auch  iiir  m,  im  Allgemeinen  n  Werthe-liefern  wird. 
Sind  diese  m|,  .  .  . ,  m  ,  so  genügt  der  (f) : 

y  =  Cimi  -fCim,  +  .  .  .  +C  m  .  (f,)  .  ' 

Wäre  m,  =mi ,  so  fände  man,  wie  in  §.  75 ,  dass  statt  der  zwei  ersten  Glieder 

in  (f)  zu  setzen  ist:  C^  m|*+C?^™i        I  ^^  mt=m2  =  mj  statt  der  drei  ersten: 

C,  m|  +C,xmi       4*^2  3t  (x  —  Om^        ,  u.  s.  w. 

Die  Qleichang  (f)  kann  auch  anders  geschrieben  werden.     Bezeichnet  man  durch  y^, 

y     I  ^    ,  ^  ,  'tj    i    /!♦  ^®  Werthe  Ton  y,  wenn  man  darin  z,  x+z^x,  . ..,  x-f-n/^x  für  x 

fcet2t,8out(,Gnind»üge'*  S.  31):  i/yrry    ,     .    —4^7    ,/       .^  ^   +•    •  •  •  ±y  •  »o 

•  x-f-rjT       1     x-|-(r— l)2lx  X 

dass  die  (f )  die  Fotm 

annimmt.     Die  (f^)  wird  jetzt : 

m°^'+b.n.<°-'>^*+....  +  b       m^  +  b  =0  (f.) 

n — i  Ä 

and  liefert  die  n  Werthe  ron  m      ,  d.  h.  von  m. 

Sey  femer  f(x)  eine  bekannte  Funktion  von  x,  und,  wenn  man  die  so  eben  ge- 
brauchte Bezeichnung  beibehält,  die  Gleichung  » 

...H-a       f(x-f r^x)fx+r— lJx)...f<x4-r  — n+2Jx)y    ,  ^ 

n — 1  X"r^X    V 

+  a  f(x+ri4x)...f(x  +  r-^+l/4x)y   =0  (g)    ' 

n  X 


vorgelegt.     Man  setze  hier  y=:m*f(x  +  r  —  ni^x)f(x-j-r — n  —  1  dx)  ....... 

f(x  +  r — n —  X  -\-lJx),  wo  wir  x  als  ein  Vielfaches  von  Jx  auffassen,   so  ist, 

wenn  man  den  gemeinschafblichen  Faktor  weglässt :  * 


i        +84  m^        '      +  ,  .  . -t~*      ™ 
woraus  wieder  n  Werthe  von  m  folgen.     Alsdann  ist 


n— 1  a 


* 


♦  Nimlieh  f  (x+r^^x)  (f  (x  +  r  -  iJx) . . .  f  (x+  r— n  ~_x  —  1  Jz)  m*. 
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y  =  (Ci  ini*+C,iii,*+..H-C   m')f(x+r— nzlx)f(x+r  — n  — Izlx)  .  .  . 


■        B 


^x 
d.h.     y  =  (CiHi/+C,iii,*  +  ..  +  C   m*)f(T+r^^Jj)f(T+V^+lJx),., 


B         tt 


f(r--ii+lJx),  (g,) 

wo  X  als  Vielfaches  yon  ^f  x  aufg^fiisst  ist. 

yan  habe  endlich  die  Diflferenzengleichung 

Xo/y+X,J^*y+...+X       Jy+X  y-0,  (h) 

B~— 1  B 

worin  Xo  =  ao+b„x+Cox(x— l)  +  dox(x— l)(x— 2)+.  .  ., 

X,=Si+b,x4-qx(x-l)+d,x(4-l)(x-2)+..., 

X  =a  +b  x+c  x(x— l)+d  x(x— l)(x— 2)+..  .. 

«  B  B  B  B  -/•/», 

und  80,  .  .  .,  a^,  .  .  .  konstante  Koeffizienten  sind.     Man  setze  ^=/u   vdtt»    wo 

#*,  /3  von  u  und  x  unabhängig  seyn  sollen ,  und  v  eine  Yon  x  unabhängige  Funktion 
▼on  u  ist.     Alsdann  hat  man 


/: 


a 
so  dass,  wenn  man  in  (h)  einsetzt,  man  erhält: 

▼  [Mu  +Nxu  +Px(x— l)u  +...]8u^0v  (b') 

a 

worin  M  =  a  +a      (u^— J)+a      (u^*-.l)»+  .  .  -|-a^(n^-.  1)',    ) 

B         n — 1  B — 1  1 

N  =  b  +b       (u^-l)+b       (a'^* -!)•+.. +t>.(u'*'-l)*,    ^O»") 

B  B— 1  B — 2 

P  =  c  +c      (u^-  D-fc      fn^  -  1)'+  . .  4-c.  (n"*'-  »)'. 

B  B — 1  B — 2 

Setzt  man  zur  Abkürzung  u*=z,  so  ist  i u*  =  u  -— ,  x  (x  —  1) u*=u' ^—p-- 

ou  ou 

. . ,  so  dass  die  (h')  ist 


/ 


t(Mz+Nu  ^+Pn»m+ .  .  .)  8u  =  0. 
oa  0  0 

a 
Diese  Gleichung  lässt  sich,  der  ZerfUllung  in  §.  85  gemäss,  auch  in  folgender 
Weise  schreiben : 


a 

j  _ 


>'-8^(Na,)+g4.<PoM-...]8 


a 


worin  die  Anhängung  der  Zeiger  a,ß,  die  durch  Üe  Gleichung  ü  =U   __^ — ^n^a 

angegebene  Bedeutung  haben  soll. 

Bestimmt  man  hier  r  aus  der  Differentialgleichung  I 
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Mv-^  (Nut)+  ^,  (Pu»t)-  .  ...  =0.  (i) 

10  gibt  dann,   wenn  man  den  Werth  von  t  in  den  zweiten  Theil  von  (i)  eintetxt, 
diese  Gleichung  die  Werthe  von  a  nnd  (i, 

3)  Kann  man  die  Gleichung  (e)  integriren  und  erhält  als  allgemeines  Integral 

y  =  C»  yt  +  C,y,+  .  .  .  +  C  y  ,  (e') 

so  kann  man  auch  die  Gleichung 


n   n 


P    ^y  +  P        /     y+...+P,z»y+P,y  =  Q.  (k) 

worin  Q  eine  Funktion  Ton  x  is{ ,  integriren  (§.  80).     Bestimmt  man  nftmlich  aus 
den  Gleichungen 

(y,+Jy,)/<X.  +  (y,  +  Jy,)^X,+  .  .  .  +(y^  +  JjJJX^  =  0 

^(yi+^y.)^x,+z»(y.+Jy,)^x,+  ...  +  j(y  V^y)^x  =b. 

DBB 

•  -  •  -  *'' 

^    '(y,  ■|-Jy.)-iX.  +  j'    *(y,  +  -4y,)JX,+...  +  ^    *(y +Jy  )^  =0, 

B  B  B 

j"~V.  +  ^fyJJX.+j""'(y.  +  ^y.)^X,  +  ...  +  j"~Vy  +Jy  )  JX.=Q 

B  B  B         , 

die  Grosse  X, ,  ....  X  ,  so  genügt  der  (k): 

y  =  (X.+'c,)r.+(X,+C,)y,  +  .   .+(X  +C  )y  .  (k") 

B  B      a     ' 

Zwei  Beispiele  mögen  als  Anwendung  dienen. 

4)  Will  man  den  Brach _.  ^^   ,  in  ein»  Reibe  Yon  der  Form  Ao+ A^  x  -j-  Ä,  x'-|- 

.  .  .  entwickeln,  so  hat  man  („Grwndzikge'*  S.  74):  7A  — 2A   .    +  A    .  '=0,  wie  man  auch 

B  n-f-l  B-|-2 

leicht  direkt  findet,  wobei  aber  n  C  2  seyn  muss.     Ist  in  Nr.  2  das  dortige  z  =  n,   Jz  =  1, 
n  =  2  und  man  setst  y  =  A  ,  so  ist  die  Gleichang  (f ) ;   y   ,    —  2  y   .    +  7y  =0*,  während 

B  b4-2  B-f-i  ■ 

die  (r  J  gibt : 

m»  — 2m  +  7  =  0,  m  =  l±iV6,  y  =  C,(l  +  il/6)"  +  C,(l  — i  |/6)°. 

B 

Aber  1  i~.i1/6  =  V7  (cosa+isino),  wo cosa  =  — -;-,  sino  =  A/ -;=- mithin (1  i i I/O) 

=  (|/7)   (cosna+isina),  so  dass  man,  haben  wir: 

y=(y7)   [EjCosno  +  Ejsinna]  d.  h.  A  =  ( V7)   (E^  cosn«+E»»blntt)• 
B 

Für  n  =  0,  1  ist  Ao=5.  Aj=  13,  also  hat  man: 

(V/7r(E,cosO+EjsinO)=:B,  (l/7)'(Ei.cosa-+E,sino)  =  f3, 
g 
woraus :  E^  =  5 ,  E,  =  -7^ ,  und  endlich 

A    ={y7)    I  Scosna^- — ^sinna  1,  cosa  =  --=,  sinac=  Y/  "y"' 
Sey  xweitens  (a+x)  Jy  +  ay  =  0,  ^y  =  1,  so  ist  in  (h):  ao=  a,  bo=  b,  aj  =  a;    M  = 

o 

a(a— l)  +  a  =  au.  N=u  — 1;  die(i'):  -    0"^  = ; 7: »    1  (t)  =  1  (u  -  1) 

T    8u  u(u— 1) 

-l[u(u-l)]+C. 

^^(u-^-      (u-jT^V    [^„^i;,Y=.o,  «  =  0.^=1. 
Q  (n  — 2)  u  « 

\  also  (cnfigt  der  Gleichang : 
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m,  i    m',2  ».  ^  r,  p'  ▼,»  .r 

betrachten,  in  denen  ausser  der  Vertauschung  Yon  r  gegen  t  Alles  gleioh  isir  Ja 
es  hier  auf  die  zweiten  Zeiger  nicht  ankommt,  so  wollen  wir  diese  Gruppen  ao  dar- 
stellen : 

(•)=  .  .1-  .  r  -  -U.  .  .  -  -IIL  .-;(»')=.-  -I'  -  *  •  -  -U'. .  r  .  .111'. . ., 

wo  wir  durch  I,  11«  III  und  eben  so  durch  I^  II',  III'  die  JiwtachMi  liegenden  £Ie-* 
meote  bezeichnen.  I  und  V  haben  ganz  dieselben  Elemente  u.  s.  w. ;  zugleich  soy 
etwaa^r.  Wir  wollen  femer  sagen,  ein  h(y||efes  Element  ror  einem  niedererD 
gebe  eine  Vorsetzung,  und  es  geben  nun  in  (a)  und  (a'),  wenn  man  r  und  s  sich 
wegdenkt ,  alle  Elemente  a  Vorsetzungen ;  femer  gebe  in  (a)  I  gegen  r  :  /3 ,  gegen 
i  :  ß\  U  gegen  s  :  /,  r  gegen  II  :  d,  r  gegen  III  :  d\  8  gegen  III :  £  Versetzungen; 
alsdann  gibt  in  (a')  auch  T  gegen  r  :  /3,  T  gegen  i  i  ß' ,  s  gegen  III'  :  e,  r  gegen 
lir  :  Ö'  Vorsetzungen.  Sind  weiter  in  II,  also  auch  II',  im  Ganzen  e  Elemente,  5o 
sind  davon  Ö  kleiner  als  r  und  y  grösser  als  s,  so  dass  e  — d  grösser  als  r,  e— / 
kleiner  als  s  sind.  In  (aO  wird  somit  s  gegen  II'  geben  e*^^,  ir  gegen  raber 
e  —  d  Vorsetzungen ;  endlich  gibt  s  gegen  t  in  (a')  noch  eine  Vorsetzung.  Daraus 
Qun  folgt,  dass  die  Anzahl  aller  Vorsetzungetf  ist 

in(a):    «  +  ^+|r+y+ *+*'+«=  k. 

in(aOe  a+/?+,^+Ä'+«+e-y+e- Ä+1  =  k+2(e-y— 6>+l . 

80  dass  die  Differenz  beider  ungerade  ist.  Ist  also  in  der  einen  Gruppe  die  Anzahl 
der  Versetzungen  gerade,  so  ist  sie  in  der  andern  ungerade,  und  umg^ehri.  Damit 
ist  dann  unsere  Behauptung  bewiesen. 

Daraus  folgt  dann  auch,  dass  es  in  A   eben  so  riele  Gruppen  mit  dem  »-f-  Zei* 

eben,  als  mit  dem  entgegengesetzten,  geben  muss. 

3)  Da  man  die  Versetzungen  der  Elemente  1,  2,  .  .  .,  n  aus  der  Gruppe  12. .n 
nach  einander  dadurch  bilden  kann,  dass  man  allemal  nur  zwei  Elemente  gegen« 
seitig  tauscht,  dadurch  aber  jedesmal  das  Zeichen  —  der  Regel  gemäss  —  geändert 
wird ,  so  kann  man  auch  sagen,  es  habe  eine  Gmppe  das  -|-  oder  —  Zeichen ,  jt 
nachdem  die  Anordnung  der  ersten  Zeiger  aus  12..n  durch  eine  gerade  odernag«^ 
rade  Anzahl  gegenseitiger  Vertauschungen  je  zweier  Elemente  hervorgebracht 
den  kann. 

Daraus  aber  lässt  sich  weiter  beweisen,  dass  dieselbe  Determinante 
kommen  muss,  wenn  man  die  zweiten  Zeiger  permutirt  und  die  ersten 'in  der  (ht^ 
nung  1,  2,  .  .,  n  zusetzt. 

Denn  gesetzt  auf  die  in  Nr.  1  beschriebene  Weise  entstehe  A  ,'aaf  die  sagt- 

gebcne  aber  A^  .     In  jeder  Gmppe  von  A     tausehe  man  in  jedem  Element  bloat  die 

zwei  Zeiger,  so  wird  je  eine  Gruppe  entstehen,  die  auch  in  A'    vorkommt ,   und  dort 

dasselbe  Zeichen  hat,  wie  die  betreffende  Gruppe  in  A     (gleich  sind  sie  freilich 

nicht).     Durch  eine  so  durchgeführte  Vertauschung  verwandelt  sich  also  A    in  A'^. 

Denken  wir  uns  nun  eine  bestimmte  Gmppe  von  A  ,  die  wir  mit  k  bezeichnen  woU 

len ,  so  ist  dieselbe  nach  den  zweiten  Zeigem  geordnet,  während  die  ersten  in  einer 
Zusammensetzung  sind,  die  durch  m  Vertausch ungen  je  zweier  Zeiger  aus  123..ii 
eutstanden  seyn  soll.  Vertauschen  wir  nun  die  Elemente  in  k,  die  durch  ihre  ersten 
Zeiger  charakterisirt  seyn  sollen,  in  derselben  Ordnung,  nur  rückwärts  gehend,  wie 


* 
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die  Anordnung  der  ersten  Zeiger  aus  12..n  entsandcn  ist,  so  werden  diese  Elemente 

.ÜMiefslich  nach  den  ersten  Zeigern  geordnet  erscheinen,  während  die  zweiten  in 

•iiMr  Anordnung  sind,   die  aus  12..n  durch  m  Vertauschungen  entstanden  ist.  * 

Diese  Gruppe  gehört  aber  zu  A'  ,  da  sie  ja  nach  den  ersten  Zeigern  geordhet  ist, 

und  in  A'  hat  sie  dasselbe  Zeichen  wie  k,  indem  dasselbe  sich  nur  nach  m  TKihtet. 
A  und  A'  haben  also  dieselben  Gruppen  (wenn  auch  anders  geordnet)  mit  densel- 
ben Zeichen,  und  sind  folglich  einander  gleich. 

Wie  schon  bemerkt,  entsteht  A'    aus  A    auch,  dass  man  a      ireiren  a      um- 

tauscht,  wo  r  und  s  gleich  1,  2,  .  .  . ,  n  sejn  können,  so  dass  also 


a     «a      «...,& 

a      ***      «.■•■• 
2,1      2,2  2,11 


&     «a      ,...,& 

11,1       n,  2  n. 


■>     «a      ■••.■a 

1.1  2,1  n,J 

a     ta      «.«..a 

1.2  2,2  n,2 


,a      «...,» 
n      2,  n  D,  n 


(3) 


»,n    I        W 

4)  In  jeder  Gruppe  von  A  kommt  der  erste  Zeiger  r  (=  f ,  2,  .  .  .,  n)  nur  ein- 
mal, eben  so  der  zweite  Zeiger  s  (:==  1,  .  .  .,  n)  auch  nur  einmal  vor.  Betrachtet 
man  also  diejenigen  Gruppen,  die  das  Element  a      enthalten,  so  kommt  in  ihnen 

weder.a.  ^,  noch  a^  .  Tor,  wo  l)=1,  2,  ..   .  n.  Daraus  folgt  leicht,  dass  alle  diese 


8^A 


Gruppen  zusammen  =a      g sind.     Las&t  man  hier  r=  1,  2, , . .,  n  seyn,  so  er- 


r.« 


hftlt-man  alle  Gruppen  inA  ,'  da  jede  deh  zweiten  Zeiger  s  nur  einmal  enthalten 

kann.     Daraus  folgt : 

8A  dA  8A 


— |-a     -x p,  ..+a     -— — ,  SS  1,2, . . .,  n. 


B        1, •  da       '  "2,«  8a 

1»  •  2,  • 

Wegen  (3)  ergibt  sich  dann  sofort : 

dA  8A 


B,t8a 


(*) 


a.« 


8A 


&       •«loa 


■f...+» 


•,2  8a 
•,  1  «,2 

Ferner  ist ,  wenn  s  und  r  verschieden  sind ; 

8A  8A  8A 

+a 


•,  n8a 


(40 


•i  B 


'        '  "      +...+*  T— =-=0. 


(B) 


r,i8a        '  "^2  8a       '      •  -   •     r,B8a 
Denn  es  stellt  diese  Grösse  den  Werth  von  A    vor,  den  man  erhftlt,  wenn  man  über- 

B 

aU  an  die  Stelle  des  ersten  Zeigers  s  den  Zeiger  r  setzt.  Da  aber  je  zwei  Gruppen, 
in  denen  nur  r  und  s  vertauscht  sind ,  verschiedenes  Zeichen  haben  (Nr.  2)  und  jetzt 
gleich  werden,  so  ist  der  daraus  folgende  Werth  von  A  ^  ull.     Aus  (3)  folgt  dann: 

8A       8A  8A 


fa 


f .  ..+a 


!=0. 


(50 


l,r8a     2,r8a  a,r8a 

1,  •  2,  •  B,  • 

8A  -8A 

5)  Man  multiplizire  die  erste  Gleichung  (1)  mit  ^ — ,  die  zweite  mit  ^ — , .  . 


*  So  entsteht  3142  ans  1234  durch  folgende  Umtauschungen :  1234,  1243,  1342,3142; 

also  bildet  man  rückwErU  aus  \,\^\^\^  '•  \j\,\^\4^  \1\4\z\i'  \lVi 

a     a      und  die  leiste  Gruppe  kommt  in  A'   vor. 
».1  4,8  *'*'  . 
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Anflöimif  Ton  GleicbiiiigMi  des  mton  GrmdM. 


8A 


.  . ,  die  D^  mit  7 — ^  und  addire,  indem,  man  die  Gleichungen  (4)  und  (5*)  beaeliM^ 


8a 


80  ist: 


a.« 


8A  8A  8A 

\  •  ^  =  ^*  8l^ + ^»  8l^  +••••+% sT^ • 

1,  a  t,B  m,B 


w 


worauf  sofort  X  folgt.  (s  =  l,  2»  ...»  n).  Was  die  Grösse  zweiter  Seite  anbe- 
langt, so  entsteht  sie  aus  A  ,  wenn  man  für  a  ,  a  ,  . . .,  a  setzt  Ci,  e|,..,e  ' 
Sie  ist  also  gleich : 


1,1  1.«  1, 


1      1,  a+i  l,a 


*-.»*_  t  ••••  a         •  c  «  Ä      1 .  •  •  •  •  t  *. 

S»l      2,2  2,  •— 1      2      2,  si-l  2,m 


i    ,«a      t**»ia         ,Cfa  «.••«a 

n,l      n,  2  n,  •— 1      a      ■»  t-f-i  ■»> 


(7) 


*  6)  Gesetzt  man  habe  das  n  fache  Integral 

/eii/8x,.../p8x^,  (8) 

das  wir  als  ein  heHiBmtes  anaeliaa  wnlloa  und  worin  P  eine  Funktion  Ton  Z|  • . .  .* 
X  ist,  und  es  tolle  dasselbe  iinfef4M«it  werden ,  indem  sti^, X| ,  . . . ,  x  die  Gros- 
sen Z|,  . . .,  z  eiagvilihrt  werden,  die  mit  jenen  zusammenh&ngen  durch  die  Glei- 
chungen 

Zl  =  ^1  («1 1  •  •  •»  «  )*  X,  Ä  ^,  (%f  ...t  «)t   ...fX   =^  (i^,  z,, . . .,  I  ).  9) 

Denken  wir  «ns  nun  (§. 52)  es  werde  x  'durch  z  ,  dann  x  _.  durch  z     ^, .  •  • 

8z 
ersetzt,  so  hat  maa  fealK  §*  tS  ■■wrrt  7-^  zu  bestimmen  aus : 

8z       89»  8z.      (•  da.  89      8s  8« 


z       89»  8z^     t^  ^K  8«i     8s 

8«  "8s  8z  "'"az^az  "•"••"^8s         8s     "*"8T"' 
n  1       a  t       a  a— 1         a  a 

8f>         8s        89         8z  8f>         8s 


89 


a— 1 


8s      8s 
1  a 


8s     8z 

2  a 


8s         8z 
a— i         a 


8s 


89»  8s       89>  8z  89     8z  89 

8z  8s  ^8s  8z  ^"^8s  8s    ^8s' 

1       a  2       a  a— 1  a  a 

8z^      M 
Folgt  hieraus  g^  =  jf  t  »o  «^  nach  Nr.  5 :  (10) 

a 


M= 


89 
I 

87 
89 


a— 1 


89 
I 

87 
i 

89» 


a— 1 


8f> 

a 

8s  • 

2 

89» 


89» 


8s 

a 

'        8z 
1 

• 

'       8. 

2 

• 

89»^ 

8z  • 

a 

8^^ 

8s  • 
1 

8^ 

'~8z  • 

2 

•  •  f 


t  •  • » 


8z 
89 


a— 1 


8s 

a— i 
89 


8z 


a— 1 


•  K= 


8^        89 

*•      8z'      6s  •    ••• 
1  2 

89»      ,        89>      ^ 

"•      8s    •       ez 


t»« 


89         89 

"•      8s'      8s  •   ••• 
1  2 


t>9 


8s 


811 


a-l 


81 


ft-l 


«r 


8s 


Was  diese  zwei  Grossen  anbelangt,  so  ist  leicht  zu  sehen,  dasz: 


a-l 
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U^+ 


89 


81p 


8«   •       82  • 
1  2 

89  89 

n— 1 


89» 
I 

"  8"T 


a— 1 

8«       • 
1 

8f>j* 

8T' 
1 


89» 


n— 1 


8s 


80 
1 

8z  • 


8z 


8z 


.N=± 


8^ 


n— 1 


89» 


■— 1 


8)p 


a— 1 


8z      •      8z     •"••8z 
1  1  Ä-i 

89  8»  8<p 


n— 2 

8z      ' 
1 

80 
1 

öz  • 
i 

8z 


8z 

2 

89 
1 

8z  • 


t  •  •  • » 


8z 


»*>. 


•    •  f 


8z 


■— i 


n— 1 


Ist  nimineh]:  x    ersetzt ,  so  bestimmt  man  5 aus : 

■  OS 

a-l 
8x     8p  ^  8z^        89   8s 


n— 1 


8z 


.  8z  8z 
a— 1       i    a— 1 

89    8z 

8z   8z   ^ 
1    a-l 


8z   8z 
a— 2   a— 1 


+ 


89 


■— 1 


+ 


8z 


a— 2 


8z 
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*  00) 


o=.-i 


89>  8z 


8z 


8z  8z 
I   a— i 


^+ 


+ 


8z 


Folgt  hieraus 


"öl ~  N*'  ***  ^*^  M'=:±N,  während  N'ausN  folgt,  wenn  man 

a— I 

dort  die  erste  Hoi>izontalreihe  und  die  letzt«  Vertikalreihe  ausl^aoht.   Dass  dasselbe 

.mi4weiin^=--^;j=3j,.o 


Gesetz  fortwährend  stattfindet ,  ist  leieiti  mm 


.(«-a)  _  T^(a-4) 


r(«~S) 


ist  M        '  =  N'"    ■',  während  N""  "'= 


dann 


8z,      M 

8 


(a~2) 


69, 

!ft 

8».' 

•». 

8«. 

••. 

8%' 

8h 

,(»-l) 


^9^  8  p|       8  p,  8  Pj 


(a-«)       8»>4 


7  =  — TTZi-x ,  SO  ist  M^*"   =  N^"^^ ,  und  N^""*'=^ ,  so  dass  da  schUess- 


lich?^*  =  ^^^ 


8  z,  ""  8  z/  ^ 

/8zi/8z,... /p8z^=±/8z^/8z^_^..../pM8zi,  (11) 

wo  M  durch  (10)  gegeben  ist. 

8A 


7)  Die  Grösse 


8a 


wird  nach  Nr.  4  keines  der  Elemente  der  s***  Vertikal-  und 


r.  • 


der  r**"  Horizontalreihe  von  (2)  enthalten.     In  all  den  Gruppen  von  A  »  in  denen 
a       vorkommt ,  nimmt  diese  Grösse  die  s**  Stelle  ein ,  und  nur  diese  Gruppen  kom* 


8A 


men,  mit  Weglassung  Ton  a     ,  in  t- —  vor.     In  all  den  Gruppen  nun,  die  letztere 


'.  • 


Grösse  bilden ,  sind  die  ersten  Zeiger  1,2,  ...,r —  ],r-|-l,  ...,  nin  allen  mögli- 
chen Weisen  versetzt,  und  daneben  sind  der  Ordnung  nach  als  zweite  Zeiger  ge- 
schrieben 1 ,  2 ,  . . . ,  s —  1 ,  s-f- 1 1  •  •  ••  D.     Würde  man  also  in  (2)  die  b**  Vertikal* 

87* 


578 


AnflOiuDg  Ton 


dei  ertten  Gradei. 


8A 


.  . ,  die  n**  mit  t und  addire,  indeia  man  die  Gleichungen  (4)  und  (5')  beafllilel^ 

10  ist: 


».> 


8A 


8A 


8A 


A    .X   =  c.  T— 
a      •        ^  8a 


■fCj^T^H- +« 


w 


8a        ' '   'n8a      ' 

woraus  sofort  X  folgt,  (s^l,  2,  .  .  .,  &)•  ^^  <^g  Grosse  zweiter  Seite  anbe- 
langt, so  entsteht  sie  aus  A  ,  wenn  man  für  a  ,  a  ,  . . .,  a  setzt  e|,  e^c.MC  . 
Sie  ist  also  gleich : 


1,1     1,  s  1,  • — 1     1     1,  i+l  1. » 

a     ta      f***fa  tCaa  ■•••«& 

1,1     j,i  «.  •— 1    r    «,  t-H  i,a 


a    .»a     •••,«a         tC«a  ■•••,a 

11,1      B,  s  ■*  •— 1      B      *«  •+1  a,B 


(7) 


'  6)  Gesetzt  man  habe  das  n  fache  Integral 

/8»i/8x,.../p8x^.  (8) 

das  wir  als  eis  besthnmtes  ansehen  wollen  und  worin  P  eine  Funktion  Ton  Z|  • . . .» 
X    ist,  und  es  soUe  dasselbe  amgeformt  werden ,  indem  statt  X| ,  . . . ,  x    die  GrOs- 

B  '  B 

sen  Z|,  . . .,  z   eingeführt  werden,  die  mit  jenen  zusammenhängen  durch  die  Glei- 
chungen 

Xj  =  f>i  (»i  t  •  •  •  »  S  )  #  Xj  =  1^3  (S^y  ...t    x)t    ...fX    =f)    (Sj,  Zj,  . . .,  s  ). 

B  B  B  B  B 

Denken  wir  uns  nun  (§.  52)  es  werde  x  'durch  z  ,  dann  x     ^  durch  z 


ersetzt,  so  hat  man 


1.82 


8x 


(9) 


»  •  • 


7~  SU  bestimmen  aus : 


8x       8«>  8s^     i#  6« 


.       -,      _    --^              8f)  8z           8|» 

«       1   I         a       »1  ■  B  B— 1    I    B 

8z  "8z  8z  "'"ei  «z  "^••"^8z  8z     '^8z' 
1       a-          ^ 


B  1       a-  t       B 

8«>        8z       8|»        8z 

"       '  '  B— 1 


0=-JS:i.*:^*+  '^'-^^4...^     '-i     '--^,^,  '»-* 


B — 1  B  B 

8«>       8s 

•     B — 1  B — 1 


81» 


8z      8z 

i  B 


8z     8z 

S  B 


8z 


8z       '     8z 

B  B 


89  8z       8f>  8z  8«>     8z  8f> 

^8z  8z  ^8z  8z  ^••^8f  8z    ^8z" 

i  B  S  B  B— 1  a  B 

8x^      M 
Folgt  hieraus  g^=  jf .  «0  ist  nach  Nr.  5:  (10) 

B 


M= 


8^ 
I 

87 
8f> 


B— 1 


8z 

B 

80 
1 

8«  • 


8f> 

B 

1 

8».     , 

B— 1 

■  8z      ' 
1 

8^ 


89 

B 

8z  • 
s 

8f> 


8^ 


•  •  t 


B— 1 


8z 
89 


B— 1 


B—l 


8s  • 
1 


8z      • 
s 

8^ 

8z  • 

s 


8s 

B— 1 

8f>. 


8z 


B— 1 


N= 


84»        bp 
1 ? !^ 

•      8z*      8z  •    •'• 

1  t 


8^ 


0.- 


B— 1 


89» 


8s     • 
1 


8z 


8,.         8,. 

"•      8f  '       81   •    '•• 
1  t 


8^ 


8z 


B-H 


89 


B-l 


8s 

I 

8^ 


az 


Was  diese  zwei  Grössen  anbelangt,  so  ist  leicht  zu  sehen,  das«: 
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M«± 


8i   ' 
1 


«— 1 


8z  • 
1 


8fp 


8f> 


8z dz 

2  a 


89» 


n— 1 


8^ 


n— 1 


81 

'     8* 

1 

t 

• 

.  • 

89 

8» 

1 

1 

8z 


•  ■ » 


8z 


8z 


.N=± 


89» 


B— i 


89 


n—l 


89> 


a— 1 


8z 


8z 


t  t  •  • » 


8z 


8^ 


a— I 


89 


a-2 


89) 


n— i 

a— f 


8z 


89^ 


8z 


89)^ 
87 


t  •  •  •  t 


8z 
8^ 


•  •  t 


8  z 


8-z 


a— 1 


a— i 


Ist  nunmehr  x    ersetxt ,  so  bestimmt  man  k aus : 

B  oz 

B-l 

8x     89    8z.         89   .8s  _   89 


a— i 


1—1 


8z 


a— 1 
0  = 


.  8z  8z 

i    a— 1 

89    8z 
8z   8z   "*" 

1    a-l 


-+...  + rr=-*o-^+ 


B— 1 


8z   8z 

B~-2   a-l 


8z 
89 


a— 2 


8z 


(10) 


b9     8z 

8z  8z   ^ 
1   a— 1 


+ 


8s 


Folgt  hieraus  -r ~  n^  »  *^  ****  M'  =±:  N,  wfthrend  N'  aus  N  folgt,  wenn  man 


a— 1 


dort  die  erste  Hotizontalreihe  und  die  letzte  Vertikalreihe  auslftaolilw   Dass  dasselbe 

VXm  M 

GeseU  fortwährend  stattfindet ,  ist  lelehi  SQ  flbwffh— ,  wid  wenn  g^  ~     (a_j^.  to 


ist  M  =  N  ,  während  N         = 


f>n 

8*1 

8«.* 

•% 

8l»4 

»•» 

8V 

81J 

89)489)4        89>t89>t         , 

'S —  s T—fl—t  und  wenn 

cz^  8  z,       8  z,  8  z/ 


dann    l^  =  -^^! .  so  ist  M^"~*^= N^"^^ ,  und  N^'~^^=S^ .  so  dass  da  sohUest- 

0  s. 


,.  ,    8x,      89>t. 

lieh  r-  =Fr' 

0  Z|        0  z^  ^ 

/8z,/8x,.../p8x^==±/8z    /8i^_^....  /pM8i,,  (U) 

wo  M  durch  (10)  gegeben  ist. 

8A 
7)  Die  Grösse  7—^  wird  nach  Nr.  4  keines  der  Elemente  der  s*~  Vertikal-  und 

der  r***  Horixontalreihe  von  (2)  enthalten.     In  all  den  Gruppen  ron  A^,  in  denen 

a       Torkommt,  nimmt  diese  GrOsse  die  s**  Stelle  ein,  und  nur  diese  Gruppen  kom- 

8A 
men,  mit  Weglassung  yon  »     ,  in  g-'—  vor.     In  all  den  Gruppen  nun,  die  letztere 


r.  • 


Grösse  bilden ,  sind  die  ersten  Zeiger  1,2,...,  r —  1 ,  r-}-! .  ....  »in  »Uen  mögli- 
chen Weisen  rerseUt,  und  daneben  sind  der  Ordnung  nach  als  zweite  Zeiger  ge- 
schrieben 1,2 s—  1 ,  s+1 n.     Würde  man  also  in  (2)  die  •*•  Vertikal* 

87» 
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Bettimiiiiuig  dM  n**"  befondera  Intagrmli  einer  IfaieveB 


8  X,  /  8  X, . .  y  (M  f (x,)  . .  f  (x^  )  (x.  —  X,)  (x,  —  X,) . .  (x,  —  x^)  (x,  —  x,) . .  (x,  —  x^) 


(x       -x)8x, 
u — 1        n        a 


80  ist  dasselbe  nach  Nr.  8  gleich 

!l?=±>  /»N     /»b,    ^b„ 
(-1)     «      /8x,y8x,yf(x,)f(x,)...f(xJ 


1«       if       ••*fi 


\' 


t  2 


•f  X 


a 
2 


•  •  •(  z 


■—1      «— i 
X  »X  ,  .  .  «t  X 

12  B 


n 

B— 1 


8x  , 


WO  nun,  wenn  man  die  Detenninante  entwickelt,  das  Granze  in  eine  Reihe  einzelosr 
Integrale  zerfHIlt ,  die  als  Produkte  ein&cber  latigrale  erseheinen. 
10)  Man  habe  die  lineare  Differentialglaiolnnig: 


8y 


t-Vir^+---+^^rx+^*^^=^' 


(14) 


8x  "    '8x 

worin  A       ,  •  .  .,  A, ,  A^  bekannte  Funktionen  Tom  x  sind,  und  es  sejen  j|,  j],.^ 

Funktionen  Ton  x,  welche  der  (14)  genflges«  ••  i«t,  wenn  man =y        setxi, 

8x*  ' 

und  annimmt : 

»iy't+»»y'f+  .  •  •  +a^  y'  =  0, 

m     a 


(r)   ,  (r)   ,  ,  (r) 

»lyt    +»»y»    +-.-+ay     =«. 

n    a 

ay  +a  y  +•••+*  y  ="• 

i'l  '      2^2  '  '     a'a 


ganz  wie  in  Nr.  8 : 


(B)  8M 


(a)   8M 


___  2_r    (a)    OU     .      (n)    bU  (a)  _8M_T 


wo 


M=: 


Gemäss  (40  ist  aoeh 


^i' 


y\....y; 


(a-l)      fa- 


(■-1) 


t  •  • 


(a-O       8M 

't 


(.-1)     8K 


8y 


(•-!)• 


M'  =  , 


Hieraus  folgt  nun,  wenn  man  nach  x  differenzirt: 

(a)_8M_         (a)      8M        .  (n)  8M  (a-l)  _8^  _^8M 


i 


+y 


(>-i)   8      8M 


8xjy(.-i)- 


DiflbrentiilgleielmDg«  von  der  n — 1  loldie  bekAonl  dnd.  583 

Beachtet  man, ^us  -^^  weder  y^,  y'^,  .  .  ..yj""*^  noch  jj"~'\  ....  y^"~*^ 

enth&lt  (Nr.  4),  so  ist 

8       8M     _       8»M       _,     .         8»M         ,    ,  8»M       _, 

8x.   (a-i)-     U-0.     ^^'T".   (a-i).      yi-1----i-      (n^i)       r^ 
-|_ 8y^  8y^        87^  8y^        8y,  8y^        8  y^ 

.  8»M  (a-i)  ,  8»M («-!)  ,        ,  -  8»M  (n-i) 

8y^        8y^  8y^        8y^  8y^        8y^ 

,    ,        U-i)  8      8M       ,         ,     (,-1)  8      8M 

X  L  r«<»--*>       8»M  (a-<)       »»M  ,     (»-1)        8»M      1 

8y^        8y^  dy^       8y^  8y^       8y^ 

■4-Y  -rv^""*^        8^M  (>-^)        8»M  (a-i)  _8:M_T 

^''  L^         e/n-.)     ,  +y,  (n-Og^,  +  •••  +  ^         8/-*>8y  J 

~i~  •  •  •  » 

,    («-Df  (»-0         8'M  ,  J—i)         8'M (—1)         8*M         1) 

WO  das  Sommirungszeichen  meint,  man  solle  •  alle  Werthe  Ton  1  bii  n  beilegen, 

8M 
und  alle  so  erhaltenen  Grössen  summiren.     Gemäss  Nr.  7  isi  -= —  seihst  ^eder  eine 

Determinante,  die  man  aus  M  erhAlt,  wenn  man  die  erste  Horizontal-  und  die  s^ 

8M 
Vertikalreihe  ausstreicht;  ehen  so  ist  — 7^  eine  Determinante,  die  aus  M  folgt,  wenn 

8y;' 

man  die  (r-|-l)^  Horizontal-  und  die  s**  Vertikalreihe  ausstreicht.     Nach  (4)  ist 

demnach 

8M  (n-i)  8»M  ,  (a-i)         8»M 

8y;'>"'*  8y;-^>8y;'>  ^  ••"^''         8y^-^>8y;'^' 

so  dass  also  die  yorhergehende  Grosse  gleich 

ir,8M,      /*8M,  ,     (a-l)     8MT 

welch  letztere  nach  (5)  gleich  Null  ist.     Demnach  hat  man 

^  =— A       ,1W=— /A       8x+C.  M=Ce  .  (1») 

An«  dieser  wichtigen  Gleichnng  folget  nach  (4) : 

(.-1)     8M      .    O-i)     8M      .         .  ,  »>!_r.~-^*.-i''" 

oy  oy  * 

a  a 

90  dM8|  wenn  man  zur  Abkürzung 
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Vortsetsnng  der  Theorie  der  Determinanten. 


8M  eM 


8y 


8y 


setzt,  man  hat 


B  n — Z      n  & 


-^\-i8^ 


8M 


w 


8y 


(ü-i) 


Sötzt  man,  der  Bequemlichkeit  des  Schreibens  wegen,  die  zweite  Seite  =|, 
so  genügt  also  j   der  Gleichung 


*';^!+v/A^.+---+«»^=«- 


8z 


■*8x- 


(•') 


Da  aber,  wenn  nicht  r=n,  nach  (5'): 

(ii-i)     8M       ,     (n-J)     8M      ,  ,       8M     ^ 

8y  8y  'o 

n  n 

80  genügen  mithin  Jt ,  J],  .  .  .,  7  _.  ^^^  Differentialgleichung 

8x  8x 

woraus  nun  nneh  §.  80  leicht  geschlossen  wird,  dass  der  Gleichung  (a')  genügt  wird 
durch  ^  .  • 

wo(Nr.B«na§  80)    '  -^  •  ' 


y*£      8M^  8M 


Daraus  trgibt  sieb  nun  (§.  80),  dass  wenn  man  nur  n  —  1  Wertks  Ton  j  kennt, 
welche  (14)  genügen,  und  wenn  7i,  •  .  .,  y  _.  dieselben  sind,  man  den  fehlenden 
jjtom  ^py^ertii  y   findet  aus 


->"*.-i8' 


•/  *         8y 


wo  Hf  die  in  der  Note  angegebene  Determinante  ist. 

11)  Gesetzt,  man  habe  neben  dem  Gleichungssjstem  (1)  noch  das  folgende 

1,1   1  itT  t  l.n   B         1 

b     y  4-b     y+...+b     y  =x  , 
SO  kann  man,  um  jr«,  .  .  .,  y  zu  erhalten,  entweder  z^,  .  .  .,  x   aus  (1)  bestimmen. 


(16) 


*  Et  Ut  nlmlieh 


M.= 


7.. 

y.'. 


y«. 


•  •  •,  y 
.  .  .,  y 


(«-»)      (a-2) 


B— 1 
(n-2) 


»  •  •  •»  y 


1  '2  .'b— 1 

wis  aus  Nr.  7  sofort  folgt,  da  dort  r-f-s  jetzt  =  2n  ii&t. 


8y 


Theorie  der  Determinanten. 
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in  (16)  einsetzen  und  dann  Ji  t  •  •  •  •  7  hieraas  ermitteln;  oder  aber  man  kann  aach 
Z|,  .  .  .,  X  aus  (16)  in  (1)  einsetzen  und  dann  7i  i  •  .  »t  7  bestinHtteii.  Beide  Wege 
müssen  natürlich  zu  demselben  Ziele  führen ,  und  es  müssen  namentlich  die  Koeffi- 
zienten der  c  in  Ji ,  .  .    »  J.  in  beiden  Weisen  genau  dieselben  sejn»    Ist  nun  M  die 

Determinante  (2),  dazu 


b     «b      ...»»b 
b     «  b      ,  .  .  . »  b_ 

2.1'     ^2'  «.« 


b       .b 


B,B 


=  N, 


SO  haben  X| ,  .  .  .,  x    aus  (1)  den  gemeinschaftlichen  Nenner  M,  woraus  dann  leicht 

folgt,  dass  7tt  •  •  •>  7  «  i^ftch  der  ersten  Weise  bestimmt»  den  gemeinschaftlichen 

Kenner  MN  haben.     Verfährt  man  aber  nach  der  zweiteii  Weise,  und  setzt: 

a     b     +a     b      -l-...+a     b     =c^. 


a     b     -f-a     b     +.,.-♦-  a     b     =  c 
1,1  i.s  '     1,2  |,t  '  '      l.B  B,2        1,2 


(ir) 


a     b     +a     b     +•••+»     ^     =  ®.    » 

1,1     1,B   '       1,2    2,B    '  '        l.B    B,B  1,B 

allgemein  a     b     -f-a     b     + .  . .  +  a     b     =  c     , 

r,  1   1,  s  '     r,  2  2,  f  '  '      t,  a  a,  •       j,  • 

WO  r=l, . ..,  n,  und  8=1 ,. . . n,  so  ist  der  gemeinschaftliche  Nenner  ron  jr^, ...»  y^: 


c.   -t  c    ^  t  •  •  •  f  0 

i#i    i.t  i»a 

t,i        2,t  t,B 


e     ,  c     , .  • . .  c 

a,l     a,2  •,& 


=^R. 


Hieraus  folgt  nun  sofort ,  dass 


d.  h. 


MN  =  B. 


a     ta     ■••••a 

1,1*      1,2*  1,B 

a    .»^«^••••ta 

2,1      2,2  2,B 


^    -ta     •.•.,a 

Bfl      n,2  B,l 


b^  .t  b    _» •  •  »f  b 

1,1      1,2  l,a 

b      t  b       ,  .  .  • ,  b 
2,1*    2.2'  2,B 


c     »e     .•••,c, 
l,r    1,2*  l,a 

c     ,e     ,«»»fC 

2,1      2,2*  1,« 


C     .t  C    ^t  •  •  •  t  c 

B,l        B,2  B,B 


(18) 


b    ^t  b      ,  .  .  .,  b 

B,l     B,2  b;b 

wo  die  c  nach  (1 7)  gebildet  sind.  Man  sieht ,  dass  zur  Bildung  der  o  die  Horizon- 
talreihen der  ersten  Determinante  mit  den  Vertikalreihen  der  zweiten  zu  muHipli- 
ziren  sind.  Beachtet  man  den  in  (3)  ausgedrückten  Satz,  so  sieht  man,  dass  die  c 
auch  in  anderer  Weise  gebildet  werden  können. 

XVI.     Prinzip  des  letzten  Multiplikators.  (§.  93.) 

1)  Wir  wollen  annehmen,  M  »ej  eine  Funktion  der  Veränderlichen  x,  X|,  • .  ., 
X   ,  welche  der  Gleichung 


ri' 


8z 


8z, 


8z 


genügt,  wo  Zy .  .  .,  X  Funktionen  Ton  x,  . . .,  x  und  natürlich  die  Differentialquo- 
tienten partielle  sind.  Sej  femer  9  eine  Funktion  derselben  Verftnderlichen,  welche 
der  Gleichung 


586  Priniip  dM  leCiten  MvltipHkaton. 

a 

gcnftgt,  80  g^nfigt  die  Grösse  M| ,  bestimmt  aus 

M,^  =  M  (c) 

der  GleiohuDg 

8(M.X)  ■  8(M.X.)  .  I  ^^\-?     ,  ... 

▼orausg^setst,  man  habe  aus  X,  X|,  .  .  .,  X  _  ,  M|  die  Grösse  x    mittelst  der  Glei- 

otüng 

f)  =  a  (d) 

eb'miDirt ,  wo  a  eine  willkürliche  Konstante  ist. 

Setzen  wir  die  erste  Seite  der  zu  beweisenden  Gleichung  (a')  gleich  Z,  so  ist 

z  _^ei(M;)  .  ^  8i(M,)  .         ...      ei(M,)  .  ex  ,  »x,  ,      *  .  !^-L 

Hier  sind  allerdings  X,  .  .  .,  X  ^  ,  M|  bloss  Funktionen  yon  x, . . .,  x  i  allein 
da  mittelst  (d)  die  Grösse  x  aus  denselben  eliminirt  wurde,  so  enthielten  dieselben 
(wie  Torauagetetzt)  x  ,  das  hier  als  Funktion  Ton  x,  .  .  .,  x  ,  mittelst  der  Glei- 
divng  (d),  auftritt.  Betrachtet  man  also  X,  .  .  .,  X  ^,  M«  unter  der  Form,  die 
dieie  GrOiMn  haben,  ehe  x   eliminirt  wurde,  so  ist 

2_     81{M.)  «'(^i)      8X,  ,*^.-i 

M. --^"H       •■  •  •  •  "•" Vi  Sli         •■8l^'+'---"'"8l 
*  »—1  «—1 

Dl  ru  \  ./-8z  8x^       ov8z  8X         8  z 

+^(^87+-+V.87^)+l7-8r+--  +  lf^8T^-      <•) 


a  B — 1 

81(M.) 
wo  natürlich  — g —  hier  und  im  Vorhergehenden  nicht  dieselbe  Bedeutung  haben. 

ez        ,  8z 

Die  Grössen  -r~» ...»  r sind  aus  (d)  zu  ziehen,  aus  welcher  Gleichung  folgt: 

B — i 

dp 

fi      8z        f.  8z  8z 

09        B  j^  0»  _^    B__  r 


8x   8z     *  8z  ^   •  8z  ~         8^  ' 
B       f  r  »  7 — 

8z 

B 

Demnach  ist 

8z  8z 


^  87+ •  •  • + V.  87^:;=-^  (4:+^  »V- •  • +^- er^) = \' 


8z 

B 


wegen  der  Gleichung  (b).     Femer  ist: 

)x^.    .  ^ Vi  ^'b      _L-rii^-u    .  "»-i  »»  \ 

z     ez"^'""^    a.      8z       "■"     8«>     V.8Z   ez"^"*"^    8z      8z       J* 

OZb  b— i  -—  n  »         »— C 

8z 


8X 

8 


Aber  aus  (b),  d.h«  au« 


i 
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8x  '  '     «-1  8x  n  8x 

a— 1  a 

folgt,  wenn  man  nach  x   differenzirt,  was  man  darf,  da  die  Gleichung  (b)  eine  iden- 
tische sejn  mnss,  and  x,  .  .  .,  x   als  von  einander  tfnabh&ngig  angesehen  Verden: 


8x8x'"*'      8x       8x     '       8x8x     '  *   •»-*,8x       8x"" 

a  a  a  a  a-^i       a 

a  ^_^     C'» 

8x    8x         a8x  »• 

a        a  a 

Beachtet  man ,  dass 

8x  8x  "       8x         •8x  • 
r      a  r  a 

BD  folgt  hieraus : 

«Y  8f>  8X         8x        8X        ^'LäT^J         ^^LeTj 

8x     8x^--*^8x        8x       ~8x^^        8x        ^^'        8x        ^ 
a  B — 1        a — 1  B 

a 

mithin 

M^  8x      '  '     a-i  8x         '8x   '  '    8x 


a— 1 
81 


ts\nÄ\     öx  "V8xJ  ^'LexJ 

+xl#^+— "+X-— ^+....+x 


«     8x      '    81    '  dz         *  '     a       8x 

a  B  I 


81 


(-■If)     "(.--m  "C'^lr) 


8X 


a 

__8)(M)  ,  _  81(M)  ,  .  V  «'0*>-i-»^j_      _i_*^« 

a 
ZM     8(MX)  .  8(MX>)  .  ÖOI^ 

M^  "•    8x    "^    8x,     "^•••■^~8r~' 

M       89 
d.  h.  da  M  nicht  Null  ist,  und  eben  so  wenig  zr=^z — *  indem  wir  roransseieen  milt- 

M«       o  X 

a 

sen,  die  Grosse  q)  enthalte  x  «  so  ist,  weg^n  (a),  die  Grösse  Z=0,  d.  h.  die 

(aO  bewiesen. 

2)  Wir  wollen  annehmen,  man  habe  die  Gleichungen: 

8xi      Xi    8x,_X,  a^ a  ,-v 

8r"Y*"8i-"X 8x~X*  ^'' 

wo  X  gau  woU  s=  1  8CJ1I  kaoB,  md  Mj 
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eine  erste  Integralgleichung  des  Systems  (f ) ,  wo  er  'eine  willkürliche  Konstante 
und  (p  eine  Funktion  Ton  x,  Zi ,  ,  .  .,  z  ist,  in  wielcher  aber  jeden&Usx  rorkommt 
Gesetzt  femer,  man  kOnne  eine  Funktion  M  Ton  x,  Z|,  .  .  .,  ^^  finden»  so  dass  iden- 
tisch die  Gleichung  (a)  befiiedigt  sey,  so  eliminire  man  mittelst  (g|)  die  Grösse  z 

''    u 

X,  X^,  .  .  .,  X       ,  -j—  =M|,  und  wird  dann  identisch  haben: 

87" 

n 

8(M.X)     8(M,X.)  ^<^\-i>  _ 

^  n— 1 


Sey  nun  die  Gleichung 


».-i=".-i  <8>> 


eine  weitere  Integralgleichung  der  Gleichungen 

8.    wf  ox  X 

Z  X  OZ  X 

aus  denen  z  mittelst  (gti  )  eliminirt  ist ,  wo  a  ^  eine  neue  willkürliche  Konstante, 
und  (p  ausser  a  die  Veränderlichen  x,  .  .  .,  x  . ,  letztere  jedenfalls,  enthalte. 
Eliminirt  man  nun  mittelst  (g2)  die  Veränderliche  x         aus  X,   .  .  .  .,   2^_|i 

Ml 

"g- =M2,  so  wie  aus  dem  Gleiohungssystem 


8x._X.  --=_=.  (f.). 


8z 
■—1 

8x~X'"*-'lI"'=" 
so  genügt  Mj  der  Gleicbung 

8(M,X)  ,  8(M,X.)  ,  ."^^id^.n 

-8r"+-Tir"'^"-"^  8«,_  "  • 

und  wenn  dann 

n—t  n— 1  ^'^ 

eine  Integralgleichung  Ton  (fj)  ist,  die  ausser  cc  t  ^  _^  ^^  neue  Konstante  a^_^ 
enthält,  und  wo  <p     .  die  Veränderlichen  x,  .  .  .,  x     .,   letztere  sicher,   enthalten 

muss,  so  eliminire  man  x       mittelst  (g,)  aus  X,  ...»  X       ,  "ö^- =M(  und  et 


a — t 


genfigt  H|  der  Gleidiung 

8(M,X)     8(M.X.)  .  »<M.X      ) 

-87-+ "K    +  •  •  • +— er— -  **• 

B— 8 

Wie  man  hier  fortfährt ,  ist  klar.     Sind  also 

9>    =  a  ,  9>         =a        ,....,  g»,  =  o,  (G) 

n  B         B— 1  B — 1 

Integralgleichungen  des  Systems  (f),  yon  denen  die  erst«  z,  •  •  •  z  ,  nebst 

stauten  a  ,  die  zweite  x,  .  .  .,  x  ^  nebst  den  Konitanfeft  «. ,  a _;  ,  i  ^ 

■  B— i  *  a      Ä^-it 


■ 

i 
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X,  Z|,  X2  nebst  den  Konstanten  a  ,  a     .t  h>  .  .,   er,  enthalte,  und  kommt  in  qo  ire- 
wiss  X  ^  in  q>        gewiss  x  __  ,  .  .  .  vor ;  ist  ferner 

ii-i~89    89     ,  fl«        * 

87   8z        ••••   li'^* 
und  genügt  die  Gleichung  gp  _  =  a  ^   dem  Gieichuagtijyitem :  .^• 

flT       Y  8z  X 

'8z  "*X 8^        "~X"*  V 

n — r 

WO  man  zuerst  x    mittelst  der  ersten  Gleichung  (G),  dann  z     ^   mittelst  der  zwei- 
ten,  .  .  .,  X     _,  ^  mittelst  der  r**°,  eliminirt»  und  eben  so  in  M        verfährt,    indem 

B — T-j-l  B— 1 

hier  zuletzt  Zj  mittelst  der  letzten  elimiuirt ,  so  hat  man : 

8(M       X)      8(M      X,) 

8z        ^        8x, 
woraus  nach  §.  69  leicht  folgt,  dass  M  __   X  ein  integrirender  Faktor  der  Gleichung 

8^,_X, 
8z       X 
ist,  aus  der  x  ,  .  .  . ,  X2  in  der  angegebenen  Weise  eliminirt  sind. 

Schreibt  man  diese  Gleichung  also  unter  die  Form 

M       X  ^— M       Xj=0. 
fl-l       8x  a— 1    ' 

so  kann  sie  nach  §.  69, 1  sofort  integrirt  werden,  und  man  erhält  die  letzte  Integral- 
gleichung des  Systems  (f). 

Anm.     Es  ist  natürlich  nothwendig,  dass  die  Grossen  9  f  .  •  .#  j»i  den  der  Gleichung  (b) 

analogen  genügen.     So  also  muss  p       identisch  der  Gleichung 


'   8 ^  89  89 

6z      '  ^   8z-  '^  '     B-r8z 

B — r 

genügen.     Da  aber  p       =a       dem  System  (f  )  genügt,  so  ist  identisch: 

—  -  —        B"T  r 


bp  dp        a.  ^9»        8z 

B — r   ,         ft-^r  0  Z^    .  ^^       B — t       B— ^ 


f-^F- ^  +  .  •  •  +  öf^  ^b-^ = 0 . 


8z      '      8z,     8z    •  '    8z  8z 


B- 


89  89         V  89         X 

B— f 

woraus  die  obige  Gleichung,  folgt. 

3)  Das  Gleichungssystem  (f)  ist  ein  solches  tou  n  Gleichungen  zwischen  n-f~l 
Veränderlichen,  so  dass  eine  dieser  letztem  als  unabhängig  erscheint;  welche,  ist 
gleichgiltig.  In  (f)  war  z  die  unabhängig  Veränderliche ;  wäre  es  x  ,  so  hätte  man 

wegen 


8z 

B 

8z 

• 

8z 

8z  " 

r 

8z 

r 

8z 
>tel  ttiiM  (f) : 


•■  *   < 
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8x~*X  •   8z  ~X FT""!"' 

r  r  r  r  r  v 

Man  kann  aber  auch  itatt  des  Sjttemi  (f)  das  folgende  einführen: 

— -X.^-X  -^-X  (f) 

'^o  t  die  unabhängig  Verftaderliche  ist,  nnd  X,  X|,  .  . .,  X   bloss  yon  x,  Z|,  . . .,  z 

abhängen.  Dieses  System  kommt  nämlich  zunächst  auf  (f)  zurück ,  wenn  man  z 
als  unabhängig  Veränderliche  ansehen  will ,  und  weflaplnan  mittelst  (f )  die  GrOssea 
Xi,     .  .,  X   als  Funktionen  von  x  kennt,  so  gibt  die  erste  Gleichung  (f ) : 


=■/¥+«■ 


In  manchen  Fällen  ist  es  rielleicht  bequemer,  das  Sjstem  (f)  statt  (f)  zu        '" 


(FO 


trachten. 

4)  Denken  wir  uns  etwa,  man  wolle  in  (f)  statt  x,  X|, .  .,  x   die  VeränderlioheriP^ 

7t  7i  t  •  •  •  f  7  einführen ,  die  mit  x,  X| ,  .  .  . ,  x  durch  n  -|- 1  Gleichungen  zusam- 
menhängen ,  so  dass  7,  .  •  M  7  durch  x,  .  .  .,  3l  und  umgekehrt  ausgedrückt  wer^ 
den,  so  sind  jr,  .  .  .,7   eben  auch  Funktionen  ron  t  und  man  hat: 

8y       8y    p,     8y    ^^  8y    8z       8y  8y  8y 

"8t""  8x    8t"*"8i,    8t '^•••"*"8z     8t  ^  8z  ^■^8z,**'^--- "^8z  \' 
SO  dass  jetzt  an  die  Stelle  Ton  (f)  treten : 

rt=8"i^+8^^  + . .  •  +  ^\* 

8yt_8y,      ,  8jri    ■  i^y» 

Jt"  8z*^8z,^^-"^8T\' 

8y       e'y  8y  8y 

"8^  ^TT^+e^^  +  •  •  •  +  FT  V 

a 

man  zuerst  7t  •  •  •»  7   nach  z,  .    .,  z   partiell  diffbrenzirt  und  dann  die  x,  x^, . . .,  z 

durch  ihre  Werthe  in  j,  .  .  .,  7   ausdrückt;  eben  so  sind  X,  . . .,  X   durch  7, .  •  ^  7 

auszudrücken.     Das  Gleichungssystem  (F')  zwischen  t,  y,  y^  ,  .  .  ^  y   kann  dann 

leicht  in  eines  bloss  zwischen  y,  .  .  .,  y    umgeschrieben  werden.      Die  Integration 

des  Systems  (f)  führt  auch  die  yon  (F')  mit  sich ,  und  umgekehrt 
Setzt  man  also  zur  Abkürzung 

8  8  8y  ®'a  ^\  ^\ 

a  a 

flo  hat  man  statt  (f) : 

8t""^'   8t  "^* •   8t  ""\'  ^^^ 

wo  also  T.  .  • .,  Y   als  Funktionen  yon  yt  •  •  «t  y    anzusehen  sind.     BetimciiteB  wir 

a  a 
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ntm  T  ,  to  ersoheint  diese  GröMe  zunächst  als  Funktion  Ton  x,  .  .  . ,  x  ,  und  erst 
nachdem  diese  Grossen  durch  T .  .  .  . ,  7    ersetzt  sind ,  als  Funktion  dieser  letztem. 

Darahs  folgt  also,  dass  etwa 

8T       8Y     «^      8Y    «^  8Y    8x 

87""  8x   8y^"^8x^  8y^"^*""*"8x    87 


■"l.8x8x"^8x    8x,"^-""»"8x    8  x^Jey^'^l.*  8x»  "^^*  F^T?!  "^ 
^    ii8x    8xj8y 


&  r 


-?-  ^flT  ®y      «T    ®y  ÖX    8y^ft,        ^     8"y  8»y 

j^yj|    ^V.8xi    8x^8x,  8x,^*"^8x,    8x^J  8y;^  L^  8x8x,^'^  8x/^ 

^   n8x  8x,j8y 
n  r 

r8X^y,  .8X,  ®^  ^\^^i\^\      f      ®'^  ®*^ 

B  a  aar  a  a 


a  r 


Daraus  folgt  weiter ,  dass 

Öl.  er  .^.ej^^'Ali+ex,    «_^8x  '\^'\,  ^ 

8y^8y4^'"^  8y""8x       8x8y^8x      8x,  8y^*"^8x8x8y 

'  a  r  r  m        r 

4.0X^7,  8x,      8X,  ^  8^  J—-s^-ll  öfi 

"^8x,      8x    8y"^8x4      8  x^  8y  "^' *' "^  8x,      8z    8y 

r  r  a        r 

^ 

ßv      8y    8x       fiY      8y    8x  8X      8y    8x 

I  £*_  x__£  5j.ri!i  X ? 5-4-       -A '  Z -  ■ 

"'"8x       8x    8y  ■^8x       8x,  8y"^'""^8z       8x    8  y" 
a  t  ar  aa'r 

'  8x'   8y     '   •*    <)x8x-  8y    '  '      a     8x   8x  8y 

r  r  a  V 

^  8x8x4  8 y     '^    8x48x4  8 y    '        ^    a    8X48X  8y 

r  r  ar 

+  .....    ■ 

8'y      8x  8'y      8x  8'y     8x 

+  '^^8rTi  87+'^*8r^  ey+'-'+^^dTeTer* 

a  r  a  r  aar 

worin  das  Summenzeichen  sich  auf  r=±0,  1,  2,  ....  n  hezieht.     Aber  es  ist,  wenn 
man  x  nach  x,  .  .    ,  x    differenzirt,  oder  allgemein  x   nach  x, . ..,  x  ,  . . .,  x  : 

8x    «        8x    ft,  8x     8y  8y    8x 

0=87  54+87:  Ä-^-+87  TT- «"^   ^17  87=^-         ^ 

'  a  r 
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8z    Bf 
"""8y    8x,^8y,  8x,^"*^8y    8x,* 


d.  b. 


8x 


1  = 


8y    8x  """ey,  8x  "*"*""*"8y    8x  ' 

•  •  BS 


«y    8x    '' 
^8x,  8y^=^- 


8y    8x 

8x     8y       *• 
s         r 


r  ^  • 


(s) 


ö«    fi«     8»   ft« 


8x    8y 

.  by    8x    '  8yt  8x  ^'"^by    Öx  ' 
a  n  B         B 


8y    dx 

8x    8y       "• 
B        r 

8X  ,  8Xi 


woraus  folgt,  dass  in  obigem  Ausdruck  der  erste  Theil  gleich  -r-  +  F"'"!"  ••••"/". 


8X 
1 

87 


ist. 


I 


Was  den  zweiten  Theil  anbelangt,  so  übersieht  man  leicht,  dass  derselbe  gleidlr^;- 
ist  der  Grösse 

r  r  r  B 

wie  er  ja  ohnehin  geradezu  so  entstanden  ist.     Gesetzt  nun  -es  sey 

8y        8y  8y 


8x' 

8x.'- 

•••8x 

B 

8y. 

8y. 

8y. 

öx* 

8x.'- 

••'8x 

B 

• 

• 

8y 

8y 

»y 

B 

B 

B 

8x' 

8x/- 

••*8x 

=p. 


(h) 


so  besteht  P  aus  einer  Reihe  von  Gliedern,  die  jedes  die  Funktionen  Jt  yi.  .  •  . ,  y  • 
bezüglich  einen  ihrer  partiellen  Differentialquotienten  enthalten.  Da  jede  dieser 
Grossen  wieder  von  x  abhängt  (s  =  0,  1,  .  .   ,  n)  so  ist  leicht  zu  sehen,  dass 


8P 


■  0 


Cl?) 


8x  8x  * 


wo  die  Summenzeichen  sich  auf  r  =  0,  1,  .  .    ,  n,  und  ^=0,  1,  .  .  . ,  n  beziehen. 
Aus  den  Gleichungen  (g)  folgt  aber,  wenn  man  s  durch  q  ersetzt  (XV,  5): 

8x_  o«  ««  8»y      8x 


8y_ 


8P 


8 


^8x  -^ 


,  also 


8P 

8x 


P2S 


r   ^8x   8x.  öy' 
9      ?       ' 


Aber  es  ist 

8y 


8z 


8y   Ux  J  V8x8x    8y  ^8x,  8x    8x  ^'"^Sx   8x    8  y"  J 


=  2  2 


8»y 


s 

8x. 


r    9  8x  8x    8y  ' 
^       ■        r 
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M  dM«  «tdlieb  ijU  sweite  TheQ  gleich 

'    und  nithin 

8^+8-^+-  +  87~87+8T"'"--  +  8T+pl'^8i+^«n:  +  -+^.8Tj 
ist.     Was  nuo  auch  R  sej,  so  ist 

^87+^^8^+  ••+*.8r=^87+^'87:"''--+^.  87' 
wie  man  leicht  findet,  wenn  man  beachtet,  dass 

■  -iA  r  '         r  'b       r 

M  1 

demnach  für  R=  -p-,  wenn  man  beide  letzten  Gleichungen  brachtet  und  -p-  =   Q 

setzt : 

,!o^+...+._ias+,M(?.?+ . . :  +'i)_.(x||+...+..  sa) 

an  a 

^y8(MQ)  ° ^  ""'  ^^ 


H-+^^+«'Cr;+-+J7-)- 


B  M 

d.h. 

8(MQY)  ,  8(MQY.)  ,  8^0^      ^r8(MX)  .  8 (MX.)  .         .  ^  ^^  1 

-87"+~8~+-+~8r~=*^L"8r+-8ir+-+~8r-l 

B  B 

Ist  nun  M  so  beschaffen ,  dass  es  der  Gleichung  (a)  genügt ,  so  ist  hiernach 

8(MQY)  .  8(MQYJ  .  8(MQY^) 

8y  ey^  öy 

B 

5)  Gesetzt  nun,  y  ,  y     ,«  .  •  .i  y?  seyen  solche  Funktionen  Ton  x,  . ..,  x  ,  dass 

B  B         B— 1  B — 1 

den  Gleichungen  (f )  genügen ,  wenn  a  ,  .  .  . ,  «2  willkürliche  Konstanten  aind ,  die 

in  y  t  .  .  .,  y2  nicht  vorkommen,  bo  werden  die  Grossen  T  ,...,¥]  identisch  Null 

seyn,  da  ja 

8y    fi^  8y     8x  8y  8y    *  8y 

87  r:+- •  •  +8-r T7=«-  '»•'^ 87-^+8T^+-+8-r^.=°' 

B  •  « 

demnach  wird  die  (i)  zu 

8(MQY)  ^  8(MQY,)^^  ^^.^ 

8y  8yi 

und  sagt  aus,  es  sey  die  Gleichung 

Y?/i-Y,|^=0.  0) 

8t         .8t 

wenn  sie  mit  MQ  multipizirt  werde,  unmittelbar  integrabel  (was  auch  y  und  j^  fUr 
Funktionen  Ton  t  Seyn  mOgen),  Diese  Gleichung  gehört  aber  zum  System  (F')f  und 
wenn  sie  integrirt  ist,  gibt  sie  einen  Zusammenhang  zwischen  y  und  y|.  Was  diese 
letzteren  Grossen  anbelangt,  so  sind  sie  ganz  willkürliche  Funktionen  yon  x,  X|,  . . 

D  i  •  B  t  •  r ,  DiflirtBiUl-  m.  lBt«fi»l-ItoehB«at.  38 
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. . ,  X  ,  so  daBs  man  mittelst  derselben  und  der  Gleiehang^n  (k)  die  BOtliige  Anzabl 

Gleichungen  hat ,  um  die  x  durch  die  y  ausdrücken  zu  kOnnen ,  ^e  es  das  System 
(FO  verlangt.  Das  System  (F')  ersetzt  aber  (f),  so  dass  durch  die  Integration  des 
erstem  auch  die  des  letztem  Tollzogen  ist.  Daraus  nun  erhAlt  man  den  folgenden 
Lehrsatz: 

„Sind  (p^  (x,  X|,  .  .  . ,  x^)  =a^,  qp^_^  (x.  .  .  .,  x^)  =  «^_^,  qo,  (x xj=:flr, 

Integrale  des  Systems  (f);  sind  ferner  (jPiCx,  .  . .,  x  ),  g)(x,  . .  .,  x  )  ganz  beliebige 

Funktionen  von  x,     .  .,  x  ,  und  man  bestimmt  aus  den  Gleichungen 

9>   (x,  .  .  .,  X  )  =  y  ,  .  .  .,  g&j(x.  .  .  .,  X  )=ft,  f)(x,  .  .  .,  x  )=y 
a  n  n  &  n 

die  Grössen  x,  .  .  .«  x    in  y ,  .  .  .,  y  ,  ersetzt  dann  in  der  Grösse  P,  die  durch  (b) 
gegeben  ist,  fo  wie  in 


^=4j+^Fi+-+^.8. 


®y   V  _Y^y«_LY  ^y>A.    _i_v  ^y« 

■"•  ^'-^"87"'"^'8^.'^-"'^    .87" 

n  m 


überall  z,  .  .  .,  x    durch  y»  .  .  .,  y  ,  so  wird  die  Gleichung 


-f^"+A^ 


+- 


'/>' 


)ey.  =  c. 


P    '       ey, 

wo  M  (von  0  und  00  verschieden)  eine  Auflösung  der  Gleichung  (a)  ist,  das  n**  In- 
tegral des  Systems  (f)  seyn,  wenn  man  hier  y  und  y^  durch  q>  und  <p|  ersetzt." 

8y  8y  dv  87 

Setzt  man  speziell  (r  =  x,  or.  =x,,  so  ist  rv  =  l,  r —  =  ...=;r —  =  0,  r— ^  =  li 
'^  ^  "         '  8x  ÖXi  8x  8x4 


8z 


8yi 


eyt 


8x, 


8x 


0,  so  dass 


P  = 


1. 
0. 

8y. 


0, 
1. 


0,  . . .,  0 
0,  . . .,  0 


8y       8y 


8x      8x,  •   8x, 


» •  •  • » 


8x 


8y       8y       8y 


8x 


n  n 

f  •  •  » » 


8y 

I 

87 


8», 
8x, 


t  •  •  • » 


8y, 

8x 


89 
I 


89 

8T 


=P. 


<li') 


8x/    Öx, 

Y  =  X,  T|=X|  ist.     Denken  wir  uns  nun,  man  drücke  mittelst  der  gefundenen 
Gleichungen  qo  =a  ,  .  .  .-,  (]rj  =  tr2  die  Grössen  X2 ,  .  .  .,  x    durch  x,  Xj   aus  und 

setze  diese  Werthe  in  X,  X^,  M,  P,  so  wird  jetzt  MQY  so  wie  MQT|  nur  noch  x  und 
X|  enthalten,  so  dass 

8  (MQY,)  ^  8  (MQXQ  8x       8(MQXJ  8  x,      8QIQX,) 

öyi  8x       8y,'^      8x,       8y,"      8xt      ' 

8  (MQY)  ^  8  (MQX)  8x8  (MQX)  8xj  _  8(MQX) 
8y  8x       8y"*"     8x,        8y  ""       8x      ' 

8x       8x1      ^    8xt  8x 

ö»  f^""87~*8y"'^^^8y'  ^®"^"*^^  ^^^S^  *"«  (>') »  freilich  ünmer  unter  der 

gemachten  Voraussetzung: 

.     8(MQX,)  .  8(MQX)^ 
8x,      "^     8z      """• 
d,  h:  MQ  ist  ein  Integrationsfaktor  der  Gleichung 
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8z 
Daraus  folgt  als  zweiter  Lehrsais: 

„Drückt  man  mittelst  n  —  1  gefundener  Integralgleichungen  des  Systems  (f) 

die  Veränderlichen  Z21  •  •  •  t  x    durch  x  und  Z|  (nebst  den  willkürlichen  Konstanten) 

aus,  und  setzt  in  M,  P,  X,  X|   für  jene  Grössen  die  so  erhaltenen  Werthe  ein,  so 
wird 


-/ 


MXi 


8 


8x. 


-+/(¥+^")'-= 


P    ""  V  V.  P     '         8xi 
die  n**  Integralgleichung  sejm.** 

Dieser  Satz  ist,  wie  man  leicht  sieht,  nur  die  Verallgemeinerung  des  in  Nr.  2 

enthaltenen.     Zum  Ueberfluss  kann  man  denselben  leicht  daraus  folgern. 

Seyen  nämlich  wieder  g>  =a  ,  ...,  g>2=<<2  die  n — I  bekannten Oleiohungen, 

wie  wir  so  eben  annahmen;  man  ziehe  aus  der  ersten  x   und  setze  diesen  Werth  in 

die  zweite;  aus  dieser  neuen  zweiten  ziehe  man  x     ^  und  setze  dessen  Werth   in 

die  dritte,  . . . ,  und  seyen  die  so  erhaltenen  Gleichungen: 

.  . .,  V^  =  a,, 

nicht  enthält ,  so  wird  nach  Nr.  2  die 
M 


n        n        a— 1        n — 1 


WO  also  \1}       die  Grössen  x  , 
Grosse 


•  •  •  ^a-r-H 


M  =: 

B— 1      8  ^     btp 

a         B — 1 

8T  8T~ 

a         a — 1 


8^' 

81, 


wo  io  M        wirklich  x  ,  .  .  .,  Xj  durch  x,  Xt  zu  ersetzen  sind,  der  letzte  Multipll- 

^a       a  Mm 


8^ 


8^,  . 


kator  sein.    Wir  haben  also  bloss  sa  zeigen,  dass  ^='äzr  •  *  •  TT 


ist.  Nun  ist 


abemniokli 


8^      8«> 

B 1 

8x  ""8x 


Was  %p        anbelangt,  so  geht  diese  Grösse  aus  <p^^^ 


herror,  wean  man  z   aus  qo  =a   in  Qf>     ^  einsetzt.     Daraus  folgt: 

B  ^a  B        ^a — 1  ^ 


8^ 


B— 1 


8: 


Sfl»  8f> 

a— i    I        B— 1 


8x 


B— 1 


8x 


a—i 


8x       8x 


8v;    8^ 
^a        a— 1 

8x    8x 

B  B— 1 


8f>  dg> 

B — 1  a 

8x  8T 

B~i  B 


a— 1 


89> 


bq>  89        8  X 

a      1^       a   B        g. 

""  87— +87  8-7-^°' 

B— 1  a  B— 1 

n— 1  a— 1 

8f> 


8x      8x 

a  B — 1 


8^ 

wenn  5 — =P     ^.     Dann  eben  so 

0  X     a— 1 


B— 1 


a— 1 


8^ 


B>-9 


8* 


8x 


8|»     85^  .  8x   .   '--  , 
B— S  .  ^a— 1   a~i  I   a— 1 


8x 


a— 2 


8x 


8^ 


B— 2 


0  = 


8: 


8x    8x    '  8x  8x   ' 

a— 1    B— 2       B     B— t 

^q>        8x  ^   8«?  8x 

a—i  I   a—i   B— i  ■   a— 1  n_ 


8x  ^  8x 


8z 


a— 1 
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89  «fi 

8x      *^8» 


8z 


B— I 


8«>      8z 

n  n 


n— 2 


n— 1 


8z 


8z    8z 

•    n        n— 2 


80  AS8 


tt— 1 


n-«  8z 


11—2 


K.,= 


n— 2 


89 


»— f 


8z 


♦  •  •  • » 


89 


8z 


89 


8z 


» •  •  • » 


8z 


81^    8<; 


a— 2 


8z    8z         8z 
n        a— 1         a — 2 


In  dieser  Weise  geht  man  leicht  weiter  fort  und  findet  den  angegebenen  Satx. 
Was  den  im  erslen  Iiehrsatz  gebrauchten  Werth  von  P  betrifft,  so  kann  er  mit- 
telst des  Satzes  XV,  1 1  auch  etwas  anders  ausgedrückt  werden.     Ist  nämlich 

8z       8z  8z 


so  folgt  aus  (g)  : 


8y' 

8y.'- 

■■■«'. 

8x. 

8x1 

8x. 

8y' 

8y.*- 

■■•«^ 

» 

• 

• 

• 

• 

• 

8z 

8z 

8z 

a 

B 

n 

8y' 

8y." 

-'\ 

=  L. 


S.P  = 


1,0,0 0 

0,  1,0, 0 

0, 0, 0, . ! .,  1 


=  1,  P-~.d.h.Q  =  S. 


Wir  wollen  nun  noch  einige  Beispielo  zufügen,  die  wir  der  berühmten  Abhandlang  Jft- 
00 bis:  nTheoria  nova  multiplicatoris  systemati  aequationmn  differentialinm  Talgariom  appU- 
candi**  (Crelle's  Journal,  XXVII  und  XXIX)  entnehmen. 

6)  Angenommen,  es  sey  X  eine  blosse  Funktion  von  z,  Z  eine  solche  von  x  Vßti  j;  SOJ 

8t  8»y  ,      8y  '■■■-■•" 

ferner  ~  =  «  eine  erste  Integralgleichung  von  r-i+X --  +Z  =  0,  wo  n  eine 

oz  0  z  oz 


8y 


z,  7  und  einer  willkürlichen  Konstanten  a  ist,  so  bat  man,  wenn  -^  =  z : 

*b  gleiebzeitig,  Integralgleiohongen ,  wahrend  t=zn  eine  Integralgleicbaug  denalben  tat.  In 
(0  bt  «lao  X,  =  y,  x,  =  x;  X,  =x,  X,  =  —  (Xx-t-Z),  X=  1 ;  die  (a)  ist  demnach: 

8(M)     8(Mz)     eCMQCx-fZ)]     „   8M  ,     8M      _     ,  _,8M      _     . 

"8r+-87  8i =^-  8r+'87~^'+^^8l~**^='*' 

welche  Gleiehung  sicher  befriedigt  ist ,  wenn  man  M  =  e  setzt.      Drückt  man  also  z^. 

d.  h.  z  durch  z  und  y  aus ,  d.  h.  ersetzt  einfach  z  durch  u  in  X^ ,  wodurch  X^  zu  n  wird ,  so 

bleibt  noch  P  zu  ermitteln.     Diese  GrOsse  ist  =  ~  =  --^,  wo  «•  der  Werth  Ton  a  ist.  wie 

8  z.       8  z 

8a 

•r  ans  s  — n  ==  0  folgt,  so  dass  man  hiefÜr  auch  —  schreiben  kann.    Nun  ist  aber  ausi  — u 

8  z 

^     -       8u  80      ^      .     80        1  8u 

■*        *""«::  57  =  ^»  *^*°5~  =  '^~»  *<>  <^"  P  S-'  =  l'     Demnach  ist 
oa  oz  8z       8u  8a 

8^ 


/x 
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die  zweite  IntegralgleiehoDg  der  Torgelegten ,  d.  h.  da  sie  nnr  x  und  y  «DthJÜt,  ist  tie  die  end- 
liche Integralgleichung. 

So  genügt  der  Gleichung  \\-\-  fs  —  y  J  ö|—  7^  =  ^  •  j^  =  2ox  —  3y ,  wie  man 
sich  leicht  übeneogt.    Demnach  X  =  3 ——,  *e         =—    ,aÄ2ax— 3y»    ^  =  2x; 

+  r-  /e         u  — 8x  =  2e     — 2e    =0, sodass 

4ae"(x— L)-2ye''  =  C.    ,=  Ce-''+C' (,-i) 

9'y      /"         1  "^  6y     3t 
die  Integralgleichung  Ton  g-iH"  I  3 I  p ^  =  0  ist 

7)  Sey  4»  eine  beliebige  Funktion  von  x  und  y,  dessgleichen  1^,  und  man  habe  ron  der 
Differentialgleichung 

8x»^  2  8y  l.8xj  ^exSx^'^ 

8y 

als  eine  erste  Integralgleichung  gefunden  r-^  ==  n,  wo  u  wie  in  Nr.  6  beschaflisn  ist,  so  hat 

0  X 

man  wieder 

8z  f\   89   ,  ,  8f>     ,  ^^^      8y 

Demnach ,  wenn  man  die  Bezeichnungen  ron  Torhin  beibehalt : 

e— --| — .- =  u,M  =  e   , 
X          oy                                 8z 


woiaoa  iam  fclgt,  dass 

-J'  "8^^^+yrr«+ — 8^ — J^^=^ 

die  allgemeine  Integralgleichung  der  Torgelegten  ist 

7)  flTeyen  die  gleichzeitig  rorgelegten  Diffierentialgleichungen  (f)  fon  der  Farm 

^  =  A/'x,+A,"x,+  .  .  .  +A^"x^  =  X,. 


^\        .    («)        .    .    (■)         .  .     .(n) 


-flT=A,     Xt  +  A,      x,+...+A     X  =X  , 
wo  die  Grossen  A  simmtlich  nur  Ton  t  abhftngen ,  so  ist  die  (a) ,  in  der  x  =  t »  X  =  1 : 

•  B 

^^-       ^+X.8^H-...+X^J|+M(V+V'+...+A<'>)=0. 

B 

welcher  Gleidraog  geofigt  wird  durch 
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j    ^        Ö.lf     ^  8.M    ^ 

da  dann  -r — =0,  .  . .,  -r — =0. 

XV  ri. 

Wir  haben  im  zehnten  Abschnitte  die  Fonneln  zasammengestellt,  die  zur  Berechnung 
Ton  Oberflachen  n.  s.  w.  dienen.  Dazu  nnn  wollen  vir  nuch  die  folgenden  Zusätze  hier  beifügen. 

L  Setat  man  in  der  Formel  (a)  des  §.  58  z=0,  lo  erhalt  man  den  Inhalt  der  in  der  Ebene 
d«r  zy  UegMden,  Ton  der  Karre  BIN  (Fig.  41)  umschlossenen  Flache.     Dieselbe  ist  also 


/öz  /ey. 


welche  Formel  im  Grande  an  die  Stelle  ron  (c)  in  $.  53  gehört.     Setzt  man  hier 


9>,  wo  r  aas  der  Gleichoag  der  Kvre  za  entnehmen  ist 


8z  8  y        8z  8y 

zsrcosfl»,  y=r8in«,  nnd  formt  das  Doppelintegral  nach  $.  52  am ,  so  ist  t- r~  q~ 

.  o  r  et»        €•  o  r 

s=r,  also  die  Fliehe  =  fbr   /rb»=  /b»   /r8r,  wo  nun  die  Granzen  den  Bedingungen 

der  Aufgabe  gemäss  za  wählen  sind.     Sind  diese  dieselben ,  wie  in  Fig.  21 ,  so  ist  die  dortige 

8«o/r8r=-^/r*8 

Dies  ist  die  Formel  des  §.  53,  S.  208. 

IL  So  wie  man  in  der  Formel  des  §.  59,  Y  9  als  unabhängig  angesehen,  hätte  maa  aueh 
fff  oder  r  als  solche  Grösse  betrachten  dürfen.  Dadurch  ergeben  sich  aber  für  die  Bogenliagi 
die  zwei  weitem  Formeln  : 

wenn  im  ersten  Integrale  1^0»  V*t  ^^^  Inssersten  Werthe  Ton  ^  sind,  wobei  i^^  — ^0^^  ^^^d 
angenommen  ist,  der  Bogen  wachse  mit  wachsendem  ^;  Aehnliches  gilt  für  das  zweite  In- 
tegral. 

III.  In  der  Formel  (b)  des  §.  58  sind  9»  und  ^  die  unabhängigen  Veränderlichen,  vihftnd 
r  als  Funktion  beider  erscheint,  wie  die  Gleichung  der  krummen  Oberflache  Terlangtn  Mb  tv- 
steht  sich  von  selbst,  dass  man  auch  r  und  g> ,  oder  r  und  ^  als  unabhängig  Teitadadlcli  an- 
sehen kann.  Aehnliches  gilt  ron  (a) ;  doch  bedarf  es  hier  keiner  besondem  Rechnmg«  da  bei 
der  Gleichartigkeit  der  drei  rechtwinklichen  Koordinaten  eine  blosse  Vertanschung  der  Buch- 
staben die  weitem  Fonneln  ergibt.  Anders  yerh&lt  es  sich  jedoch  bei  den  Polarkoerdinaten. 
.  Seyen  also 

1)  r  ond  9  die  unabhängig  Veränderlichen,  ^  yermöge  der  Gleichung  der  knunmen  Ober- 
flächt dAfon  abhingig.     Alsdann  ist  (§.29,  2),  wenn  z=:r cos V; cos 9,  y  =:rco«if;sin4»,  z  = 

.   _      8z  .  8v      8z  .  öv»       8y 

rsm^:    r--=cosi^cos9 — rsm^cos^  r— ,     -— -= — rcosipsm^  —  rsintrcosfi  ^ — •     t— = 
or  Ol       cq>  oyor 

btp    Qj  .        .       8^     8z       .         .  8z 

cos^sin«» — rsini^sin^  r— ,  r-^  =  rcosVfCOS9>->rsmV'Sin9  r-^,  —  =  sm^-h'^w*  5"  • 

or      09>  0 9>     or  0  r 

8z  8Uf 

-— =  rCOSV»   r-r-, 

8^  ^  89 

8z_8z8z  ,  8z8y   Öz  _8z  8_z  ,  8^  8y^ 

8r''8z8r'^8y  8  r*  8*)''8z  8*)"'"8y  8»>' 

8z       8r8y      8ff8r    8z      8»  8r      8r  8» 
8z"8z  8j_8z8y'  Sy^Sz  8y^8z  8y* 
btdp     898r  8r8^     bpdx 


^ 
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d.  h. 

Vor  89      89  8rJ 

und  nach  §.  52  also 

Diese  Formel  ist  namentlich  bequem,  wenn  man  die  Fläche  berechnen  will,  welche  TOn 
allen  Fahntrahlen  gebildet  wird ,  die  Tom  Anlangspunkt  au«  auf  eine  gegebene  krumme  Linie 
gesogen  sind. 

Sind     V   =  — ^f  t=  — £die  Gleichnngen  eines  Radius  Tectors,  wo  x,  y,  z  die  KoordU 

naten  eines  Pnnktei  der  Kurve  sind .  so  wird  man  x,  7,  z  zwischen  diesen  zwei  Gleichungen 
und  den  Gleichnngen  der  Knrre  zu  eliminiren  haben ,  um  die  Gleichung  der  krummen  Ober- 
fläche in  erhalten.  Fflhrt  man  sodann  in  diese  Gleichung  die  Polarkoordinaten  ein,  so  wird 
r  gar  nicht  in  der  Gleichung  Torfcommen.  Denn  wäre  dieselbe  F(r,  9,  1/')  =  0,  so  gehörte  za 
einen  bestimmten  4»  nnd  ip  auch  ein  bestimmtes  r,  was  nicht  der  Fall  ist,  da  der  gante  Ra- 
dius Tector,  der  zu  einem  bestimmten  p  und  1/'  gehört,  auf  der  Fläche  liegt,  mithin  unendlich 

8  v 
riele  r  zu  denselben  9  und  ^  gehören.     Daraus  fulgt ,  dass  -—  =  0  ist,  und  man  also  hat: 

8  r 


f/'Vm 


r    I  +cos*^8r8|». 

EliminSrt  man  aus  den  zwei  Gleichungen  der  Kurve ,  in  denen  man  die  Polarkoordinaten 
eingeführt  hat,  r,  so  stellt  die  entstehende  Gleichung  die  Beziehung  zwischen  9  und  ^  dar, 

aus  der  —  gezogen  werden  kann.  Da  Vi  von  r  unabhängig  ist,  so  ist  diese  Gleichung  übrigens 
c  ^ 

sofort  die  Gleichung  der  Fläche.   Sind  also  ^o*  9i  ^i«  Gränzwerthe  ron  9,  so  ist  die  Fläche  = 

wo  r  der  Fahrstrahl  der  Rurre  ist ,  den  man  als  Funktion  von  9  aus  dieser  zieht 

2)  r  und  ip  die  unabhängig  Veränderlichen,  g>  vermOge  der  Gleichung  der  krummen  Ober- 
fläche davon  abhängig.     Jetzt  ergibt  sich :  « 

"'"V8r8v^      e»/>8'rj  "^V8r8iy>      8r8iftJ|  '^^  4 

Dass  man  hier  eine  ähnliche  Betrachtung  wie  vorhin  anknüpfen  kann ,  Ist  klar. 
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